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Neues  Material  und  neue  seit  dem  Erscheinen  der 
ersten  Auflage  gewonnene  Gesichtspunkte  gestatteten  für 
die  wiederholte  Herausgabe  nicht  den  einfachen  Wieder- 
abdruck, sondern  machten  eine  Umarbeitung  nothwendig, 
bei  welcher  neben  den  Kugelfunctionen  die  mit  ihnen  ver- 
wandten zu  berücksichtigen  waren.  Auch  wurden  grössere 
Zusätze,  wie  über  trigonometrische  und  über  hypergeome- 
trische Reihen  und  über  Kettenbrüche  hinzugefügt,  welche 
die  darin  behandelten  Gegenstände  weiter  führen ,  als  es 
die  nächste  Veranlassung,  ihre  Beziehung  zu  den  Kugel- 
functionen, unumgänglich  verlangte.  Dadurch  ist  die  Ar- 
beit so  angewachsen,  dass  eine  Vertheilung  auf  zwei  Bände 
zweckmässig  schien. 
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§  1.  Die  beschleunigende  Kraft,  welche  ein  System  materieller 
Punkte  JP,,  P^i  P3,  etc.,  die  nach  dem  Newton' scheu  Gesetze  wir- 
ken, in  einem  Punkte  0  hervorbringt,  lässt  sich  nach  einem  folgen- 
reichen Satze  von  Laplace*)  durch  Diflferentialquotienten  einer 
einzigen  Function  der  Coordinaten  von  0  analytisch  ausdrücken. 
Werden  die  Massen  der  materiellen  Punkte  durch  f.l^,  (ti^,  f.i^^  etc. 
bezeichnet,  so  ist  jene  Function 

__       A^l         ,     Jh.         A^3         , 


OP,    '    OP,    '    OP, 


Green  nennt  sie**)  das  Potential,  welches  zum  Systeme 
gehört  für  den  Punkt  0,  und  Gauss  behält  diese  Bezeichnung 
im  wesentlichen  bei  ***).   Eine  Entwickelung  der  einzelnen  Glieder 


*)  Memoires  de  Mathematique  et  de  Physique,  tires  des  registres  de  rAcademie 
royale  des  sciences,  Annee  1782.  Paris  1785:  Theorie  des  attractions  des  spheroides 
et  de  la  figure  des  planetes,  par  M.  de  la  Place  no.  IV  p.  123. 

**)  An  Essay  on  the  Application  of  mathematical  Analysis  to  the  theories  of 
Electricity  and  Magnetism.  Diese  Arbeit  von  Green,  nach  William  Thomson's 
Angabe  schon  im  Jahre  1828  veröffentlicht,  ist  von  W.  Thomson  im  Crelle'schen 
Journal  Bd.  39,  44  nnd  47  mitgetheilt.  Im  44.  Bde,  no.  1,  S.  359  sagt  Green: 
. .  .  we  have  ventured  to  call  it  the  potential  fonction  belonging  to  the 
System,  etc.  und  no.  4,  S.  363:  ...  the  potential  for  any  point,  und  später:  the 
value  of  this  fonction  for  any  other  point. 

***)  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1839, 
Leipzig  1840:  Allgemeine  Lehrsätze  in  Bezug  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungs-Kräffe.  Gauss 
Heine,  Theorie  der  Kugelfunctiouea.     2.  Aufl.  \ 


9  Einleitimg.  §  1, 

des  Potentials  führte  zuerst  Legendre,  wie  Jacobi  im  2.  und 
26.  Dirichlet  im  17.  Bande  des  Crelle'sclien  Journals  *)  erwähnen, 
auf  die  Kugelfunetionen,  und  dadurch  gab  Legendre  den  Anstoss 
zu  den  tiefsinnigen  Untersuchungen  von  Laplace  über  die  Ent- 
wickelung  der  Functionen  zweier  Winkel**). 

sagt  dort  no.  3,  S.  4:  „...  werden  wir  uns  erlauben,  dieses  F  mit  einer  beson- 
deren Benennung  zu  belegen,  und  diese  Grösse  das  Potential  der  Massen, 
worauf  sie  sich  bezieht,  nennen."  In  no.  6  spricht  er  sowohl  von  dem  Potential 
für  einen  Punkt  als  auch  in  einem  Punkte.  Die  erwähnte  Abhandlung  findet  sich 
auch  im  5.  Bde  von  Gauss  Werken,  S.  195—242. 
*)    Seite  223,  82  und  35. 

**)  Memoires  de  Mathematique  et  de  Physique,  presentes  ä  l'Academie  royale 
des  Sciences  par  divers  savans,  Tome  X,  Paris  1785:  LeGendre,  sur  l'attraction 
des  Spheroides;  ferner  Memoires  de  Mathematique  et  de  Physique,  tires  des  registres 
de  l'Academie  roj'ale  des  sciences,  Annee  1784,  Paris  1787:  Le  Gendre,  Re- 
cherches  sur  la  figure  des  planetes.  Obgleich  die  berühmte  Arbeit  von  Laplace 
aus  dem  Jahre  1782,  welche  oben  erwähnt  wurde,  ausser  dem  Potentiale  auch  schon 
die  Kugelfunctionen  behandelt,  so  verhält  es  sich  doch  mit  der  Priorität  so  wie 
Jacobi  und  Dirichlet  angegeben  haben.  Die  Pariser  Akademie  gab  im  vorigen 
Jahrhundert  zu  einem,  hüchsteus  zwei  Bänden  vereinigt,  jährlich  ihre  Geschichte  und 
die  Abhandlungen  ihrer  Mitglieder  über  Mathematik  und  Physik  (d.  h.  Naturwissen- 
schaften im  weitesten  Sinne)  heraus.  Ausserdem  veröffentlichte  sie,  nicht  in  fest- 
bestimmten Zeiträumen  sondern  nach  Massgabe  des  angesammelten  Materiales,  die 
Abhandlungen  der  Savans  etrangers,  Arbeiten  welche  von  Gelehrten,  die  der  Akademie 
nicht  angehörten,  dieser  Gesellschaft  vorgelegt  waren.  Da  Legendre  1782  noch 
nicht  Mitglied  derselben  war,  so  ist  erklärlich,  dass  seine  Arbeiten  verspätet  be- 
kannt wurden;  erst  in  der  Geschichte  vom  Jahre  1783,  S.  28  (gedruckt  1786)  wird 
unter  den  Memoires  approuves  par  l'Academie,  en  1783,  et  destines  par  eile  ä  etre 
imprimes  dans  le  Recueil  des  Savans  -  Etrangers  die  erste  Arbeit  von  Legendre 
(sur  l'attraction  des  Spheroides)  genannt,  welche  im  10.  Bande  jener  Sammlung  auf- 
bewahrt ist.  Positiv  erfahren  wir  durch  Legendre  selbst  den  Sachverhalt,  — 
dass  nämlich  Laplace  das  Potential  eingeführt,  Legendre  die  Theorie  der  Kugel- 
functionen begründet  hat  —  durch  folgende  Stellen,  von  denen  die  erste  seiner  Arbeit 
über  die  Sphäroide  S.  123,  die  zweite  der  über  die  Gestalt  der  Planeten  S.  370  ent- 
nommen ist:  „Mais  on  y  parvient  ..  .  ä  l'aide  d'un  theoreme  que  M.  de  la  Place 
a  bien  voulu  me  communiquer"  etc.  und  „  La  proposition  qui  fait  l'objet  de 
ce  Memoire,  etant  demontree  d'une  raaniere  beaucoup  plus  savante  et  plus  generale 
dans  un  Memoire  que  M.  de  la  Place  a  deja  publie  dans  le  volume  de  1782,  je 
dois  faire  observer  que  la  date  de  mon  Memoire  est  anterieure,  et  que 
la  proposition  qui  paroit  ici,  teile  qu'elle  a  ete  lue  en  juin  et  juillet  1784,  a  donne 
lieu  äM.  delaPlace,  d'approfondir  cette  matiere,  et  d'en  presenter  aux  Geometres, 
une  theorie  complete."  Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Untersuchungen  von 
Legendre  über  die  Kugelfunctionen  in  seinen  Exercices  und  in  dem  Traite  des 
fonctions  elliptiques,  die  von  Laplace  in  der  Mecanique  Celeste  Tome  11,  Livre  III; 
Tome  V,  Livre  XI,  und  im  Supplement  au  5  volume  zum  grössten  Theil  ge- 
sammelt sind. 


8  1^  Einführung  der  Kugelfiinctionen.  3 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes 
0,  ferner  x,  y,.,  Zy  von  Pyj  die  obige  Summe  bestellt  dann,  ab- 
gesehen von  den  Massen  in,  aus  Gliedern  wie 

1 


T  = 


y(x-xyy+(y-yyy+(z-zry 

Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten,  wenn  man  nämlich  setzt 
a;  =  rcosö  a;^  =  r^cosö^ 

y  =  rsind costi/        yy  =  Vy  sin dy coBipy 
z  =  r  sinö  sini//        Zy  =  Vy  sinöy  smxfjy, 

wo  r  und  r^  positiv,  6  und  Oy  zwischen  0  und  n,  ip  und  ifjy  zwischen 

0  und  2rc  genommen  werden,  verwandelt  sich  0  Py  in  den  Ausdruck 
]V'  —  2rry  (cos  6  cos  dy  -\-  sin  ösin  6y  cos(tfj  —  tpy))  +  rl, 

in  welchem  r  und  r,,  die  geradlinigen  Entfernungen  der  Punkte  0 

und  Py  vom  Anfangspunkte  A  des  Coordinatensystems  bedeuten. 

Setzt  man  noch  den  Winkel  OAPy  gleich  yy,  so  ist  yy  mit  den 

Winkeln  6  und  rp  durch  die  Gleichung 

cosy^  =  coüdcofi6y-\-ßmdBmdyQos(ilJ  —  rfJy) 

verbunden  und  man  erhält 

1 


T  = 


•/r"— 2rry  cos^y  +r' 

Die  oben  erwähnte Ent^vickelung,  die  sichbeiLaplace  *)undLe- 

gendre**)  findet,  besteht  darin,  dassman  T in einenach aufsteigenden 

Potenzen  der  kleineren  von  den  beiden  Grössen  r  und  r^  —  sie  sei  r^ 

—  und  nach  absteigenden  der  grösseren  geordnete  Reihe  entwickelt: 

der  Coefficient  von  -~^,  der  also  nur  von  cosy,-  abhängt, 

heisst  die  n''  Kugelfunction,  oder  die  Kugelfunction  7i''^"  Grades. 
Als  Functionszeichen  für  dieselbe  wird  hier,  nach  Dirichlet's 
Vorgange  ***),  P^"^  oder,  wo  eine  Verwechselung  mit  Potenzen  un- 
möglich ist,  P"  angewandt,  dem  noch  das  Argument  cosy,.  in  Pa- 
renthese beigefügt  werden  kann,  so  dass  die  Kugelfunction 
durch  die  Gleichung 

n=ü    ' 

*)    Memoires  de  Math,  et  de  Phys.  etc.  Annde  1782,  no.  10,  p.  138. 
**)    Savans  etrangers,  Tome  X  no.  10,  p.  419. 
***)    Grelle,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  17:  Sur  les  series  dont  le  terme  g^n^ral 
dopend  de  deux  angles,  et  qui  servent  k  exprimer  des  fonctions  arbitraires  entre  dei 
limites  donnees,  p.  35. 


^  Einleitung.  g   2. 

eingeführt  wird,  also  mit  Hülfe  einer  erzeugenden  Function.  Den 
fertigen  Ausdruck  von  P"  als  ganze  Function  n*'^  Grades  von  cosrv 
findet  man  im  §  4. 

§  2.  Durch  Differentiiren  der  Function  T  ergiebt  sich,  dass 
sie  der  partiellen  Differentialgleichung 

3^    8^    ö-r_ 

genügt,  die  sich  nach  Einführung  der  Polarcoordinaten  in 

d\rT)         1      ^C^'^^"ä^/ 1_   d'T  _ 

^     dr'     +sinö  dd  '^sm'd    dxp'  ~ 

verwandelt.  Setzt  man  in  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  T 
die  nach  absteigenden  Potenzen  von  r  geordnete  Reihe  ein,  so  ent- 
steht auf  derselben  eine  neue  Potenzreihe.  Da  ihre  Summe  ver- 
schwinden soll,  so  muss  jedes  Glied  für  sich  verschwinden  und 
P*-"'*(cos/k)  genügt  daher,  was  auch  dy  und  xpy  sein  mögen,  der 
Differentialgleichung 

Ca)...     -^— ^  -TTH- i  sm  6^ -37^- ) -f-    .   a^  -7r-^  +  n(yi  4-l)P=  0. 

Unter  den  unendlich  vielen  Lösungen  dieser  Gleichung  zeichneu 
sich  die  von  La  place  vorzugsweise  betrachteten  aus,  welche  wie 
P"(cosyv)  ganze  Functionen  von  cosö,  sin  ö  cos  ?/^,  sin  ö  sin  i//  sind. 
Es  wird  sich  später  zeigen*),  dass  jede  solche  Function  durch 
Addition  aus  2n-\-l  Kugelfunctionen  P"(cosy,.)  erzeugt 
werden  kann,  die  man  vorher  mit  geeigneten  Constanten  multi- 
plicirt  hat.     Jede  von  diesen  Lösungen  hat  also  die  Form 

v='2n+l 

^    ,i<^P"(cosy,.), 

wenn  die  f.i  diese  Constanten  bezeichnen,  und  jeder  Winkel  yy  das- 
selbe 0  und  ip,  nur  verschiedene  ö,,  und  ipy  enthält.  Alle  diese 
Lösungen  tragen,  als  Summen  einer  endlichen  Anzahl  von  Kugel- 
functionen, auch  den  Charakter  derselben  und  führen  den  gleicheu 
Namen;  wo  es  nöthig  ist  kann  man  sie  noch  von  den  P  als  all- 
gemeine Kugelfunctionen  unterscheiden. 

Wird  in  den  bisherigen  Formeln  Oy  =  0  gesetzt,  so  reducirt 
sich  cosyy  auf  cosö  und  P'-"^(cosy^)  auf  P^"^ (cos ö),  so  dass  P^"^(cosö), 
da  es  unabhängig  von  ?/»  ist,  ein  Integral  der  Gleichung 

*)    II.  Tlieil,  §  77,  J. 
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giebt  *),  in  welche  (a)  für  dy  =0  übergeht. 

§  3.  In  dem  ersten  Theile  wird  P  als  Function  von  cos  yy 
betrachtet,  ohne  Rücksicht  auf  die  Zusammensetzung  dieses  Argu- 
ments aus  0,  rp,  Oy,  ipy,  und  in  diesem  Sinne  sagt  man,  er  handle 
über  die  Kugelfunctionen  von  einer  Veränderlichen.  Im 
zweiten  Theile  tritt  P  als  Function  der  Veränderlichen  auf,  von 
welchen  yy  abhängig  gemacht  wird,  und  zwar  zunächst  von  0,  yj, 
nachher  aber  auch  von  den  durch  Lame  eingeführten  elliptischen 
Coordinaten,  wodurch  der  Weg  zu  den  Functionen  eröffnet  ist, 
welche  ich  in  meinen  Arbeiten  die  Lame'schen  Functionen 
nannte,  bei  denen  sich  die  Eigenschaften  der  Kugelfunctionen 
wiederfinden,  so  dass  die  letzteren  als  specielle  Fälle  der  ersteren 
angesehen  werden  können. 

Ein  Grenzfall  verdient  eine  eigene  Untersuchung,  der  näm- 
lich, in  welchem  die  Stellenzahl  n  unendlich  gross,  zugleich  der 
Winkel  y  uuendlich  klein  und  zwar  von  solcher  Ordnung  wird, 
dass  n.y  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle  geht  die  Kugelfunction 
in  die  von  Fourier  eingeführte  Function  über,  welche  man  bis- 
weilen als  die  Bessel'sche  bezeichnet,  die  man  aber  auch  Cy- 
linderfunction  nennen  kann,  da  sie  beim  Kreiscylinder  eine  ähn- 
liche Rolle  spielt,  wie  die  Kugelfunction  bei  der  Kugel. 

Es  treten  auch  Functionen  auf,  die  sich  ebenso  zu  den  Lame- 
schen  verhalten  wie  die  vorerwähnten  zu  den  Kugelfunctionen. 
Auf  ihre  Bedeutung  weise  ich  hin,  indem  ich  sie  als  Functionen 
des  elliptischen  Cylinders  von  den  erstgenannten  des  Kreis- 
cylinders  unterscheide.  Man  wird  sie  bei  Untersuchungen  über 
die  Schwingungen  elliptischer  Phitten  oder  über  das  Potential  eines 
elliptischen  Cylinders  anzuwenden  haben.  Ueber  dieselben  wird 
hier  zum  ersten  i\Iale  gehandelt  (§  103 — 106  und  109). 

Andererseits  werden  die  Kugelfunctionen  nach  verschiede- 
nen Richtungen  hin  verallgemeinert,  und  zwar  zunächst, 
indem  statt  des  reellen  Argumentes  cosy  ein  complexes  auftritt, 
wodurch  der  Charakter  der  Function  sich  nicht  wesentlich  ändert. 

Wie  man  aus  (b)  ersehen  kann  ist  P"(ao^O)  ein  Integral  einer 


*)    Die  Gleichungen,  weiche  in  dieieui  ranigraphen  vorkommen,  findet  man  bei 
Laplace  in  den  Memoiren  von   1782,  S.  133  u.  f. 
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linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  das 
Argument  cosö,  deren  Lösungen  durch  hypergeometrische  Reihen 
gegeben  werden,  und  P  ist  selbst  eine  (endliche)  hypergeometrische 
Reihe.  Eine  Anzahl  von  Transformationen  und  Eigenschaften  der 
Kugelfunctionen  sind  nichts  anders  als  specielle  Fälle  von  allge- 
meinen, die  sich  auf  alle  hypergeometrischen  Reihen  beziehen. 
Diese  bleiben  selbstverständlich  noch  bestehen,  wenn  w  nicht  mehr 
eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt,  sondern  wenn  n  eine  belie- 
bige reelle  oder  complexe  Zahl  bezeichnet.  Kann  auch 
eine  solche  Verallgemeinerung  im  Folgenden  schon  darum  nicht 
fehlen,  weil  die  für  imaginäre  "Werthe  von  n  entstehenden  Func- 
tionen, wie  Herr  Mehl  er*)  gezeigt  hat,  bei  dem  Kegel  und  an- 
deren Körpern  in  ähnlicher  Art  auftreten  wie  die  Kugel-  und  Cy- 
linder- Functionen  bei  der  Kugel  und  dem  Cy linder,  so  darf 
man  doch  nicht  vergessen,  dass  eine  Reihe  von  eigenthümlichen 
Eigenschaften  der  Kugelfunctionen  darauf  beruht,  dass  sie  ganze 
Functionen  ihres  Arguments  sind.  Sofern  aber  die  Allgemeinheit 
einen  besseren  Einblick  gewährt  soll,  ebenso  wie  da  wo  sie  für 
bestimmte  Anwendungen  erforderlich  ist,  auch  der  Fall  eines  be- 
liebigen n  in's  Auge  gefasst  werden. 

Im  dritten  Theile  tritt  für  T  ein  allgemeinerer  Ausdruck  auf, 
nämlich  eine  ganze  Potenz  dieser  Grösse  und  zugleich  werden 
die  drei  Coordinaten  x,  y,  z  durch  eine  grössere  Anzahl 
von  Veränderlichen  ersetzt,  wodurch  gleichfalls  neue  Gesichts- 
punkte entstehen,  die  hier  soweit  Berücksichtigung  finden,  als  sie 
Interesse  darzubieten  scheinen.  Unter  den  Functionen,  die  ich  in 
diesem  Zusammenhange  als  Lame' sehe  bezeichnen  musste,  treten 
die  von  Lame  selbst  eingeführten  (ellipsoidischen)  als  zur  zweiten 
Ordnung  gehörig  auf,  und  die  Kugelfunctionen  als  solche  Lame 'sehen 
zweiter  Ordnung,  in  denen  zwei  Constanten  einander  gleich  werden, 
während  dem  cos  wo,  der  mit  P"(cosö)  vielfach  verknüpft  ist,  in 
diesem  Zusammenhange  die  erste  Ordnung  zugetheilt  werden  muss. 

So  lange  man  sich  mit  der  Anziehung  von  solchen  Massen  be- 
schäftigte,  welche  Kugeln  erfüllen  oder  auf  Kugelflächen  ausge- 

*;  Borchardt,  Journal  1".  Math.  Bd.  68  S.  134:  Ueber  die  Vertheilung  der 
statischen  Electricität  in  einem  von  zwei  Kugelkalotten  begrenzten  Körper;  ferner  im 
Jahresbericht  des  Gymnasiums  zu  Elbing,  Osteru  1870:  üeber  eine  mit  den  Kugel- 
und  Cylinder-Functioneu  verwandte  Function  und  ihre  Anwendung. 
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breitet  sind,  reichten  die  merkwürdigen  Entwickelungen  von  La- 
place  zur  Lösung  der  Aufgaben  vollständig  aus.  Wo  in  Arbeiten 
über  Kugelfunctionen  gehandelt  wurde,  war  vor  der  ersten  Heraus- 
gabe dieses  Handbuches  das  wesentliche  Ziel,  diese  Entwickelungen 
abzuleiten  und  sie  so  fest  zu  begründen,  wie  es  ihre  Bedeutung  er- 
fordert und  es  gab  daher  nur  eine  Theorie  der  Functionen  von 
Laplace  aber  nicht,  in  dem  heutigen  Sinne,  der  Kugelfunctionen. 
In  meiner  Inaugural- Dissertation  *)  und  später  im  Crelle'schen 
Journale"^*)  zeigte  sich  (was  zu  erwähnen  Lame  bei  seiner  Arbeit 
über  das  Gleichgewicht  der  Wärme  in  einem  Rotationsellipsoid  ■•^**) 
nicht  Gelegenheit  gefunden  hatte),  dass  die  sogenannten  „vollstän- 
digen" Aufgaben  über  die  Anziehung  der  Rotationsellipsoide  sich 
gleichfalls  durch  Anwendung  der  Kugelfunctionen  lösen  lassen,  dass 
hier  an  die  Stelle  der  positiven  Potenzen  von  den  Radii 
vectores,  die  bei  den  entsprechenden  Aufgaben  für  die  Kugel  vor- 
kommen, gleichfalls  Kugelfunctionen  treten,  während  die  ne- 
gativen Potenzen  durch  ein  zweites  Integral  von  (6)  er- 
setzt werden  mussten,  welches  nicht  nur  ähnliche  Eigenschaften 
wie  das  erste  besitzt,  sondern  auch  mit  diesem  in  eine  Wechsel- 
beziehung tritt.  Ich  habe  mir  erlaubt,  dies  als  Kugelfunction 
zweiter  Art  einzuführen.  Für  die  Gestaltung  einer  Theorie  der 
Kugelfunctionen  im  Handbuche  war  es  wesentlich,  dass  die  Zu- 
sammengehörigkeit der  Functionen  erster  und  zweiter  Art  hervor- 
gehoben und  verfolgt  wurde;  eine  ähnliche  Behandlung  und  Be- 
zeichnung hat  man  später  auch  bei  anderen  Functionsarten  mit 
Vortheil  angewandt. 

Der   Name   Kugelfunction   ist   von    Gauss   eingeführt!). 


*)    üe  aequationibus  nonnullis  differentialibus.     Berolini,  1842. 
**)    Bd.  26:  üeber  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle  Differentialgleichungen 
führen. 

***)  LiouviUe,  Journale  de  Mathematiques  T.  IV,  S.  351 — 385. 
f)  Diese  Angabe  hcruhte  in  der  früheren  Auflage  auf  einer  mündlichen  Mit- 
theilung, die  ich  Dirichlet  verdankte.  Als  ich  das  Vorliegende  niederschrieb,  im 
Jahre  1875,  hatte  Herr  Schering  die  Güte,  mir  die  Stelle  zu  bezeichnen,  an  Avclchcr 
Gauss  die  Benennung  einführt.  Sie  ist:  Güttingische  gelehrte  Anzeigen,  C.  Stück, 
10.  Januar  1828,  S.  55  und  56.  (In  dem  jetzt  erschienenen  6.  Band  von  Gauss 
Werken  S.  648.)  In  der  Anzeige  der  „Connaissance  des  tems,  ou  des  mouvemens 
Celestes  a  l'usage  des  astronomes  et  des  navigateurs  pour  l'an  1829;  publie'e  par  le 
bureau  des  longitudes.  1826"  und  zwar  des  Aufsatzes  von  Toisson  ,,Ucbcr  die  An- 
ziehung der  Sphäroide"  sagt  Gauss:  „Die  erstere  (Abtheiluug)  beschäftigt  sich  mit 
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und  ursprünglich  in  einer  sehr  allgemeinen  Bedeutung  gebraucht 
worden;  man  findet  ihn  in  der  heutigen  Bedeutung  von  Kugel- 
function,  selbstverständlich  nur  der  ersten  Art,  in  zwei  Arbeiten 
aus  dem  Nachlasse*)  von  Gauss. 

Die  Herren  Thom|)son  und  Tait  haben  in  ihrem  werthvoUen 
Werke**)  diese  Functionen  harmonische  zubenannt,  und  noch  ausser- 
dem eine  etwas  abweichende  Bezeichnung  gewählt,  welche  der  Art 
entspricht,  wie  sie  dieselben  einführen.  Bei  ihnen  ist  nämlich  räum- 
liche harmonische  Kugelfunction  eine  homogene  Function  von 
X,  ij,  z,  welche  der  Gleichung 


genügt;  sie  heisst  vollkommen  oder  unvollkommen,  je  nachdem  sie 
im  Endlichen  endlich  bleibt  oder  auch  unendlich  wird;  sie  heisst 
Kugelflächenfunction  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  mit  dem  Ra- 
dius 1,  so  dass  man  in  dieser  Nomenclatur  unsere  Kugelfunction 
erster  Art  P  eine  vollkommene  harmonische  Kugelflächenfunction 
nennen  müsste. 

Wo  es  für  die  Geschichte  der  Entwickelung  von  Bedeutung  ist 
oder  wo  es  sich  um  irgendwie  erhebliche  Untersuchungen  handelt 
habe  ich  die  Quelle  angegeben,  aus  der  ich  schöpfte,  habe  nur  da 
eine  solche  nicht  aufgesucht  oder  angemerkt,  wo  Formeln  auf- 
treten, die  jeder  Mathematiker  ableitet  sobald  er  deren  bedarf.  Die 
Zahl  derer,  welche  in  neuerer  Zeit  die  Theorie  wahrhaft  bereicherten, 
ist  zwar,  wie  sich  hierbei  zeigt,  nicht  allzu  gross;  doch  war 
manche  Verbesserung  und  Vervollständigung  in  mehr  formalen 
Dingen  zu  verzeichnen,  besonders  an  solchen  Stellen,  welche  eine 
Bekanntschaft  mit  den  schwierigeren  Untersuchungen  nicht  ver- 
langten.    In  Betreff  meiner  früheren  Angabe,  es  sei  der  Ausdruck 

der  Entwickelung  der  Kugelfunctiouen  (so  möchten  wir  die  Functionen  zweier  ver- 
änderlichen Grössen,  die  allgemein  jeden  Punkt  einer  Kugelfläche  bestimmen,  nennen) 
in  Reihen,  die  nach  einem  bekannten  von  den  Analysten  vielfach  behandelten  Ge- 
setze fortschreiten,  und  ist  mit  der  diesem  Geometer  eigenthümlichen  Eleganz  durch- 
geführt .  .  .     Gegenwärtige  Anzeige  ist  im  August  v.  J.  geschrieben." 

*)  Gauss  Werke,  5.  Bd.  S.  630  „Kugelfuuctionen  [1]"  und  S.  631  „[2]  Geome- 
trische Bedeutung  der  Kugelfunctiouen".  In  der  ersten  von  diesen  Arbeiten  ge- 
braucht Gauss  den  Ausdruck  reine  Kugelfunctiouen. 

**)  Handbuch  der  theoretischen  Physik.  Deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  H. 
Ilelmholtz  und  G.  Wertheini;  Braunschweig  1S71.  M.  vergl.  I.  Band,  I.  Theil; 
Zusätze  zum  ersten  Capitel,  B,  S.  löG, 
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von  P"(eosö)  durch  die  hypergeometrischen  Reihen  b,  c,  d  des  §  5, 
von  denen  die  ersten  beiden  sofort  aus  einer  allgemeinen  Formel 
von  Legendre  *)  folgen,  einer  Arbeit  von  Dirichlet**)  entnommen, 
theile  ich  aus  dem  recht  brauchbaren  Buche  von  Herni  Tod- 
hunter***)  mit,  dass  diese  Formeln- schon  in  Murphy's  Treatise 
on  Electricity,  Cambridge  1833  vorkommen.  In  Folge  einer  gütigen 
Mittheilung  des  Herrn  Hermite  hatte  ich  bereits  den  in  der  ersten 
Auflage  vorgekommenen,  übrigens  weit  verbreiteten  Irrthum  be- 
richtigt, dass  eine  Gleichung  von  fundamentaler  Wichtigkeit  (§  6, 
Gl.  3),  die  wirklich  von  Rodrigues  gefunden  ist,  von  Ivory  und 
Jacobi  herrühre,  ehe  ich  aus  dem  Werke  des  Herrn  Todhunter, 
History  of  the  theories  of  attractions  etc.  No.  1187  u.  1889,  S.  248 
u.  249  ersah,  dass  er  dort  berichtigt  wird. 

Indem  neben  die  Kugelfunctionen,  denen  dies  Werk  gewidmet 
ist,  noch  eine  Anzahl  von  specielleren  und  allgemeineren  gestellt 
wurde,  war  es  nicht  meine  Absicht,  alle  diese  Functionen  er- 
schöpfend zu  behandeln,  sondern  vielmehr,  sie  als  verwandte  dar- 
zustellen, und  durch  das  Allgemeine  das  Speciellere  zu  beleuchten. 
Von  den  hierher  gehörigen  Formeln,  deren  Anzahl  sich  in  den 
letzten  Jahren  stark  angehäuft  hat,  wählte  ich  vorzugsweise  solche 
aus,  welche  dem  angeführten  Gesichtspunkt  entsprechen,  oder  nach 


*J    Exercices  T.  II,  no.  25,  §  172. 
**)    Grelle,  J.  f.  Math.  Bd.  17,   1837,  8.39-40. 

***)  Elenientary  Treatise  on  Laphice'!-  Fonction;-  etc.  London,  1875.  Es  sei 
mir  gestattet,  die  nicht  übliche  Art  zu  erwähnen,  in  der  Herr  Todhunter  das  Hand- 
buch benutzt  hat.  In  dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Math.  7.  Bd.,  Jahr- 
gang 1875,  Berlin  1877,  S.  290—291  finde  ich  folgende  Stelle,  an  welcher  der  Herr 
Ref.  sich  hierüber  ausspricht:  „Diese  Benutzung  anderer  Arbeiten  geht  aber  etwas 
weit.  So  sind  speciell  in  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  Abschnitte  aus  dem 
Heine'schen  Handbuch  der  Kugelfunctionen  fast  wörtlich  übersetzt,  ohne  dass  der 
Verfasser  dies  angiebt,  z.  B.  die  Capitel  über  Kettenbrüche  imd  mechanische  Qua- 
dratur; in  letzterem  ist  sogar  ein  einer  Gauss  "sehen  Arbeit  entnommenes  Zahlen- 
beispiel, das  Herr  Heine  abgekürzt  wiedergiebt,  genau  in  der  Hei ue 'sehen  Form 
enthalten.  Derartige  Stellen,  in  denen  Herr  Todhunter  nur  eine  freie  Ueber- 
setzung  aus  Abschnitten  des  Heine'schen  Buches  giebt,  finden  sich  in  grosser 
Anzahl." 

Das  Werk  des  Herrn  Todhunter  und  einige  andere  V^eröftentlichuugen  haben  mich 
veranlasst,  sowohl  im  Vorhergehenden  näher  auf  meinen  eigenen  Antheil  an  der 
Entstehung  und  Ausbildung  einer  Theorie  der  Kugelfunctionen  einzugehen,  als  aucli 
im  Folgenden  an  verschiedenen  Stellen  manche  Untersuchungen  und  Resultate  aus- 
drücklich als  von  mir  herrührend  zu  bezeichnen. 


^Q  I.  Theil.     Erstes  Kapitel.  §   4. 

subjectivem  Ermessen  diejenigen,    welche  besonders   nützlich   für 
verschiedene  Untersuchungen  schienen. 

Bei  der  Darstellung  habe  ich  geglaubt,  an  solchen  Stellen, 
welche  Leser  voraussetzen,  die  mehr  als  elementare  Kenntnisse 
besitzen,  besonders  in  den  Zusätzen,  mich  kürzer  fassen  zu  dürfen. 
Auch  wechselt  die  Strenge  in  der  Durchführung  nach  der  Natur 
des  Gegenstandes,  sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  Kürze  als  auch 
deshalb,  weil  manche  Untersuchungen  überhaupt  noch  nicht  mit 
voller  Strenge  durchgeführt  worden  sind.  Auf  den  Inhalt  von  Ab- 
handlungen aus  der  neuesten  Zeit  bin  ich  nur  kurz  eingegangen, 
da  dieser  Band  bereits  in  den  ersten  Monaten  des  Jahres  1876 
wesentlich  vollendet  war,  und  seine  Herausgabe  nur  durch  andere 
Arbeiten  verzögert  wurde. 


I.   Theil. 

Die  Kugelfunctiouen  einer  Veränderlichen. 


Erstes   Kapitel. 
Verschiedene  Formen  der  Kugelfunction. 

§  4.  Die  Kugelfunction  wurde  im  §  1  S.  3  durch  eine  er- 
zeugende Function  eingeführt,  nämlich  durch  Entwickelung  der 
positiven  Grösse 

T=  1 


]  1  —  2ax-}-a^ 

in  welcher  a  und  x  reell  und  kleiner  als  1  sind,  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  von  a. 

Um  die  Function  selbst  darzustellen,  entwickelt  man  T  nach 
dem  binomischen  Lehrsatze;   bekanntlich  stellt  die  Reihe 

so  lange  v  und  ;5  reell  sind  und  letzteres  unter  1  liegt,  gerade  die 
positive  v'"  Potenz  von  1  -\'Z>  dar.     Daher  wird 
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(6)  ...     T=l  +  ia(2x-a)+-^a\2x-ay  +  -, 

so  lange  wie  a(2x  —  a)  unter  1  liegt.  Man  löse  nun  die  Paren- 
thesen auf,  und  ordne  darauf  nach  Potenzen  von  a.  Diese  Ver- 
rückung  der  Glieder  ist  gestattet,  sobald  die  Reihen  absolut  con- 
vergent  sind,  d.  h.  auch  dann  noch  convergent  bleiben,  wenn  für 
jedes  Glied  sein  Zahlwerth  gesetzt  wird.  Sind  ß  und  y  die  Zahl- 
werthe  von  a  und  x,  so  wird  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  die 
Reihe 

^+iß(2ß  +  y)-\-^ß\2ß+yy  +  -' 

convergirt,  d.  h.  wenn  a  so  klein  ist,  dass  die  beiden  Zahlen 
a(2x^a)  unter  1  liegen. 

Sammelt  man  die  Glieder,    welche  in  eine  bestimmte  Potenz 
von  a,  die  «'*,  multiplicirt  sind,  so  ergiebt  sich 

(1)  . . .     T=  -y==JL  =  ¥«"  P"(x), 

yl  —  2ax  -f-  a  «='-) 

(2)  •  •  •    ^  ^^^  =       1.2.3...^  (""-  2.(2n-l)  " 


1     n(n-l)(n-2)(n-3)  \ 

■^     2.4.(2«-lK2w-3)  '"J 


,(2«-l)(2w-3) 

Diese  Gleichung  (2)  soll  als  Definition  der  Kugel- 
function P^"^(x)  betrachtet  werden,  es  mag  x  reell  oder  ima- 
ginär sein,  so  dass  P^  (x)  eine  ganze  Function,  genau  vom  w'*""  Grade, 
von  X  ist. 

Imaginär  heisst  hier  jede  complexe  Zahl  a-\-bi,  gleichgültig 
ob  a  gleich  Null  oder  von  Null  verschieden  ist.  Wird  speciell  der 
Fall  a  =  0  betrachtet,  so  sagt  man,  die  Zahl  sei  rein  imaginär. 
Positiv  soll  eine  complexe  Zahl  a-\-bi  heissen,  wenn  ihr  reeller 
Theil  positiv  ist,  gleichgültig  welches  Zeichen  b  besitzt;  eine  rein 
imaginäre  Zahl  bi  heisst  positiv,  wenn  sie  auf  der  positiven  Axe 
des  Imaginären  liegt,  d.h.  wenn  6  positiv  ist.  Nach  Cauchy  wird 
die  positive  Grösse  ]/a^-|-6*  der  Modulus,  nach  Gauss  a^-\-b''  die 
Norm  von  a-\-bi  genannt;  der  Modulus  einer  reellen  Zahl  ist  da- 
her ihr  Zahlwerth.  Wir  bezeichnen  den  Modulus  einer  beliebigen 
Grösse  x  durch  c//^x.  Statt  des  Fuuctionszeichens  P^"\x-)  findet  man 
häufig,   vorzugsweise   in  französischen  Werken,  X^"^  oder  Xn\    ich 
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werde  mich  in  geeigneten  Fällen  gleichfalls  des  Zeichens  X"  be- 
dienen. 

Specielle  Fälle: 

P«  =  1 

f-\-x)  =  p'\x)-   p"'+\-x)  =  -p"''-\xy,  p'Xi)  =  1 
^  (.^;  -(.    a;     2. 4. 6. ..(2/0 

x  2.4...(2w) 

Die  drei  letzten  Ausdrücke  ergeben  sich  durch  Einsetzen  von 
X  —  1  oder  x  =^  0  in  die  erzeugende  Function  und  ihren  Diffe- 
rentialquotienten nach  x. 

Der  wesentliche  Theil  der  Kugelfunction  ist  eine  hyper- 
geometrische Reihe.     Gauss  setzt  nämlich*) 

^,     .        X        .    ,     ccß       ,     a(a  4-1). /?(/?  +  !)     ,  , 

und  nennt  diese  Reihe  eine  hypergeometrische,  a,ß,y^x  das  erste, 
zweite,  dritte  und  vierte  Element.     In  dieser  Bezeichnung  ist 
„,  1.3     (2„-l)^.^/_  «      1-»  ^V 

^^     '        1.2...n  \       2'       2  'a;a;/ 

Ordnet  man  die  Reihe  nach  aufsteigenden  statt  nach  absteigen- 
den Potenzen  von  x,  so  erhält  man,  je  nachdem  der  Index  von  P 
gerade  oder  ungerade  ist,  die  erste  oder  zweite  von  den  folgenden 
Gleichungen: 

Erwähnung  verdient,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  nicht 
nur    dann   gleichzeitig    bestehen,    wenn  a  und  x   reell  sind,    und 

*)  Societatis  legiae  scientiariun  Gottingensis  commeutationes  Tom.  II.  classis 
mathematicac  ad  a.  1812:  Disquisitionesgenerales circa  i^enem  infinitam  1  +  :j — -T^-t-etc; 
oder  Gausi  Werke,  Bd.  UI,  S.  125. 
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ersteres  in  den  angregebenen  Grenzen  lieg:t.  sondern  auch  noch  für 
imaginäre  a  und  a;,  nur  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Ungleich- 
heiten 

stattfinden.  In  der  Gleichung  (1)  ist  unter  7'  der  Werth  mit  posi- 
tivem reellen  Theile  zu  verstehen;  der  Fall,  dass  T  rein  imaginär 
ist,  kann  nämlich  in  Folge  der  beiden  Ungleichheiten  nicht  eintreten. 

Denn  erstens  gilt  die  Gleichung  (1)  noch  für  imaginäre  Werthe  von  x 
wenn  nur  a  hinlänglich  klein  ist:  Die  hiuomische  Reihe  (a)  convergirl  nämlich 
so  lange  of{^<i  1-  Hierbei  besitzt  i-\-z  einen  positiven  reellen  Theil;  bringt 
man  es  in  die  trigonometrische  Form 

1  +  ^  =  ^  (cos  (p  -\-  isin  cp), 

TZ  TT 

so   liegt  also  der  Hauptwerth  von  cp  zwischen —   und   -^'     Da  die  Reihe 

gleich 

(>''  (cos  V  q)  -\- i?Änv  <p) 
wird,  wo  Q^  eine  positive  reelle  Zahl  und  q)  bekanntlich,  wegen  der  Conti- 
nuität  der  Function  in  Rezug  auf  cp,  gerade  den  Hauptwerth  bezeichnet,  so  wird 
wenn  v  wie  im  vorliegenden  Falle  (y  =  —  4 )  kleiner  als  1  ist  der  reelle 
Theil  Q^' cosvqj  das  positive  Zeichen  besitzen.  Die  Reihe  (6)  giebt  also,  solange 
^4{,(p.ax — «')  <C  1,  in  der  That  die  Entwickelung  des  |)ositiv  genomujenen  Aus- 
drucks T. 

Ferner  ist  die  Vertauschung  in  der  Anordnung  der  Glieder,  aus  den  oben 
angegebenen  Gründen,   sicher  gestattet,  so  lange 

J{a{^JCx  +  JCa)<Z'^; 
also  linden  in  der  That,    von  cf6(ii  =  0    an    bis   zu   einem   gewissen    Werthe 
von  o/fC  Ol  hin,   die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zugleich  statt. 

Zweitens  kann  man  die  Grenzen  des  Werlhes  von  dla,  bis  zu  welchen 
hin  die  durch  (1)  und  (2)  bezeichnete  Entwickelmig  stattfindet,  weiter  rücken 
als  sie  sich  bei  der  Ableitung  ergaben,  wenn  man  für  7'  in  (1)  seine  conli- 
nuirliche  Fortsetzung  nimmt.  Bleibt  nämlich  eine  Function  von  et  eindeutig 
und  continuirlich  für  alle  Werthe  von  a,  deren  Modulus  kleiner  ist  als  eine 
bestimmte  reelle  Zahl,  so  kann  sie  für  dieselben  Werthe  von  a  durch  eine 
nach  ganzen  Potenzen  von  a  geordnete  Reihe  dargestellt  werden.  Nun  ver- 
schwindet 

1  -  2a.r  4-  «^  =  [1  —  a(j^  -f  i'^—V)\\\  -  a(x  -  ]^x^-^i)] 

nie,  wenn  die  Moduln  von  a(a;+}/a;* — 1)  unter  1  liegen  oder,  was  dasselbe 
ist,   wenn 

J^a  <  J^(x^]fx''—\), 
so  dass  die  conlinuirliche  Fortsetzung  von  Tfür  alle  a  mit  kleineren  Moduln  in  eine 
Potenzreihe,  also  in  die  durch  (1)  und  (2)  gegebene  Reihe,  cnlwickelbar  ist. 
Drittens  ist  die  conlinuirlidie  Fortsetzung  von  T  gleich  dem  Werthe 
von  T  mit  positivem  reellen  Theile,  da  für  keinen  dieser  Werthe  von  a  der 
reelle  Theil    vuu   7'  Null,    d.h.    1  —  2ax-\-a'    selbst    reiu    reell    und    negativ 


l^  I.  Theil.     Erstes  Kapitel.  §  4,  2- 

wird.  Ist  nämlich  einer  von  den  Factoren  1  —  «(ar+j^a:*— 1)  von  der  Form 
r(cosd  i-is\nd),  so  müssle  der  andere,  um  das  Product  negativ  reell  zu 
machen  (wenn  wie  iihlich  rund*  positiv  genommen  sind)  —  *(cosö  — isinö) 
sein.  Die  reellen  Theile  hätten  dann  entgegengesetzte  Zeichen,  während  doch 
in  der  That  heide  positiv  sind,  da  sogar  die  Moduln  von  a(ar  +  ]/a;'—l),  nach 
der  Annahme,  unter  1  liegen,  also  1  um  je  einen  der  reellen  Theile  ver- 
mindert positiv  bleibt. 

Man  kann  T  auch  dann  als  erzeugende  Function  der  P  ansehen, 
wenn  a  hinlänglich  gross,  nämlich  so  genommen  wird,  dass  es  den 

beiden  Ungleichheiten  

J{a  >  J{(x±}fx''  —  1) 
genügt,    und    man  nach   absteigenden  Potenzen  von  a  entwickelt. 
Es  ist  dann  P\x)  der  Coefficient  von  a~"~\ 

Denn  es  wird 

„111 


'  a        aa 

n=oo        i 

Die  Quadratwurzel  auf  der  linken  Seite  ist  so  zu  nehmen,  dass  aT  einen  po- 
sitiven reellen  Theil  besitzt,  also  für  ein  reelles  positives  a  selbst  positiv. 

Herr  G.  Bauer  in  München  hat  bemerkt,  dass  die  Coefficienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  der  Kugelfunction,  wenn  sie 
auf  die  kleinste  Benennung  gebracht  werden,  im  Nenner  nur  Po- 
tenzen von  2  enthalten.  Man  kann  hinzufügen,  dass  sämmtliche 
Coefficienten  von  4"P\x)  ganze  Zahlen  sind.  Hätte  man  ferner 
die  v'*"  statt  der  —  ^'•'"  Potenz  von  l  —  2ax-\-a^  nach  Potenzen 
von  a  entwickelt,  so  würde  der  Factor  von  a",  —  eine  Kugel- 
function höherer  Ordnung  —  mit  c-"  multiplicirt  nur  ganze  Coeffi- 
cienten enthalten,  wenn  v  eine  rationale  Zahl  und  c  ihr  Neuner  ist. 

Dieses  folgt  unmittelbar  aus  der  Bemerkung  von  Euler*),  die 
man  in  einem  Briefe  an  Goldbach  findet,  dass  in  der  Entwicklung 

n 

von  ]/l  — a«w  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Grösse  a  alle 
Coefficienten  ganze  Zahlen  werden,  welches  zu  besonderen  Be- 
trachtungen „Anlass  geben  kann". 


*)  Correspondance  math^matique  et  physique  etc.  publice  par  Fuss.  St.  P^ters- 
bourg,  1843,  T.  I.  Lettre  CXLII,  p.  557  (Berlin  d.  4.  December  1751).  Ea  bedeutet 
n  bei  £uler  eine  positive  ganze  Zahl. 
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a 
Dass  cle*"  zu  einem  Exponenten    v  =         gehörige  Rinoniialniffficicnt 

1       a{a — c)(a  — 2c)...(a  — w  — 1  c) 


c"  1.2.3...n 

mit  C-"  multiplicirt  eine  ganze  Zahl  sei,  zeigte  ich  im  45.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  S.  287—288   auf  folgende  Art: 

Es  sei  zuerst  p  eine  Primzahl,  welche  den  Nenner  1.2.3...n, 
nicht  aher  zugleich  c  theilt.  Man  zeigt,  dass  der  Zähler  des  Binomial- 
coefficienten  durch  eine  gleich  hohe  oder  höhere  Potenz  von  p  theilbar  ist  wie 
der  Nenner.  Dazu  ordnet  man  sowohl  die  Factoren,  welche  den  Zähler,  als 
auch  die,  welche  den  Nenner  ausmachen,  in  Gruppen,  deren  jede  p  auf  einander- 
folgende  Zahlen  enthält,  die  erste  die  ersten  p,  die  zweite  den  (p  +  l)'*^"  '''■'^ 
<2,ptfn  Factor,  etc.  Nur  die  letzte  Gruppe  kann  weniger  als  p  Factoren  ent- 
halten, wenn  nämlich  n  nicht  durch  p  Iheilhar  ist.  Alsdann  wird  in  jeder 
vollständigen  Gruppe  des  Nenners  erst  die  letzte  Zahl  durch  p  theilhar  sein,  in 
der  unvollständigen  keine.  In  jeder  vollständigen  Gruppe  des  Zählers  ist  genau 
eine  Zahl  durch  p  theilbar,  und  zwar  nicht  erst  die  letzte,  indem  die  Congruenz 

a  —  CS  ^  0  modp 
in  jeder  vollständigen  Gruppe  eine  nicht  durch  p  tlieilhare  Wurzel  besitzt,  (in 
einer  unvollständigen  eine  solche  besitzen  kann).  Der  Zähler  besitzt  also  ebenso 
viele  durch  p  theilbare  Zahlen  wie  der  Nenner  oder  eine  mehr.  Gleiches  gilt 
für  die  nicht  nur  durch  p  sondern  auch  noch  durch  höhere  Potenzen  von  p 
theilbaren  Zahlen,  wie  man  durch  dasselbe  Verfahren  beweist,  indem  man  in 
Gruppen  von  p^,  p^,  etc.  Zahlen  zerlegt,  so  dass  sicii  alle  Potenzen  einer  Priu)- 
zahl  p,  welche  in  c  nicht  aufgehl,  aus  dem  Nenner  gegen  die  im  Zähler  auf- 
tretenden fortlieben,  und  nur  solche  Nenner  übrig  l)leiben  können,  welche  mit 
c  einen  Theiler  gemein  haben. 

Zweitens  sei  p  eine  Primzahl,  die  c  theilt;  denkt  man  sich  v  in 
der  kleinsten  Benennung  gegeben,  so  theilt  also  p  nicht  zugleich  a.  In  dem 
Zahlsystem,  dessen  Grundzahl  p  ist,  geschrieben  sei 

n  =  3c,-l-x,p  +  X2p'+---x,p', 
so  dass  also  alle  x   unter  p   liegende   nicht  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
Es  giebt  dann  unter  den  Zahlen  bis  n  im  ganzen 

x.p'-^-l-Xt_ip'~--j \-'>itP-\-^i     durch  p,  davon 

x.p'-'4-'«.-^iP'"^H \-^2  "     P'' 

x.p'-H'<.-iP'"^  +  --  "     P'' 

Xtp  +  x,_i  „     p'~', 

X,  ,,     p' 

theilbare  Zahlen,    daher  ist   der  Nenner    1.2.3...W  genau  durch  eine  Potenz 

von  p  theilbar,    welche  die  Summe  obiger  Zahlen  zum   Exponenten  bat,  d.  h. 
den  Exponenten 

besitzt.     Dieser  Exponent  ist  gleich 
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p— 1  ' 

einer  Zahl,  welche  sich  als  p — -1"^  Theil  der  Differenz  zwischen  n  und  seiner 
Quersumme  im  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  p  darstellt,  also  in  jedem  Falle 
kleiner  als  n  hleiht;  die  Potenz  von  p  hebt  sich  demnach  aus  dem  Binomial- 
coefficienten  nach  Multiplication  desselben  mit  c^'"  fort. 

Der  erwälinte  Satz  von  Euler  ist  aber  ein  ganz  specieller  Fall 
des  von  Eisenstein  gefundenen,  im  Monatsberichte  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin*)  ohne  Beweis  veröffentlichten  Satzes. 
Nach  demselben  kann  eine  Reihe  mit  rationalen  Coefficienten  c 

y  =  Co+c,a;  +  c,a;-  +  -.. 
nur  dann  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  x  und  y 
sein,  wenn  nach  Vertauschung  von  x  mit  einem  gewissen  ganzen 
Vielfachen  von  x  alle  Coefficienten  der  Reihe  für  xy  in  ganze 
Zahlen  übergehen.  Man  findet  den  Beweis  dieses  Satzes  in 
dem  I.  Zusätze  zu  dem  ersten  Kapitel. 

§  5.  Für  P^"-'(a;),  welches  durch  eine  Reihe  gegeben  wurde, 
die  nach  ganzen  Potenzen  von  x  geordnet  ist,  lassen  sich  noch 
andere  Reihen  aufstellen,  welche  eine  einfachere  Form  annehmen, 
wenn  für  x  eine  trigonometrische  Function,  nämlich  x  =  cosö,  ge- 
setzt wird,  es  mag  0  reell  oder  imaginär  sein. 

Jede  Zahl  x  =  a-\-bi  lässt  sich  durch  cos(gp  —  qi)  ausdrücken.  Hierzu 
sucht  man  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

O)  Cü—i 

auf;  beide  sind  positiv  und  die  eine  liegt  über  1,  die  andere  unter  1  (S.  u.). 
Die  positive  Quadratwurzel  aus  der  ersteren  heisse  r,  aus  der  zweiten  u.  Man 
bestimmt  dann    q  und  (p  durch  die  Gleichungen 

Q  =  log  (?'-{- y  r"^— 1)         cosqp  =  HHm 

wenn  yr'*— 1  positiv  und  q)  so  gewählt  wird,  dass  cosqp  das  Zeichen  von 
a^  sinr/)  von  b  besitzt. 

Denkt  man  sich  unter  a  und  b  die  Abscisse  und  Ordinate  eines  Punktes 
in  rechtwinkligen  Coordiuaten,  so  heissen  r  und  u  die  elliptischen  Coor- 


*)  Juli  1852,  S.  441 — 443:  Ueber  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Reihenent- 
wickelungen aller  algebraischen  Functionen.  Den  vollständigen  Beweis  desselben 
habe  ich  im  48.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  267 — 275  gegeben  in  der  Ab- 
handhmg:  Ueber  Entwickelimg  von  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  in  Potenz- 
reihen. Neuerdings  ist  ein  eleganter  Beweis  von  Herrn  Her  mite  in  den  Proceedings 
of  the  London  Matheniatical  Society,  Vol.  VJI,  No.  99  erschienen;  die  Bemerkung, 
welche  Herr  H.  J.  S.  Smith  dort  hinzufügt,  habe  ich  in  dem  Zusatz  zu  diesem 
Kapitel  unter  (a)  berücksichtigt. 
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dinaten  des  Punktes;  sie  sind  nämlich  die  grossen  Halhaxen  einer  Ellipse  und 
Hyperbel,  welche  sich  im  Punkte  (a,  b)  schneiden,  und  die  zwei  Punkte  +1 
zu  Brennpunkten  haben.  Ellipsen  schneiden  confocale  Hvperbeln  unter  rechten 
Winkeln. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Wurzeln  co  wirklicii  in  den  angegebenen 
Grenzen  liegen,  kann  man  ein  Verfahren  anwenden,  durch  welches  sicli  auch 
zeigen  lässt,  dass   die  allgemeinere  Gleichung 

1  =  -^+^  +  ^^+- 

CO  —  a      CO  —  ß       CO  —  y 
(wenn  a,  b,  c,  etc.  a,  ß,  y,  etc.  reelle  Grössen  sind,  und  a'^ß^y^  etc.) 
nur  reelle  W^urzeln  hat,  die  resp.  zwischen  oc  und  a,  a  imd  ß,  ß  und  y,  etc. 
liegen.      Bringt  man  nämlich  die  gegebene  Gleichung  in  die   Form 

io(a)  —  1) —  a''(w  — 1)  — 6^w  =  0 
und  beachtet,  dass  die  linke  Seite   für  w  =  oc,   1,   ü  resp.    positiv,    negativ, 
positiv  wird,  so  ist  klar,  dass  eine  Wurzel  über  1,  die  andere  zwischen  0  und 
1   liegt. 

Um  P*-"^(cosö)  7Aierst  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  d 
zu  entwickeln,  bringt  man  T  in  die  Form 

(1  —  ae'<^yi  (1  —  ae-'")-*, 
entwickelt  jeden  Factor  für  sich  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
und  bildet  dann  das  Product  der  beiden  Keihen 

1  + 1  ae-'-'' +  4^  «' ^"'''' +  •  •  •  • 

Der  Coefficient  von  a"  in  dem  Producte  muss  P^"^  sein,  so  dass 
man  erhält 

2. 4. 6..  ■(2/0       („) 

^^^••'  TX5:::(2.*:^^  ^^^'^^^ 

^.cosn^  +  ^^^cos(n-2)^+  1.2.(2.-l)(2n-3^"^^^-^^^^--  / 

wenn  die  Reihe  so  weit  fortgesetzt  wird,  bis  sie  von  selbst  abbricht. 
Es  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  man  abbricht,  ehe  die  Ar- 
gumente (n— 2)Ö,  («— 4)ö,  etc.  negative  Vielfache  von  0  sind,  und 
dann  bei  ungeraden  n  alle  Glieder,  bei  geraden  w  alle  ausser  dem 
letzten  doppelt  nimmt.  Da  P  eine  ganze  Function  von  cosö  ist, 
so  besteht  die  Gleichung  (a)  offenbar  für  reelle  und  imaginäre  d. 
Führt  man  eine  Grösse  ^  ein,  die  zu  x  dieselbe  Beziehung  hat  wie 
cosö  — isinö  zu  cosd?,  indem  man  setzt 

Heine,  Theorie  der  Kugelfuiictiuiien.     2.  Aufl.  J^ 
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2x  =  §  +  ^^_  2l'^^^=^  =  ^;^^, 

wobei  es  vorläufig  noch  gleichgültig  bleibt,  welche  von  den  beiden 
Wurzeln  man  unter  ^^x^  —  l  versteht,  so  ist  demnach 
2.4...(2n) 

"^     L  ^   l.(2n-l)  ^  ^1.2.(2n-l)(2/?-3)-  ^     J 
Die  rechte  Seite,  durch  das  Zeichen  der  hypergeometrischen  Eeihe 
ausgedrückt,  giebt 

Specielle  Fälle: 

P'  =  cosö 
P^  =  |cos2Ö-f  i 
P'  =  feos3ö  +  |cosÖ 
P'  =  Heos4ö  +  -^cos2ö  +  ^. 
Aus  dieser  Reihe,    welche  Laplace  und    Legend re*)    ent- 
wickeln, schliesst  der  Letztere,  dass  P,  so  lange  d  reell  ist,  seinen 
grössten  Werth  für  6  =  0  erhält.     Da  aber  f(l)  =  1,  so  ist  der 
grösste  Werth,    welchen  P(cosö)    für    reelle    6    annehmen 
kann,  gl|eich  1. 

Andere  Ausdrücke  für  P,  die  nach  Potenzen  von 
cos^ö  und  sin^ö  geordnet  sind,  folgen  unmittelbar  aus  einer 
Formel  von  Legen dre  (M.  vergl.  S.  9),  nämlich 

(b)  ...  P^CcosÖ)  ==  P(w+  1,  ~n,l,  sin^Ö) 

(c)  ...     (-l)"P"(cosö)  =  P(w+1,  -n,  1,  cos'iö), 

von  denen  die  letztere  aus  der  ersteren  durch  Vertauschung  von  0 

mit  71  —  6  entsteht. 

Um  die  orslere  zu  erhalten,  setze  man  für  1 — 2acos6-\-a'  zunäclist 
(1— «)*-)- 4a sin'^^ö;  dann  zieht  man  (1— a)"  heraus  und  findet 

1  — a       1   (1  — a)  1-2  (1-a)'       ^ 

Das  Glied,  welches  hier  a*'  im  Zäliler  liat,  liefert,  wenn  es  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  a  entwickelt  wird,  nur  so  lange  einen  Beitrag,  welcher  mit  a" 
multiplicirt  ist,  also  in  P"  vorkommt,  wie  v  nicht  n  überschreitet.  Wenn 
r  ^  w,  so  ist  der  Beitrag,  mit  Anwendung  des  Gauss' scheu  Zeichens  TI  aus- 
gedrückt, gleich 


*)    Memoires  de  rAcademie  loyale   1782.  S.  14-2   und   1784,8.370. 
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^     ^  n(?i  —  v)nvnv      ^ 

Samnioll  niou  alle  Beiträge,   so  entsteht   ilor  Ausdruck  (b). 

Der  Vollständigkeit  halber  werden  liier  noch  zwei  Reihen  für 
die  Kugelfuuction  hiu7Aig-efiigt,  von  denen  die  erste,  welche  nach 
Potenzen  von  tang  ^6  geordnet  ist,  wie  Herr  Todh unter  erinnerte, 
bei  Murphy,  die  andere  im  wesentlichen  bei  Euler*)  vorkommt. 
Ihre  Ableitung  findet  man  im  §  9. 

(rf)  ...  P^cosö)  =  eos-»iöF(-«,  -w,  1,  -tang'^ö) 
(e)  ...  P"(cosö)  =  cos"ö  F(-  ^fi,  i  -  \7i,  1,  -  tang' d). 
Während  die  obigen  Ausdrücke  (a)  bis  (e)  endliche  Reihen  sind, 
welche  die  Kugelfunction  für  alle  Werthe  von  6  darstellen ,  so  ist 
dies  nicht  mehr  der  Fall  bei  der  folgenden  von  mir  angegebe- 
neu Gleichung,  die  später  mehrfach  auftritt.  Mau  hat  nämlich 
zwischen  0=^0  und  6  =^  n 

(0...     ^P"(co.e)  =  ^|i^^(sm(n+l)ö+  ^.. 

l.(»+l)    .    ,    ,o^A,     1.3.(«+l)(»«+2)     ■   ,    ,..n  ,      A 

Den  Beweis  dieser  Formel  findet  man  im  §  19.  Als  die  Quelle,  aus 
der  sich  (a)  bis  (e)  und  ähnliche  Reihenausdrücke  ergeben,  wird  sich 
später  die  Differentialgleichung  erweisen,  welcher  die  P  genügen. 

§  6.  Die  Kugelfuuction  entsteht  durch  wiederholte 
Differentiation  eines   einfachen  Ausdrucks;   es  ist  nämlich 

Beweis.     Differentiirt  man 

^  1.2...«        V  2(2n  —  1)  / 

nach  ic,  so  tritt  n  vor  die  Parenthese,  und  in  den  Exponenten  so 
wie  in  den  Zählern  des  in  der  Parenthese  befindlichen  Ausdrucks 
verwandelt  sich  n  in  «—  1.  Nach  einer  zweiten  Differentiation  tritt 
noch  n  —  1  als  Factor  vor  die  Parenthese,  und  in  den  Exponenten 
und  Zählern  der  Parenthese  ist  wiederum  /*— 1  statt  «,  also  in 
dem  ursprünglichen  Ausdruck  der  Parenthese  w  — 2  statt  n  zu 
setzen.     Umgekehrt,    integrirt  man   nach  x  zwischen  0  und  1,  so 


*)  Enleri  institutiones  calculi  integralis,  Ed.  III.  Petropoli  1824.  Vol.  I,  Sect.  I, 
Cap.  VI,  probl.  33  (nicht  36,  wie  dort  irrtbümlich  steht),  vS.  160. 

2* 
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tritt  w  + 1  als  Factor  in  den  Nenner,  und  n  ist  in  den  Exponenten 
und  Zählern  innerhalb  der  Parenthese  mit  w  +  1  zu  vertauschen. 
Aehnliches  geschieht  bei  einer  mehrfachen  Integration;  nach  einer 
n fachen  ist  der  Factor  vor  der  Parenthese  daher 

1.3.5...(2w-l)   ^        1 

1.2.3...(2w  -1)    ~   2»/T(/0  ' 
während  in  der  Parenthese  die  Keihe  steht 

„,„        2n(2n-V)  2A<2n-l)  (2n-2)  2;^-3)  , 


2(2n-l)  '         2.4.(2«-l)(2w-3) 

wenn  man  bei  dem  mit  a;"  multiplicirten  Gliede  abbricht.  Dies  ist 
aber  der  Anfang  der  Entwickelung  von  (a;^— 1)"  nach  absteigenden 
Potenzen  von  x  gleichfalls  bis  incl.  x'^  so  dass  die  w'*"  Kugelfunction 
durch  w fache  Differentiation  von 

entsteht. 

Die  wichtige*)  Formel  (3)  deutet  auf  eine  Analogie  der  Kugel- 


*)  Diese  Formel  tmg  früher  den  Namen  von  Ivory  und  Jacobi;  in  Deutsch- 
land zweifelte  man  imi  so  weniger  an  der  Berechtigung  zu  dieser  Bezeichnung,  als 
Herr  Liouville,  der  nicht  nur  als  ausgezeichneter  Forscher  sondern  auch  als  Kenner 
der  Literatur  hochgeschätzte  Gelehrte,  im  2.  Bande  seines  Journals  S.  105  in  der  Ab- 
handlung Sur  le  de'veloppement  de  {\— 2x2  -{-z^)-h;  par  MM.  Ivory  et  Jacobi 
selbst  die  merkwürdige  Gleichung  den  beiden  letzteren  zuschreibt.  "Wie  schon  S.  9 
bemerkt  wurde,  hat  Herr  Hermite  bemerkt,  dass  die  Gleichung  (3  zuerst  von  Ro- 
drigues  gegeben  sei,  indem  sie  in  dessen  Memoire  sur  l'attraction  des  spheroides 
vorkommt,  das  sich  in  der  Correspondance  sur  l'ecole  roy.  pol.  T.  IH,  S.  361 — 385, 
Paris  1816,  herausgegeben  von  Hachette  findet.  Um  alle  Daten  möglichst  festzu- 
stellen, sei  noch  erwähnt,  dass  bei  dem  Memoire  sich  die  Bemerkung  findet:  Ce  Me- 
moire a  ete  le  sujet  d'une  these  soutenue  pour  le  Doctorat,  devant  la  Facnlte  des 
Sciences  ä  Paris,  le  28  juin  18  15,  sous  la  presidence  de  M.  Lacroix,  Doyen  de 
la  Faculte.  Hiernach  ist  es  nicht  mehr  zweifelhaft,  dass  unter  Allen,  welche  sich  in 
hervorragender  Weise  mit  demselben  Gegenstande  beschäftigten,  Rodrigues  zuerst 
zu  der  Gleichung  gelangt  ist.  Bei  dem  Interesse,  welches  der  Gegenstand  gewonnen 
hat,  theile  ich  noch  Weiteres  über  den  Sachverhalt  mit,  und  zwar  an  dieser  Stelle, 
obgleich  ich  vorgreifend  Gegenstände  berühre,  die  im  Texte  erst  an  einer  späteren 
Stelle  auftreten. 

Nachdem  Ivory  in  den  Philosophical  transactions  von  1809  die  Anziehung 
eines  homogenen  Ellipsoids  dadurch  bestimmt  hatte,  dass  er  lehrte  wie  die  Anziehung 
eines  jeden  äusseren  Punktes  aus  der  eines  innem  gefunden  werde,  kam  er  in  der 
Abhandhmg  On  the  Atti'actions  of  an  extensive  Class  of  Spheroids,  S.  50,  Gelesen 
d.  14.  Nov.  1811,  herausgegeben  1812  (demselben  Jahre,  in  welchem  Gauss  die 
Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidiconim  ellipticorura  homogeneorum  der 
Göttinger  Societät  vorlegte)  der  erwähnten  Gleichimg  sehr  nahe.     Er  giebt  nämlich 


s 
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functionen  mit  den  ti'igonometri scheu  hiu,  die  noch  bei  vielen  an- 
deren Untersuchungen  zu  Tage  tritt.  Nach  einem  Satze*)  von 
Jacobi,  dessen  Beweis  man  im  §  34  findet,  ist  nämlich,  wenn 
X  =  cosö  gesetzt  wird, 

sinw^    _  (— 1)"-^  d"-'(l—xy-i 

(3,  a)  ...  -       -    1,3,5,,  (2«-l)  d^'^ 

Diese  Analogie  tritt  noch  klarer  im  III.  Theile  hervor. 

Jacobi  beweist  die  Gleicbimg  (3),  indem  er  setzt 

(a)  ...     y  —  x  =  -^(y'—\), 

liieraiis  uacb  dem  Lagrauge'scben  Lebi-satz  y,  daraus  -j^  iu  eiue  nach  Po- 
tenzen von  a  aufsteigende  Reibe  entwickelt.  Löst  man  (a)  uacb  y  auf  uml 
diCTerentürl  darauf  uacb  x,   so  findet  man  andrerseits 

dy  =  Tdx 
und  durcb  Gleicbsetzung  der  beiden  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Werthe 
von  y'  die  gesuchte  Formel 

T  =  V    ""      d^Ca;"— 1)" 
"      2«  77/?         dx" 

§  7.     Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  der 

Satz.  Sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  P"(.r)  =  0 
sind  reell  und  kleiner  als  1. 

Beweis.  Sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung  t/;(j-)  =  0  sämmt- 
lich  reell,  und  liegen  sie  zwischen  a  und  6,  so  gilt  das  Gleiche 
von    den  Wurzeln    des    ersten    Differentialquotieuteu   t/^'C-c),    also 


dort  eine  Formel,  die  in  unserer  Bezeichnung  lauten  würde 

Dieselbe  Formel  kommt  im  11.  Bande  der  Exercices  von  Legend  re  vor,  und  zwar 
im  fünften  Theile  (cinquieme  partie),  der,  wie  man  aus  dem  Avertissement  erfährt, 
welches  dem  zweiten  Bande  vorgedruckt  ist,  schon  im  August  1815  publicirt  wurde. 
Jtodrigues  selbst  äussert  sich  S.  376  über  die  Selbständigkeit  seiner  Untersuchungen 
in  folgender  Art:  L'aualyse  qui  va  suivre  avait  ete  employee  en  tres-grande  partie 
dans  un  deuxieme  Me'moire  de  M.  Ivory,  sur  l'attraction  des  spheroides  (Trans- 
actions  philosopbiques,  tom.  102,  annee  1812,  !■■«  partie)  et  dans  la  Section  XI  du 
troisieme  Supplement  aux  Exercices  du  Caicul  integral,  par  M.  Legendre.  Je  ne 
connaissais  aucun  de  ces  ouvrages  lorsque  je  fis  mon  travail.  Erst  in  den  Thilos. 
Transactions  von  1824,  Part.  I,  S.  91 — 93  kommt  die  Gleichung  (:.)  auch  bei  Ivory 
und  1827  im  2.  Bande  des  Crclle'schen  Journals  S.  223  bei  Jacobi  vor. 

*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  15,  Formula  transformationis  integralium  de- 
finitorum,  S.  4. 
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auch  von  denen  eines  jeden  folgenden.  Ist  im  besonderen  Falle 
ip^x)  =  (x'^—iy,  so  müssen  daher  sämmtliche  Wurzeln  der 
Gleichung 

d^      ~^' 

oder,  nach  (3),  die  von  P"(a;)  =  0  zwischen  —1  und  -f  1  liegen 
und  reell  sein. 

Dass  diese  Wurzeln  sämmtlich  verschieden  sind,  soll 
im  §  12  bewiesen  werden;  1  selbst  gehört  nicht  zu  ihnen,  da 
p"(l)  z=  1  nach  §4.  Ist  ß  eine  Wurzel,  so  ist  ferner  auch  —ß 
eine  solche.  Die  numerischen  Werthe  dieser  Wurzeln  für  die 
Werthe  n  —  1  bis  n  =  1  incl.  findet  mau,  nach  der  Rechnung  von 
Gauss,  im  zweiten  Baude  des  Handbuchs  unter  den  Anwendungen 
auf  mechanische  Quadratur.     Dort  wird  nämlich  gezeigt,  dass  man 

(p(x)dx,   nach  Gauss'''),  aus  it  Ordiuaten  cp  in  gewissem  Sinne 

-1 

am  vortheilhaftesten   durch  Annäherung  berechnet,  wenn  man  zu 

Abscissen  die  n  Wurzeln  von  P"(j*)  =  0  wählt.  Dies  setzt  aber  vor- 
aus, dass  q)(x)  innerhalb  der  Integrationsgrenzeu  contiuuirlich  bleibt. 
Hiermit  bringe  man  die  Bemerkung  des  Herrn  Mehl  er  in  Ver- 
bindung**),  dass  in  gleichem  Sinne  zur  Berechnung  von 

'1  dx 

cfCx)  — .— 

die  Ordinaten  g)(x')  für  die  Abscissen 

TT  StT  ,_,  ^.      TT 

ic  =  cos-pi— ,     coB-^z— ,...      cos(2w— 1)-27— 

gewählt  werden  müssen.  Aus  (3,  a)  geht  hervor,  dass  dies  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

dXx^  —  1)""^    _  ^ 
~         dx»  ~~ 

sind,  so  dass  auch  bei  dieser  Gelegenheit  die  Analogie  der  trigono- 
metrischen und  Kugelfunctiouen  hervortritt.     In  einer  Arbeit,  Mit-' 
theilung  über  Kettenbrüche***)  und  nach  dieser  hier  in  dem  zweiten 
Zusätze  zum  5.  Kapitel,  über  Kettenbrüche,  zeigt  sich,  dass  in  ahn- 


/ 


*)    Werke,  III.  Bd.  Methodus  nova  integralium  valores  per    approximationem 
inveniendi. 

**)    Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  63:  Bemerkungen  zur  Theorie  der  me- 
chanischen Quadraturen,  no.  4,  S.  156. 

***)    Borchardt,  Journal  f.  Math.   Bd.  67,  §  7  —  8. 
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lieber  Art  bei  der  aua^enäberten  Bereebnung  von 

•6 

(p(x)  f(x)  dx 


r 


als  Abscissen,  für  welcbe  mau  die  Ordinaten  ^(.r)  berecbnen  miiss, 
die  Wurzeln  von  Gleicbuugeu  A(a;)  =  0  auftreten,  wenn  iV  einen 
Näberung'snenner  des  Ketteubruchs  für 


/ 


bezeicbnet.     Man  vergl.  aucb  die  Anmerkung  zu  §  16. 

Der  am  Eingange  dieses  Paragrapben  aufgestellte  Satz  ist  zu- 
erst von  Legend re  in  den  Memoiren  der  Akademie*)  von  1784 
für  einen  geraden  Iudex  w,  in  den  Exercices**)  für  alle  ganzen  n 
bewiesen.  Die  Metbode  von  Legendr e  wird  im  zweiten  Tbeile 
§  99  auf  eine  <äbnlicbe  Untersucbung  angewandt.  Den  bier  ge- 
gebenen Beweis  verdankt  man  Jacobi***). 

§  8,  Unter  den  verscbiedenen  bestimmten  Integralen, 
durch  welcbe  man  die  Kugelfuuction  ausgedrückt  bat,  ist  das  von 
Laplace  aufgefundene f)  von  besonderer  Wieb tigkeit.  Man  kann 
u.  a.  bei  ihm  ankuüpfeu,  wenn  ein  Uebergang  zu  den  Kugel- 
funetionen  mit  mebreren  Veräuderlicben  oder  von  ganzzabligeu 
zu  beliebigen  Werthen  des  Index  n  gebildet  werden  soll. 

Jacobi  bat  auf  eiue  Metbode  ff)  aufmerksam  gemacht,  durcb 
welcbe  sieb  dies  Integral  leicbt  ableiten  lässt.  Sie  berubt  auf 
einem  einfachen,  sehr  wichtigen  Hülfssatze,  dessen  Beweis 
nur  dann  einige  Weitläufigkeit  verursacht,  wenn  man  ihn  in  der 
Allgemeinheit  aufstellt,  welche  Jacobi  ihm  in  einer  späteren  Ar- 
beitfff)  gegeben  bat. 


*)    S.  374. 
**)    Bd.  II,  S.  254. 
***)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  I:  Ueber  Gauss  neue  Methode,  die  Werthe 
der  Integrale  näherungsweise  zu  finden,  S.  306. 

f)    Traite'    de   mecanique   Celeste,    Tome  V,    Paris  1825,   Livre  XI,  Chap.  II, 
No.  3,  p.  33,  form.  (f). 

ff)  Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  S.  81:  Ueber  die  Entwickelung  des  Aus- 
drucks \_aa —  2a a' (cos ot cos ^^  -f  sin  w sin (f^ cos (Q-  —  i'/')  -|-- «' a']~  •  Diese  merkwürdige 
Arbeitistspäter,  abgekürzt  in's Italienische  übersetzt,  imGiornale  Arcadico  Tomo  XCVIII, 
Roma  1844  erschienen,  und  dann  in's  Liouville'sche  Journal  T.  X;  S.  229  über- 
gegangen. 

ttf)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  32,  S.  8:  Ueber  den  Werth,  welchen  das  bc- 
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Hülfssatz.     Das  Integral 


ü 


dcp 


a—baoscp 


hat  keine  Bedeutung,  sobald  ,£(a—]/a^  —  b'')  =  JCh,  oder  was 
dasselbe  ist,  sobald  —  reell  und  zugleich  absolut  genommen,  grösser 
oder  gleich  1  ist.     In  allen  übrigen  Fällen  wird 


^  ^  '"  J        a  —  öcosqp         ]la^— 


b" 


wenn  die  Quadratwurzel  ein  solches  Vorzeichen  erhält, 
dass 

Jl{a-i'^^'W)<JCb. 
Um  zu  zeigen,   dass  die  beiden  Formen   übereinstimmen,    in    welchen    die 
Bedingung  für  das  Bestehen  des  hitegrals  ausgedrücl^l  ist,  geht  man  davon  aus, 
dass  immer  wenn 


a  —  ia" 


b 

den  Modukis  1  besitzt,  die  Zahl  selbst  gleich  cosö  —  isinö  gesetzt  werden 
kann,  wo  6  einen  reellen  Bogen  bezeichnet.  Hieraus  folgt  durch  Division 
beider  Seiten  dieser  Gleichung  in   1 

a 4- iöF—^'  /i  ,   •     /} 

— !— ^-r =  cos  ö  -j-  «sm  o 

b 

also  g  :  6  —  cos  ^  <  1 . 

Umgekelirt,   sobald  a  :  b    reell  und  kleiner  oder  gleich  1   ist,  setze  man 

dies  Verhältniss   =  cosö  und  findet  sofort,  dass  cfC{(i — i a^ — 6^  =  cfCb. 

Besteht  dagegen  diese  Gleichlieit  nicht,  so  wird  von  den  beiden  Facloren 
von  1 

6  '  6      ""' 

der  eine  <  1  oder  andere  >  1  sein  müssen. 

Die  Integration  auf  der  linken  Seite  von  (4)  wird  gewöhnlich, 
wenn  die  Constanten  a  und  b  reell  sind,  durch  Anwendung  der 
Substitution 


tang^qp  =  y^p^tang  jü 


ig—b 


/'27I                  dw 
-. =— : für  beliebige  imaginäre  Werthe  von  A  und 
1 — Acosif — Bs\n(p 

0 

B  annimmt. 
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ausgeführt,  welches  die  bekannte  Gleichung;  zwischen  der  excen- 
trischen  Anomalie  (gewöhnlich  £,  hier  gp  genannt)  und  der  wahren 

V  ist  in  einer  Ellipse  mit  der  Excentricität  e  =  — .     Dieselbe  Be- 
^  a 

Ziehung  lässt  sich  auch  durch  die  Formeln 

cos£  =  -—^ sin£  =  ^15_lii_L.J_ 

1+ecoso  1-f-ecoso 

ausdrücken,  worauf  mit  Rücksicht  auf  §  10  schou  hier  aufmerksam 
gemacht  werden  soll.  Dort  wird  mau  auch  bemerkeu,  dass  die- 
selbe Substitution  noch  für  imaginäre  Werthe  von  e  zum  Ziele  führt. 
Man  gelaugt  hier  leichter  zum  Beweise  des  Satzes,  dessen 
erster  Theil,  der  sich  auf  die  Gleichheit  Ji{a—ia^—b^^  =  JCb 
bezieht,  ohne  weiteres  klar  ist,  indem  man  die  nach  (f)  zu  inte- 
grirende  Function  auf  der  liukeu  Seite  vou  (4)  durch  Multiplication 
mit  2v  im  Zähler  und  Nenner,  wenn  mau  zur  Abkürzung  e'>  =  ü 
setzt,  in 

_  2p 

6o'  — 2ap  +  ö 
verwandelt,  und  dies  vermittelst  Zerlegung  in  Partialbrüche  in 

6(1^2- cj 

umgestaltet,  wo  ü,  und  45.,  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 

&ü'-2ar+6  =  0. 
Die  Wurzel  mit  dem  kleinern  Modulus  sei  o, ,  so  dass  mau  hat 
c/((t),  <1        JCr>^>\        ü,  »2  =  1. 
Durch  Entwickelung  in  Reihen  ergiebt  sich,  da  cf(v  =  1, 


fv,  — c)    \v,—v         v—v,y 


-^Y=l+f +(f)  + 

V  —  V,  V         \  v  y 


Daher  ist  die  zu  integrireude  Function 


2 

b(t\-vj   ^^  '^-'''  cosg)-f-^t^'  cos2(;p  -f---). 


und  das  Integral  selbst  gleich 


471 


Sind  nämlich  m  und  n  ganze  Zahlen,  so  wird 

cosmg>  cos?iq>  dq> 
0 


/ 


26  I.  Theil.     Erstes  Kapitel.  §  8    4. 

gleieh  n  oder  0,  je  nachdem  m  und  n  gleiche  oder  verschiedene 
Werthe  besitzen.  Nur  für  den  Greuzfall  m  =  n  =  0  giebt  das 
Integral  2n  und  nicht  n. 

Das  Vorzeichen  von  "^a^ — 6'  möge  so  gewählt  werden,  dass 

a—  ]/a-—b^ 

V,   =  — 


b 
die  Wurzel  mit  dem  kleinern  Modulus  wird;    dann  ist 

also  der  Werth  des  Integrals  der  im  Hülfssatze  angegebene. 

Aus  demselben  wird  im  §  9,  der  sich  hier  anschliesst, 
das  Integral  von  Laplace  abgeleitet;  das  zunächst  Folgende  ent- 
hält einige  weitere  Untersuchungen  über  Integrale  von  dem  Cha- 
rakter des  in  (4)  enthaltenen. 

Bedeutet  m  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  findet  mau  auf  demselben 
Wege,  wenn  <:#(«  —  }/«^ — 6')  •<  ^fCb,  die  Gleichung 

'"^'^  cos  mq)d(p  2tc       f  a  —  ]/ a"  —  b' V" 


J       a  —  bcoscp        Vn.'^—h^^ 


bcoscp        ^a''—b'^  ^  ^ 

Die  Gleichung  (4)  lässt  sich  nach  einem  bekannten  Satze  ver- 
allgemeinern. Bedeutet  f{(f)  eine  endliche  periodische  Function 
von  (f  mit  der  Periode  2/1,  und  \\)  eine  reelle  Constante,  so  ist 

f{cp)d(p=^J      f(cp-\-ip)dcp, 

0  ü 

oder  in  Worten:  der  Mittelwerth  von  f(cp)  ist  gleich  dem  Mittel- 
werth  von  (derselben  Function)  f{q)  -\-  \p).  Um  dies  analytisch  zu 
zeigen,  substituirt  man  links  cp-{-  ip  für  ^,  wodurch  entsteht 

y  '7(9)  dq>  =  f'f(q>  -h  ifj)  df  _,_y '""'^  /-(^  ^  ^)  difj. 

0  ~xp  U 

Setzt  man  —  2n-\-q)  für  cp  im  ersten  Integral  auf  der  rechten 
Seite ,  und  beachtet,  dass  /"(—  27i-\-(p-{-  xp)  wegen  der  Periodicität 
von  f  gleich  f{(p-\-\p)  ist,  so  verwandelt  sich  dieses  Integral  endlich  in 


/ 


f(cp  +  ijj')  dcp. 

Vermittelst  einer  solchen  Substitution  erhält  man  aus  (4),  wenn 
a  reell,  b  reell  und  <1  oder  rein  imaginär  gedacht  wird: 

Wenn  A  reell  und  positiv,  B  und  C  entweder  beide 
rein  imaginär  oder  beide  reell  und  dann  so  beschaffen 
sind,  dass  4">J?"-|-C*,  so  wird 
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^'   ^  '"  J       ^  — ßcostp  — Csiu<jp  |/^2_ß»_(7   ' 

die  Quadratwiirzel  positiv  g-enommen.     Keine  Bedeutung 
liat  das  Integral,  wenn  J,  ß,  C  reell  sind  und  zugleich 

Zum  Beweise  setzt  man 

A  =  a        B  =  b  cosifj         C  =  —  6  sin  i//, 
wodurch  das  Integral  auf  der  Linken  sieh  in 
"•^  dcp 


f 


a~b  cos(y)  +  V^) 
verwandelt. 

Es  bedarf  keines  besonderen  Beweises,  dass  (4,6)  noch  gilt, 
wenn  A^  ß,  C  zwar  imaginär  sind,    sich   aber  verhalten   wie  drei 

reelle  Zahlen,  und  zugleich  noch  bleibt  j^ — <1.    Dem  reellen 

oder  imaginären  Theile  der  Quadratwurzel  in  (4,  6)  hat  man  dann 
das.  Zeichen    beizulegen,    welches   derselbe    Theil    von  A   besitzt. 

DD     1     QQ 

Keinen  Werth  hat  dieses  Integi-al,  wenn  j-. —  ^  1. 

AA 

Bei  den  meisteu  AuweucUiugeu  im  Ilaiulhuclie  reicht  die  Resliiniming  des 
lulegrales  in  (4,  6)  für  die  bisher  hehaudellen  Fälle  aus.  Die  oben  zum  Be- 
weise des  Hülfssatzes  angegebene  Methode  lässl  sich  aber  zur  Untersuchung  des 
Integrales  anwenden,  welche  Werthe  auch  Ä,  B,  C  besitzen.  Um  Weitläufig- 
keiten zu  vermeiden,  die  entstehen,  wenn  man  die  Grenzfälle  in  die  Betrach- 
tung einschliessen  würde,  bleibt  der  so  eben  erledigte  Fall,  dass  sich 
Ä,  B,  C  zu.  einander  verhalten  wie  drei  reelle  Zahlen,  ausge- 
schlossen. Ferner  wird  aus  demselben  Grunde  angenommen,  das  für  den 
Werth  des  Integrales  gleichgültige  Vorzeichen  von  C  sei  so  ge- 
wählt, dass 

Dann  kann  der  Fall  B  —  «C=  0  nicht  eintreten,  indem  er  auch  B-\-iC=  0 
also   B  =  C  =  0  fordern  würde,  ein  Fall,  der  als  schon  erledigt  ausgeschlossen 

wurde,     f  Das  Integral  (4,  b)  ist  in  demselben    -j-J- 

Das  Integral  (4,  b)  hat  offenbar  nur  und  immer  einen  Werth,  wenn 

A  —  Bcosq)  —  Csin  cp 

für  kein  reelles  (p  verschwindet;    setzt  man  wieder  v  =  cos <p-\-im\q) ,    wie 

S.  25,  so  besteht  daher  die  notbweudige  und  Iiinreicb  ende  Bedingung 

für  die  Existenz  des  Integrals  darin,  dass  die  Gleichung 

(a)...     (B-iC)v'—2Av-\-(B-]-iC)  =  0 
keine  Wurzel  mit  dem  Modulus   1  besitzt.     Diese  Bedingung  sei  erfüllt. 
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Das  Product  der  Wurzeln  v^   und  v.^  in  (a)  ist 

B  +  iC 
B-iC 

so  dass  sein  Modulus  die  Einheit  nicht  überschreitet;  also  ist  der  Modulus  we- 
nigstens einer  Wurzel  nicht  grösser  als  1  und,  weil  das  hitegral  einen  Werth 
hat,  sogar  <;  1.  Der  Modulus  der  zweiten  Wurzel  kann  tlann  entweder  gleich- 
falls unter  1  oder  über  1  liegen.  Es  heisse  nun  die  oder  eine  Wurzel,  deren 
Modulus  kleiner  als  1  ist  ü, ,  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Determinante  der 
quadratischen  Gleichung  (a)  ertheile  man  ein  solches  Zeichen,  dass 


^.= ^^ JCM<X; 

woraus  folgt,  dass 

A  +  iA""-  B'-  C 


•'  B-iC 

Die  Function  in  (4,  6)  welche  inlegrirt  werden  soll,  bringe  man  auf  die 
Form 
Z:^ ^  2      /    v^  i;.     \ 

(ß  -  Ci) v"—  2A  v-{-(B-\-  Ci)       (B  -  CiXv., -  vj  \v,  —  v~^  v  -v/ 

Entwickelt  man  nun  das  zweite  Glied  in  der  Parenthese  auf  der  Rechten  nach 
absteigenden  Potenzen  von  v ,  das  erste  nach  absteigenden  oder  aufsteigenden, 
je  nachdem  ,  //'v.-^  kleiner  oder  grösser  als  1  ist,  und  inlegrirt  darauf  nach  cp 
von  0  bis  2n ,  wodurch  das  von  y  unabhängige  Glied  allein  in  der  Ent- 
wickeluug  übrig  bleibt,  so  fmdet  man: 
Es  hat  das  Integral 


/ 


dg) 


A  —  Bcos(f  —  Csin^ 

1)  keinen  Werth,   wenn  eine  der  Gleichungen  erfüllt  wird 

J^(A±^A'-B'-C')  =  J^CB-iC), 

2)  den  Werth  Null,  wenn  die  beiden  Ungleichheiten  stattfinden 


Jl^(A±]/A'-B'-  C')  <  Jl(B  -  iC), 
3)  in  den  übrigen  Fällen  den  Werth 
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\/AA  —  bb-cc' 

die  Quadratwurzel  erhält  hier  ein  solches  Zeichen,  dass 


J^(A-  ^A'-  B'-  C)  <  Ji^(B -  iC). 
Beispiel.     Wenn  B-\-iC :=  0,  so  sind  die  Wurzeln  von  (a) 

A 

^=0         %=-ß- 
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Das  Integral  ist  also   =  0,      weuu  <,  flA  <Z  dlB, 

.,        .,     ..     =~,     „      J{A>JCB, 
A 

..  ohne  Werth,  „  JCA=^  JCB. 
Anmerkuug.  Im  Vorhergelipiuleu  liahe  ich  nach  Jacobi  die  Integralion 
durch  Ent Wickelung  des  Braches,  welcher  integrirt  werden  soll,  in  eine 
Reihe  ausgeführt.  Herr  Worpitzky  hat  in  Grunert's  Archiv,  Bd.  55, 
S.  59 — 63,  um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Cauchy 'sehen  Sätze  über 
das  Residuum  von  rationalen  Functionen  zu  geben,  diese  Methode  auf  die  In- 
tegration von 

vd(f 


J  {v- 


in  der  üblichen  Art  angewandt,  und  das  vorstehende  Resultat  von  Jacobi  ab- 
geleitet. Zu  dem,  was  dort  S,  62  über  den  speciellen  Fall  (7=0  gesagt  wird 
kann  man  die  Bemerkung  hinzufügen,   dass,  wie  sich  oben  zeigte, 

dq) 


f 


—  bcosw 

0  ^ 


für  kein  endliches  a  und  b  verschwindet. 


Besondere  Beachtung  verdient  die  einfache  Gestalt,  in  welche  Ja- 
cobi in  seiner  vorerwähnten  Arbeit  (32.  Bd.  des  Grelle' sehen  Journals)  so- 
wohl die  Bedingung  für  die  Existenz  des  Integrals,  als  auch  die 
Regel  zur  Unterscheidung  der  verschiedenen  Fälle  gebracht  hat. 

Um  zu  derselben  zu  gelangen,  wobei  ich  jedoch  den  Entwickelungen  von 
Jacobi  nicht  überall  genau  folge,  setze  ich 

A  =  a-{-a^i         B  =  ß -\- ß^i         C=y^y^L 
Das  für  den  Werlii  des  Integrals  gleichgültige  Vorzeichen  von  C  wurde  so  ge- 
wählt (S.  27),   dass 

J/(B-{-iC)^JaB-iCy, 
der  Ausdruck  hierfür  besteht  (offenbar)  in  der  Ungleichheit 

Das  Integral  hat  keinen  Werth,  nur  und  immer,  wenn  für  irgend 
ein    reelles   q)  die  Gleichungen  stattfinden 

a  — ß  cosq>  —  y  üng)  =  0 

a,  —  /?jCosf/  —  y^s'mcf'  =  0. 
Dann  kann  die  Determinante 

ßY-ß.Y-[ßYA 
nicht  Null  sein;  denn  wäre  ß  :  y  =  ß^  :  y^,  so  müsste,   da  die  zwei  Gleichungen 
zugleicii  bestehen,  sich  verhalten 

a:ß:y  =  a,:ß,:y^  =  A  :  B  :  C. 
Iter  Fall,  dass  A,  B,  C  sich  zu  einander  wie  drei  reelle  Zahlen  verhalten,   war 
oben  S.  27  als  erledigt  ausgescblosscu. 

Aus  den  zwei  Gleichungen  fokn  also 
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[ay,]  —  [ßy,]coscp  =  0 
[aß,]-[yß,]s\n(p  =  0 
oder  die  nollnvendige  Bedingung 

(6)  ...     [aßJ+[ayJ  =  [ßYj. 
Indem   man   den    zurückgelegten  Weg   umgekehrt  durchmisst,    zeigt   sich,  dass 
beim  Bestehen  der  Gleichung  (6)  auch  umgekehrt  der  Nenner  des  Integrals  für 
einen  reellen  Werth  von  q)  verscliwindet.     Man  hat  daher  den 
I,  Satz.     Den  Fall  ausgeschlossen,  dass 
a:ß:y=^a,:ß,:y,, 
besitzt  das  Integral 

"^^  dg) 


/'271 


4- «1« — (/^  + /^lOfos?»  —  (y  +  r,  O^in  qp 

nur  und  immer  dann  keinen  Werth,  wenn 

(ö)...     Caß-a,ßy-\-(ay-ajy  =  (ßy-ßjy. 
Es  handelt  sich  ferner  um  die  Unterscheidung  der  Fälle,  in  welchen 
das  Integral  den  Werth  unter  No.  2   auf  S.  28  d.  h.  Null,   von  dem,  in  welchem 
es  den  Werth  unter  No.  3  d.  h. 

2n    

^/AA  —  BB-CC 

annimmt.  So  lange  A,  B,  C  endlich  bleiben,  unterscheiden  diese  beiden  an- 
gegebenen Werthe  sich  immer  um  eine  von  Null  verschiedene  Grösse,  und  gehen 
daher,  durch  continuirliche  Aenderungen  von  A,  B,  C  nicht  continuirlich  in 
einander  über.  Andererseils  ändert  sich  das  Integral  mit  A,  B,  C  continuir- 
lich, so  lange  für  diese  Grössen  das  Gebiet  von  Werthen  ausgeschlossen  bleibt, 
welche  seinen  Nenner  zu  Null  machen,  d.  h.  welche  (b)  erfüllen.  Es  wird 
daher  unter  der  Bedingung 

[aßj+[ayj<[ßyj 
dem  Integrale  immer  der  Werth  aus  derselben  Rubrik,  wenn  aber 

[aßj+[ayj->[ßyj' 
einer  aus  der  anderen  zukommen.     In  dem  speciellen  Falle 

A=a         B  =  ß         C^ßi 
verwandeln  sich  diese  Ungleichheiten  in 

a'  <:ß'         a'  >  ß\ 
Das  Integral  ist  aber  in  diesen  Fällen  schon  bekannt  (M.  vergl.  das  Beispiel  auf 
S.  28),  nämlich  im  ersten  Falle  gleich  Null,   im  zweiten  von  Null  verschieden. 
Daher  besteht  der 

II.  Satz.     Es  sei  A  =  a-\-  a^i,  B  =  ß -\- ßj.,  C  =  y-\-  y^i,  und  das 
Vorzeichen  von  C  der  Art  gewählt,   dass 

ßy-ß.y-^Q. 

Wird  dann  nicht  A '.  B  :  C  =  a  :  ß  :  y ,  so  nimmt  das  Integral 

^  dcp 

A  —  ßcos^  +  Csinqp 


/ 
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je  nachdem  die  Ungleichheil 

mit  dem  ol)ern  oder  untern  Zeiclien  hesteht,    der  Wer  th  Null  od  er 

27r 


}fÄA-BB-CC 

an,  wohei   die  Quadratwurzel  ein  solches  Vorzeichen  erhält,  dass 

JC  {A  -  ^'A'-B-'-C-)  <  JC  (B-iC). 

Diesen  Gleichungen  fügt  Jacohi  allgemeinere  hinzu,  die  der  Formel  (4,  a) 
entsprechen,  und  die  sich  aus  der  ohigeu  Untersuchung  sofort  ergehen,  wenn 
man  statt  des  von  v  unahhängigen  Gliedes  auf  S.  28  die  mit  r^"'  mullipli- 
cirten  hetrachtet.  Man  findet  dann  die  allgemeinsten  hierher  gehörenden  (Jlei- 
chungen  von  Jacohi  (hei  dem  übrigens  a,   Null  ist)  durch  den 

III.  Satz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  zweiten  Satzes,  wenn 
ferner  gesetzt  wird 

A-]'A'-B'-&  A-i-iA'-B'-e        ,.,    s^  ,/r    a 

so  erhält  man,  wenn  die  Uugleichhei  t  mit  dem  ohern  Zeichen  er- 
füll t  w  i  r  d 


/'^'^    cos mq>d(p  .  f"^'^     s\nm(f>d(f'  ry* — v'^ 

^— J5cos^— Csing)  ~  J  A—Bcoscp—Cs'mcp  ]'AA  —  BB- 

die 


cc 

wird  aber  die  Ungleichheit  mit  dem  untern  Zeichen  erfüll t,  so  ist 
'2^      co%m(pdcp  _  üj^"'-f  r'," 


./   A  —  B cos cp—Cüncp  }UA  —  BB—CC 


/ 


-^      sinnt  cpdq)  .  v~'"^  —  'ü''\ 


/  A  —  B cos q)—Csmq)  ]AA  —  BB  —  CC 


Die  hier  hehandelten  a  llgemeinen  Integrale  lassen  sich  durch  eine 
imaginäre  Suhslitution  auf  die  speciellereu  zurückführen,  in 
denen   C  Null   ist. 

Es  sei  die  Axe  der  X  zugleich  die  Axe  der  Reellen,  die  im  Anfangspunkte 
A  auf  ihr  senkrechte  Axe  der  Y  zugleich  die  Axe  des  rein  Imaginären.  Ferner 
sei  z  =  x-\-iy  und  fQi)  eine  Function  von  z-,  welche  innerhalh  eines  einfach 
zusammenhängenden  geschlossenen  Polygons  eiuwerthig  und  stetig  Itleiht.  He- 
kanntlicli  wird  dann 


fm 


dz  =  0, 


wenn  die  Integration  sich  über  die  Begrenzung  des  Polygons  erstreckt. 

Dieser    Salz    wird    liier    zweimal    auf    ein    Reclileck    angewcndel.     Es  sei 
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1 

E 
C 

r 

F 
D 

A 

B         X 

vier  Integralen 


fmdz, 


ABEF  ein  Rechteck,  dessen  Basis  AB  auf 
der  Axe  der  X,  Wtährend  AE  auf  der 
Axe  der  Y  liegt.  Vom  Punkte  C  auf  der 
Linie  AE  ziehe  man  die  Parallele  CD  zur 
Basis,  so  dass  AC  <Z.  AE.  Ferner  he- 
zeichue  man  durch  a  und  h  irgend  welche 
Constante  und  setze 
1 

AB=2n      AC=T}      AE  =  E. 

Bleiht  /"(;■)  endlich  im  Innern 
von  AB  CD  (und  auf  der  Begrenzung), 
so  ist  daher  Null  gleich  der  Summe  von 


genommen  von  A  bis  B,  von  B  bis  D,  von  D  bis 

C,  von  C  bis  A.  Die  Summe  des  zweiten  und  vierten  wird  aber  =0,  da 
f(z)  die  Periode  27r  besitzt,  also  auf  ßZ)  gleich /"(2jt  + i«/)  = /"((?/),  ebenso 
gross  wie  auf  AC  ist,  und  man  nach  y  das  erste  Mal  von  0  bis  t],  das  zweite 
Mal  von  t]  bis  0  iutegrirt.  Berücksichtigt  man,  dass  f{z)  auf  CD  gleich 
f(x-{-iT]),  auf  AB  gleich  f(x)  ist,  so  ergiebt  sich 


/■27T  /•27I 

/■(x  -\-iri)dx  =  I      f(x)  dx. 


In  derselben  Art  findet  man 

f{x  ■\-ir])dx^  I      f{x -\-  iH) dx, 

u  ü 

wenn  f(z)  im  Rechteck  CDEF  endlich  bleibt. 

Die  hier  vorliegende  Function  wird  für  ein  endliches  5 
lieh,   wenn  ihr  Nenner,  also  wenn 

be^'-  —  2a&'-\-b 
verschwindet,  d.  h.  wenn 


nur  dann  uneud- 


e'-  = 


a  +  ]V— 6' 


Da  der  reelle  Theil  x  von  z  in  jedem  von  den  beiden  Rechtecken  alle  Werthe 
von  0  bis  '2n  durchlauft,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung  nur  und  immer 
in  einem  Rechtecke  erfüllt,  sobald  für  ein  y  die  Moduln  der  beiden  Seiten 
gleich  sind,  also 


In  beiden  Rechtecken  ist  y  nicht  negativ,  die  Exponentialgrösse  daher  ^  1, 
während  von  den  beiden  Ausdrücken  auf  der  Rechten  der  eine  ^  1,  der  andere, 
des  ersteren  reciproker  Werlh,  >  1  sein  muss.  Giebt  man  der  Quadratwurzel 
ein  solches  Zeichen,  dass 


#(a-  Ya'-  60  ^  ^f^Ca  -\-  \'a'-  b'). 
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so   wird   (lal)or  /"(s)  nur  in  dem  Punkte  unondliili,   dessen  Ordinale  y  iileicli 

,„,,4iLzi|E?) = ,.,„ /^C + t|EZ). 

Man  kann  daher,  statt  über  CD  zu  integriren.  die  Inlei^Matinn  iiher  EF  oder 
über  AB  erslreeken,  wenn  der  obip:e  Wertli  von  y  resjt.  kleiner  ocb-r  fjrösser 
als  Tj   ist.      Hierdurch  entsteht   der 

IV.   Salz.      Her  Werlh  de.s   lutej^rales 

dx 


f 


a  —  6cos(x  -\-iy) 


bleil)t   unverändert,   wenn   man   l'iir   tj  eine  l)eliftbig  grosse  Zahl   II 
setzt,   die  grösser  ist   als  die  nicht  negative  Grösse 


6 

Das  Integral  bleibt  wiederum  unverändert  (erhält  aber  einen  anderen 
Wertli  als  im  vorhergelieudeu  Falle),  wenn  man  für  y  irgend  eine  Zahl 
setzt,   die  kleiner  ist  als  jener  Logarithmus,   bis  incl.   Null. 

In  dem  ersten  Falle  wird  das  Integral  daher  gleich  dem  Werthe  für  y=:x:, 
d.  h.   Null,   im  zweiten  gleich  dem  Werthe  für  y  :=  ü,   d.  h. 
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a  —  bcosx         ]/fl2_^5 

Ist  jener  Moduhis  genau  1,  so  lässt  sich  nach  diesem  Satze  y  vergrössorn,  aber 
nicht  bis  Null   verkleinern. 

Uie  Methode  des  Beweises  zeigt,    dass   ein   dem  IV.  Satze  ähnlicher  auch 
von  dem  Integrale 

G(cosz,  sin::>')dx 


-r 


f 


^        [a  — öcos(i/;4-;5)]'' 

gilt,  wenn  G  eine  ganze  Function  ihrer  Argumente,  n  eine  ganze  Zahl ,  und 
\p  eine  beliebige  reelle  Grösse  vorstellt.  Auch  in  diesem  Integral  kann  y  in  den 
angegebenen  Fällen  vergrössert  oder  bis  0  verkleinert  werden.  Ist  z.  B.  der 
Grad  der  ganzen  Function  G  in  Bezug  auf  coss  und  sinz.  kleiner 
als  11,  so  wird  im  ersten  Falle  y  bis  fx;  vergrössert  werden  dürfen,  und 
man  findet,  dass  das  Integral  Null  ist.  Im  andern  Falle,  auch  weim  der 
(Jrail   die  Zahl   n  iilierlriffl,   wird  das  Integral  gleich 


/ 


■'■'  G  (cos  X  —  ?//,  sin  a;  —  i//) 


dx. 


(rt —  öcosx)" 

Auf  die  im  IV.  Satze  betrachteten  Integrale  lässl  sich  zunächst  das  allge- 
meinere 

n^ dx_ 

J       A  —  ßcosa:  —  Csina; 
ü 

zurückfübren,  in  welchem  über  die  Conslanlen    A,   B,  C  dieselben  Annahmen 

bestehen  mögen  wie  im  II.  Satze.     Mau    bestimme  Grössen    a  und  h    und  die 
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reellen  ip  und  t]  so,  dass 

a  =  A         bcos(ifj -\-iT])  =  B         bsm(ip -\- irj)  = — C. 
Alsdann  ist  das  vorstehende  Integral 

welches   offenbar  von   \p  unabhängig   ist,    so    dass   man   setzen   kann  \p  ^  Ü. 
Naeli  dem  IV.  Satze  ist  das  Integral  gleich  Null  oder 

'2^        dx  In 


-r 


a  —  bcosx         |/^-_52_(7^ 

Durch  Schlüsse,  wie  sie  zum  Beweise  des  II.  Satzes  gemacht  wurden,  erkennt 
mau,  dass  die  Unterscheidung  nach  der  Grösse  von  rj  mit  der  durch  die  Un- 
gleichheileu des  zweiten  Satzes  übereinstimmt. 

Dieselbe  Methode,  auf  die  Reduction  der  allgemeineren  Integrale  ange- 
wandt, welche  als  Nenner  eine  ganze  Potenz  des  bisherigen  Neuners  enthalten, 
giebt  den 

V.  Satz.     Je  nachdem  die  Ungleichheit 

mit  dem  obern  oder  untern  Zeichen  besteht,   ist 
'2^1  dx 


gleich  0  oder 


/ 


(A  —  Bcosx  —  (7sin  xy 
2^  dx 


y       CA-cosx.y'B'+Cy 

wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  erwähnt,  dass  ganz  ähnliche  Resultate  sich 
auch  für  die  durch  eine  Function  G  wie  oben  verallgemeinerten  Integrale  er- 
geben.    So  wird 

^271      G (cos 37,  sin x)  da;  /"^"        G(cosx,s'mx')dx 


/2^      G  (cos  37,  sin x)  da;       _    r^ 
(A  —  Bcosx — Csina;)"      J 


(A  —  Bcosx — Csina;)"      J        [a  —  bcos(x -}- ip -{-ii])]"  ' 

wenn  man  wie  oben  setzt 

a  =  A         bcos(ip-\-iT])  ^=  B         bs\n(ip -^-irj)  =  — C. 

Je  nachdem  die  Ungleichlieit  im  V.  Satze  mit  dem  obern  oder  untern   Zeichen 

besteht,  wird  das  Integral  auf  der  linken  Seite  resp.  gleich 


/ 


2^       G(cosx-\-iy,smx-{-iy)dx 


'^        (A  —  Bcosx -{-iy  —  Cs'mx-j-iyy 

wie  gross  man  auch  y  nimmt,  also   =  0,   wenn  der  Grad   von  G  kleiner  ist 
als  fi,  oder  resp.  gleich 

^2^  G [cos (x  —  ip  —  irj),  sia(a;  —  xp  —  irf)]dx 

(A  -  i/^'T^.  ^-osxy 


f 
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Im  speciellen  Falle,   wenn  co$mx  oder  sin  »jx  für  G  gesetzt  wird,   erhall  man : 
Vorausgesetzt,  dass  dieUngleichiieil  desV.  Satzes  mit  dem  unteren  Zeichen  heslelil,  ist 

/^^            co?.mxdx                               .     ,  .  -  /*^^           cosmxdx 
— — , —  =         COfi  711  (lll-\- IT])/         ,  . 

^^       (A-Bcosx-Csmxy  ^^        V/       (A- ]^B'+C'xo^xy 

/-^  smmxdx  .       ,     ,  .  x  /'^  cosmxdx 

^^       (A  —  Bcosx-Csmx:)-  ^^  '     '//       (A-]/B'-\-C'.cosxy 

Besteht  die  Ungleiciiheit  mit  dem  oberen  Zeichen,  so  wird,  wenn  m  <C  w,  jedes 
der  beiden  Integmle  auf  der  Linken  gleich  Null. 

Die  beiden  trigonometrischen  Functionen  auf  der  Rechten,  welche  die  In- 
tegrale nndliplicireu,  werden  durch  B  und  C  vermittelst  der  Doppel-Gleichung 
ausgedrückt 

cosm(xp  -\-  ii])  -^i  sin  tu  (^ip  -\-  it])  =  i  —^j  • 

]  ß'+C" 

Für  w  =  1    erhält  mau  hieraus ,    mit  Benutzung  von  (4,  a)    die    im    III.  Salze 
angegebenen  Gleichungen. 

Im  §  49  wird  man  noch  einmal  auf  anderem  Wege  zu  diesen  Integralen 
gelangen,  und  dann  auch  die  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Integrale  voll- 
ständig ausführen.  Die  Methode,  wölche  hier  angewandt  wurde,  ist  auch  an- 
zuwenden, wenn  man  über  die  imaginäre  Suljslitution  l»ei  ähnlichen  Integralen, 
in  den  Grenzen  —  r^c  und  cc  handelt. 

§  9.     Im  Ansehluss   au  S.  26  wird  vermittelst  des  Hülfssatzes 
im  vorigen  Paragraphen  die  Kugelfunction   durch   ein  Inte- 
gral ausgedrückt. 
Setzt  man 

a=^\  —  cxx         b  =  a]^x''  —  1, 
so  wird  1  —  2ax-\^a'  =  a^ —  b"^.     Denkt  man  sich  zunächst  x  reell 
und  nimmt  für  a  eine  hinläuglich  kleine  reelle  Grösse,  so  wird  a 
positiv,  b  reell  oder  reiu  imaginär,  und  man  hat  daher  aus  (4) 
71  n  dq) 


r — 

,v         1  —  or.f 


]^1  —  2ax  -^-ct"        ,/        X  —  ax  —  a.  cos^ .  ]/a;'  —  1 
wenn   die  Quadratwurzel   auf  der  Linken   das  positive  Vorzeichen 
erhält.     Die  Entwickelung  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a  gieht, 
vermöge  (1),  wenn  man  die  Coefficienten  von  a"  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  setzt, 

(5)  . . .     nV\x)  =n  {x  -f  cos  cp .  |^.^^^^T)''  rfqp, 

0 

die  Gleichung  von  Laplace. 

Man  kann  nach  §  4,  S.  14  hei  hinreichend  gi'ossem  a  die  Qua- 
dratwurzel noch  immer  als  erzeugende  Function  der  Kugelfunction 
ansehen.     Macht  man 

3* 
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a  =  ax — 1         6  =  ayx'' — 1, 
uimmt  an,  es  sei  .r  positiv,  imd   denkt  sich   imter  a  eine  posi- 
tive Grösse,  so  wird  a  wiedernm  positiv,  und  man  hat 
71  r^  dq) 

yi  —  2ax-\-a^        y        ax— acosqi .  l^x"^—!  —  ! 
Setzt  man  in  der  Eutwiekelung"  nach  absteigenden  Potenzen 
von  a  die   Coefficienten   der    —  (n  -|- 1)'*^"  Potenz    einander  gleich, 
so  erhält  man  die  zweite  Form 

(5,a)...     nnx)=r— ^%=^^7^ 

,/       (x  -t-  cos  qp  •  }'x'  —  1)" +1 

für  positive  reelle  x,  also  die  wichtige  Gleichung'"-') 

f'  , r^  d(p 

In  jedem  der  beiden  Integrale  kann  offenbar  der  Theil 
a;  -f-  cos  y .  ^jx^  —  1  mit  er  —  cos  ^ .  ]^.r'  —  1  vertauscht  werden ;  inte- 
grirt  man  ferner  nach  (f  von  0  bis  2;r,  so  erhält  man  das  Doppelte 
des  Integrales  von  0  bis  n. 

Aus  (5)  lassen  sich  die  Reihen  {d)  und  [e)  des  §  5  ableiten. 
Setzt  man  wieder  x  =  cosö  und 

cosö  +  isiuöcosg)  =  (cos|ö -f-isinjÖ.e'V)  (cosiö-f-isin^ö.e''^'), 
so  wird  die  «'•"  Potenz  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  gleich 
dem  Produkt  der  beiden  Reihen 

cos"^^[l  +  Y0'tangj<9.e'y)+  ""^^"/^  (itang A6?.e'y)^-f  •••"] , 

cessio  [  1  +  y(«tangJ  0.6-«/')+  ^^^~^^(üangl^.e-'y)M--]- 

Das  von  qp  unabhängige  Glied  in  diesem  Produkte  wird  nach 
(5)  gleich  P"(cosö),  ist  aber  (offenbar)  gerade  die  rechte  Seite 
von  (rf). 

Die  Reihe  (e)  ergiebt  sich  aus  (5),  wenn  man  den  Ausdruck 
unter  dem  Integrale  nach   dem   binomischen  Lehrsatz  entwickelt. 


*)  Diese  Gleichung  findet  sich,  noch  verallgemeinert,  in  der  schon  früher  an- 
geführten Arbeit  von  Jacobi  im  Crelle'schen  Journal  Bd.  26  auf  S.  85.  Dass 
sie  im  wesentlichen  von  Euler  gegeben  sei,  erkennt  Jacob  i  daselbst  ausdrücklich 
an:  „Einer  meiner  jüngeren  Freunde  ....  hat  bemerkt,  dass  die  hier  zwischen  den 
bestimmten  Integralen  gefundene  Relation  in  der  Eul er' sehen  Formel  ....  enthalten 
ist."     Näheres  hierüber  findet  man  im  §  50. 
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und  beriicksicbtig-t,  class  für  ein  gerades  m 

r       m    ^  1.3.5...  (m-1) 

J  ^  2.4.6. ..m         ' 

0 

während  für  ein  ungerades  m  das  Integral  auf  der  Linken  Null  ist. 
01)}xleich  die  Aljlcilimg  der  Gleich.  (5)  an  Einfaclilieil  und  Strenge  uidils 
zu  wünschen  lässl,  so  soll  doch  hier  ein  zweites  Verfahren  erwähnt  werden, 
dessen  sich  Herr  M.  H.  Laurent  in  seinem  Memoire  sur  les  fouclions  de 
Legendre  (LiouviUe,  J.  d.  M.  3  Serie  p.  par  H.  Resal.  T.  I,  1875)  be- 
dient: Nach  einem  Salze  von  Caucliy  von  fundamentaler  Bedeutung  ist  V^'^^ix), 
als  CoefHcient  in  der  Entwickelung  von  T  nach  Potenzen  von  «,  gleich  dem 
Integrale 

-^  fl!(x''da, 

wenn  die  Integration  üher  einen  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreis 
ausgedeimt  wird,  dessen  Radius  kleiner  ist  als  cfC{x-\2_i x^ — 1).  Statt  des- 
selben nimmt  man  das  doppelte  Integral  üher  eine  die  beiden  Punkte  x^'^ x^ — 1 
verbindende  Linie.  Die  Berechtigung  zu  dieser  Vertauschung  würde  eine  ge- 
nauere Untersucimng  erfordern,  wie  in  allen  Fällen,  in  welchen  man  die  Peri- 
pherie, über  die  integrirl  wird,  bis  in  die  Punkte  ausdehnen  will,  in  welchen 
die  zu  integrirende  Function  discontinuirlich  wird.  Ist  dieselbe  einmal  nach- 
gewiesen, so  erhält  man  das  Integral  von  Laplace  sofort,  indem  man  über  die 
Gerade  integrirt,  welche  die  Punkte  x-\^ xr — 1  verbindet,  analytisch  ge- 
fasst,  wenn  man  für  a  die  Veränderliche  (f  durch  die  Gleichung 

a  =  a;  -f-  cos  y .  '^x^ —  1 
einführt  und  nach  cf  von   0  bis  n  integrirt. 

§  10.  Nach  (2)  ist  die  Kugelfunction  eine  ganze  Function 
ihres  Arguments  x\  dasselbe  gilt  von  dem  Integrale  auf  der  Rechten 
von  (5),  indem  dort  bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  cos  (p 
durch  die  Integration  die  ungeraden  Potenzen  von  cosg)  und  mit 
ihnen  von  ya;'— 1  herausfallen.  Besteht  die  Gleichheit  zweier 
ganzen  Functionen  für  alle  reellen  Werthe  der  Veränderlichen,  so 
findet  sie  allgemein  statt.  Ohne  dass  es  nöthig  wäre,  sich  der 
durch  kleineren  Druck  ausgezeichneten  Betrachtungen  im  §  4  zu 
bedienen,  findet  man  daher,  dass  die  Gleichung  (5)  für  alle 
reellen  und  imaginären  x  besteht.  Sie  kann  also, 
eben  so  gut  wie  (2),  als  Definition  der  Kugelfunction 
dienen,  und  indem  dies  geschiebt,  bat  man  diese  Function 
gerade  in  der  Art  verallgemeinert,  welche  im  §  3,  S.  6  angedeutet 
war,  so  nämlich  dass  ihr  eine  Bedeutung  für  beliebige  reelle 
und  imaginäre  Werthe  von  n  zukommt,  wobei  freilich  Eigen- 
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thümlichkeiten,  die  sie  für  ein  reelles  ganzes  n  besitzt,  verloren 
gehen. 

Dann  erhält  man,  wenn  n  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet,  für 
P\x)  noch  immer  eine  Reihe  wie  (2),  nämlich 

die  aber  nur  convergirt,  so  lange  c/<;^-c>l.  Ebenso  behalten  {d) 
und  (e)  ihre  Gültigkeit  so  lauge  die  Reihen  auf  der  Rechten  con- 
vergiren.  Für  n  =z  —  \  entsteht  ein  elliptisches  Integral.  Setzt 
man  nämlich 

X  -f-  ]'x''  —  1 
und  ist  k'  das  Complement  des  Modukis  A,  d.h.  kk\-k^k'  =  1,   so 
hat  man 

•^  (.c 4- cos ^ . |V  —  1)^  '  -^  yi— Fsin^|(/i 
Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  der  Satz,  den  die 
Gl.  (6)  enthält,  immer  gilt,  welche  reelle  oder  imaginäre 
Zahl  auch  m  sein  möge,  so  lange  nur  x  einen  positiven 
reellenTheilbesitzt.  Rein  imaginär  darf  x  offenbar  nicht  sein, 
weil  immer  und  nur  für  ein  solches  x  der  Nenner  j;4-cos^.]/j;^— 1 
bei  einem  Werthe  von  q)  zwischen  0  und  n  versch^^'indet.  Für 
ein  X  mit  negativem  reellen  Theile  endlich  kann  die  Gleichung 
nicht  gelten,  wenn  sie  für  positive  x  gilt;  der  einen  Seite  müsste 
dann  vielmehr  das  negative  Zeichen  vorgesetzt  werden.  Das  In- 
tegral auf  der  Rechten  ist  also  nur  dann  nP^^Xx),  wenn  x  einen 
positiven  reellen  Theil  besitzt ;  selbst  bei  einem  ganzen  positiven  w 
wird  es  für  ein  x  mit  negativem  reellen  Theile  —  7rP^"\j;),  und 
verliert  für  ein  rein  imaginäres  x  die  Bedeutung.  Seiner  Vermitte- 
lung  wird  man  sich  zur  Darstellung  von  tiP^^Xx)  aber  in  allen 
Fällen,  selbst  im  letzten,  bedienen  können,  da  P  als  ganze  Function 
continuirlich ,  also  die  Grenze  für  £  =  0  von  dem  Integrale  ist, 
durch  welches  P^"\£  +  x)  für  ein  positives  s  dargestellt  wird.  Wenn 
später  ein  allgemeineres  Integral  zu  behandeln  ist,  welches  gleich- 
falls für  ein  rein  imaginäres  x  seine  Bedeutung  verliert,  so  wird 
man  diesen  Fall  in  gleicher  Weise  als  Grenzfall  zu  betrachten 
haben.    Man  beachte  dies  z.  B.  im  §  47. 


S  10    6.  Verschiedene  Formen  der  Kugell'uiictiou.  39 

In  Betreff  der  Vieldeutigkeit  der  «•''"  Potenzen  mag  sogleich 
hier  bemerkt  werden,  dass  es  genügt,  die  Zeichen  derselben  für 
7]  =  0  und  ^  =  0  festzustellen,  indem  sie  dadurch  für  alle  Werthc 
von  0  bis  ti  gegeben  sind,  da  sie  nicht  durch  Null  gehen.  Wir 
setzen  fest,  dass  für  ?;  =  0  und  resp.  gp  =  0  die  Potenzen 

(x—Gosr].yx''—iy        (a;  +  coS9).]/a;*—  1)~" 
übereinstimmen. 

Dass  die  Gleichung  (6)  in  dieser  Allgemeinheit  besteht,  zeige 
ich  durch  eine  Substitution,  ^Yelche  derjenigen  nachgebildet  ist,  die 
Jacobi  bei  einer  ähnlichen  Gelegenheit ••'•■)  augewendet  hat;  es  ist 
dieselbe,  welche  bereits  im  §  8  vorkommt,  und  besteht  in  der  Ein- 
führung der  excentrischeu  Anomalie  statt  der  wahren. 

Zunächst  wird,  um  den  einfachsten  und  zugleich  häufig  vor- 
kommenden Fall  zu  erledigen ,  x  reell ,  positiv  und  grösser  als  1 
angenommen.  Man  führt  dann  für  q)  eine  neue  Variabelu  t]  ein 
durch  die  Gleichungen 

X  cosw  4-  Vx' — 1  .  sinop 

cos  t]  = ^-— ' —         —         sm  T]  = ^  ^ 

ic-f  cosqp.]  a;* — 1  x-{-co8q>.}x^ — 1 

1  1    _  ^<P 


X  —  cosr].]^x^ — 1  =  —  (It]  =  

X  -\-  cos cp.yx"^ — 1  X -{- G08  <p .  \  x'^ — 1 

mit  der  Bestimmung,  dass  für  q>  =  0  auch  t]  =  0  sei,  so  dass 
^  und  cp  zugleich  von  0  bis  n  wachsen.  Man  findet  dann,  un- 
bestimmt d.  h.  für  jedes  q) 

/(.-eos^.v'x^D'd,  =/(.  +  cos^Y?=Tn.  • 

also  für  (p  —  71  die  Formel  (6). 

In  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  also  x  zwar  einen  positiven 

reellen  Theil  besitzt,   im  übrigen  aber  völlig  beliebig  ist,  wird  die 

Substitution  zwar  imaginär;    ihrer  Anwendung    steht   aber   nichts 

entgegen. 

Beim  Gebrauche  der  imaginäreu  Tirösscu  (in,  vergl.  §  4  S.  11,  §  5  S.  16) 
hal  man  auf  folgende  Bemerkungen  zu  achten. 

1)  Zwei  Zahlen  x  und  —  haben  reelle  Tlieile  mit   gleichen,    imaginäre 
x 

mit  entgegengesetzten  Vorzeichen. 


*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  15:  Formula  transfoniiationis  integraliiim  de- 
finitorum  S.  11,  uo.  8. 
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Beweis.     Wenn  x  =  a  -\-bi,  so  ist 
1  a  —  bi 


2)  Wählt  mau  ]^x^ — 1  so,  dass  der  reelle  Theil  der  Wurzel  das  Zeichen 
des  reelleu  Theiles  von  x  hat,   was  nur  dann  nicht  geschehen  kann,   wenn  x 
reell  und  zugleich  kleiner  als   1    ist,  so  hahen  auch  die  imaginären  Theile  von 
x  und  }^x'^ — 1  gleiche  Zeichen,    Der  Fall  x  =  bi  ist  auszunehmen. 
Beweis.     Ist 

x^a-\-bi         ■\fx'^—i—p-\-qi, 
so  wird  der  imaginäre  Theil  von  x'^ 

2abi  =  2pqi. 
Hatten  a  und  p  gleiche  Zeichen,  so  gilt  daher  dasselhe  auch  von  p  und  q. 

Unter  yx^ — 1  werden  wir  im  Folgenden  diejenige  Quadrat- 
wurzel verstehen,  die  mit  x  das  gleiche  Zeichen  besitzt;  der  Sinn 
dieser  Festsetzung  ist  nach  S.  11   nicht  zweifelhaft. 

Die  Quadratwurzel  lässt  sich  durch  Einführung  der  elliptischen  Coordinaten 
(S.  16)  in  eine  Itequeme  Form  bringen.  Setzt  man  dazu,  indem  man  r  und 
]/r' — 1   positiv,  cp  zwischen  — rc  und  n  nimmt, 

X  =  a-{-bi  =:  rcoscp-\-isin(p]'r^ — 1, 
so  wird,  wenn  man   yx^ — 1   dasselbe  Zeichen  wie  x  giebt, 

yx^ — 1  =  cos  q).}'r'^ — 1  -\-irs'ni(p. 
Folgende  Formeln,  die  sich  hieraus  ergeben,  finden  mehrfach  Anwendung 
x-\-\x'' — 1  =:(r-\-'^r'' — l)(cos^-|"*sin^), 
x  —  ^x^—i  =  (r— ]/;•"— l)(cosg)  —  isin<jp), 
a;+l  ir'^— IXisincp  ,,,     .    /— — -.  ,    /-» — - 

^/x'—i  r+cosqp  ^   -'  -' 

Mit  Herrn  Carl  Neumann*)  drücken  wir  den  Inhalt  der  letzten  durch  den 
Satz  aus:  Der  geometrische  0  rt  aller  Punkte  a;  =  a -f- 6i,  für  welche 
cff(fC-\-  ]^x'' — 1)  constant  bleibt,  ist  eine  Ellipse  mit  den  Breun^ 
punkten  +1.  Der  coustante  Modulus  stellt  sich  als  Summe  der  grossen  und 
kleinen  Halbaxe  dar.  Die  Grenze  der  Werthe  a,  bis  zu  welcher  hin  oder  von 
welcher  an  man  Tim  §  4  (S.  13  u.  14)  nach  aufsteigenden  resp.  absteigenden 
Potenzen  von  a  entwickeln  kann,  ist  daher  die  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  r—yr"^  —  1  resp.  r-f-]'^?*' — 1- 

Ist  X  reell  und  >  1,  so  wird  r  >  1,   ^  =  0; 

„    „     „       „     <  1,  „      „      r  =  1; 

.  ,    n 

„    ,,       rem  imagmar,  ,,      ,,      ''>1'9>  =  IE'^" 


*)    Ucber  die  Entwickehnig  einer  Function  mit  imaginärem  Argument  nach  den 
Kugelluuctioneu.     Halle,  1862. 
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Der  grössle  Wertli,  deu  dCi^ — ]-c' — 1)  auuehmcu  kauu,  ist  daher  1. 
3)  Der  reelle  Theil  vou  x  ■\-  cos  ■»/> .  y  rc''' — 1    hat    das  Zeichen  des  reellen 
Theiles  vou  x,  wenn  \i)  einen  reellen  Winkel  bezeiclinet. 
Beweis.    Da 

{x + i'^^i){x — ix"—  1)  =  1 , 

so  haben  (No.  1)  die  reellen  Theile  von 

iC+]V— 1,  x—\x^—\ 

gleiche  Zeichen.     Diese  Theile  sind  (No.  2)  a -f- /?  und  a  —  />,  so  dass  />  al)- 
solul  kleiner  als  a  ist.     Daher  hat  der  reelle  Tlieil  von 

x-\-co%xp.  ^x'^—\.  =  a  +  pcosi^-f-K^  +  ^^^^V')' 
nämlich  a-\-fZQ%\p,  sicher  das  Zeichen  von  a. 


Es  sei  jetzt  .r  positiv.  Führt  man  für  das  auf  roelleni  Wege  von  0  bis 
71  wachsende  (f  durch  die  Subslilntion  auf  Seile  39  die  Grösse  r]  ein,  so  wird 
nach  1]  über  einen  Weg  ic  zu  integriren  sein,  der,  wie  in  der  Figur,  vom 
Anfangspunkte  7^  =  0  zw  rj  ^=  n  im  End- 
liclieu  führt,  ohne  sich  selbst  oder  die  Axe 
X  des  Reellen  zu  schneiden.  Ersteres  zeigt 
die  Formel 

(.c-f  cos^.j/a;'^— l)(x— cosj^.^a;^— 1)=  1, 
nach  der  zu  demselben  7^  nur  ein  (p 
(P  ^(p  ^71)  gehören  kann.  Letzleres  folgt 
aus  der  Gleichung 

sin  g)  =  smT]{x  -{-  cos  (f> .  \'X^ —  1), 
die  zeigt,  dass  t]  nur  dann  reell  werden 
kann,  wenn  ^  =  0,  oder  g)  =  71 ,  oder  endlich  wenn  x -{- cos g) .  y x' — 1 
reell  ist.  Dieses  findet  (und  zwar  für  jedes  cp)  immer  und  nur  in  dem  sclion 
oben  erledigten  Falle  statt,  dass  x  reell  und>l.  Es  kann  nämlich  j;-f"^'os^.|''a;'* — 1 
nur  für  einen  Werth  von  cos^  reell  werden,  da  b -\-(]  cos  qy,  wenn  mau  die 
Bezeichnungen  von  No.  2  benutzt,  nur  für  einen  Werlh  von  cos(p  vcrsclnviudel; 
damit  cos>^  reell  sei,  muss  auch  bcosq>-[-q  verschwinden,  also  b  :  q  gleich 
+  1   sein,   also   q)  gleich  0  oder  71. 

Der  Beweis  der  Gleichung  (6)  Jiestebt  darin,  dass  die  Berechtigung  dar- 
gethan  wird,  nach  t]  statt  auf  dem  Wege  w  auf  dem  reellen  Wege  c  von  0 
bis  71  zu  integriren.  Dies  ist  bekanntlich  fürjedesw  gestattet,  wenn  a;— cos  Ty.yiC^ — 1 
für  kein  tj  in  dem  durcli  v  und  w  eingeschlossenen  Theile  der  Ebene  ver- 
schwindet. Icli  werde  jetzt  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck  dort  einen  positiven 
reellen  Theil  behält. 

Am  Rande  w  ist  er  gleich  (x -{-cosq).yx''—i)~  ,  hat  also  nach  No.  3 
einen  positiven  imaginären  Theil;  am  Rande  v,  wo  t]  reell  bleibt  und  von  0 
bis  71  wäclist,  ist  er  gleichfalls  positiv,  folglich  überall  am  Rande.  Im  Innern 
kann  er  nur  verscliwinden,  wenn  auch  i\cr  reelle  Tlieil  vcrsciiwindet,  also  ein 
Minimum  besitzt,  welches  0  oder  negativ  ist.  Üies  kann  jedoch  nicht  eintreten. 
Setzt  man  nämlich 
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t^  =  s-{-Ki,         -P  =  cos((jf)  —  Qi),  -\/x^ — 1  =  hm((p  —  gi), 

A  =  cosficos^t,         B  =  icosq)siüQi,         C  =^  — isinqicosQi, 
so  wird  dieser  reelle  Theil 

=  ^  -["  Bcos£Costi-\-  CsiD£siuti. 
Soll  er  für  eine  Combinatiou  e,   C   ein  Minimum  haben,    so    sind   lür  dieselbe 
seine  Differentialquotienten  nach  e  und  ^  Null,  also 

ßsineeosCi — Ccosesiu^i  =  0, 
Csinfioos^i— ßcosgsinCt  =  0, 
woraus  l'olgl,  dass  sin  «cos  Ci  und  cosesint^i,  also  e  und  ^  Null  sind,  was  l'iir 
rj  den  Raudwerth  Null  gicbt.  Die  Determinaulo  BB — CC  kann  nämlich  nicht 
verschwinden,  ohne  dass  B  =  C  =  0,  da  BB  und  — CC  nicht  negativ  sind. 
Für  diesen  Fall  würde  der  ganze  zu  untersuchende  reelle  Theil  sich  auf  A  =:  i 
reduciren,  also  kein  Minimum  unter   1   besitzen. 

§  11.  Ein  Integral  von  neuer  Gestalt  hat  Diriclilet  für 
P\cosd)  unter  der  Voraussetzung  entwickelt,  dass  6  einen  reellen 
Bogen  (0<iO<:n)  bezeichnet.*) 

Die  heuristische  Methode,  um  zu  demselben  zu  gelangen,  be- 
steht darin,  dass  man  annimmt,  die  Gleichung  (1), 

T^^a»P"(cosÖ), 
deren  linke  Seite  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt,  habe  noch 
Gültigkeit,  wenn  auch  c//^a  =  1.     Setzt  man  a  =  cos^jp  +  isinqp,  so 
zerfällt  die  rechte  Seite  in  einen  reellen  Theil 

P^'\cos  6)  4-  cos  (f  P^'  \cos  ß)  +  cos  2(/)  P^'^(cos  ö)  +  •  •  • 
und    einen    imaginären,    der,   durch    Division    von   l    befreit,    die 
Sinusreihe 

sin  g)  P^'^(cos  6)  +  sin  2(p  P^'\cos  ö)  -f  •  • 
giebt.      Zerfällt    man    die    linke  Seite  gleichfalls  in   ihren  reellen 
Theil  R  und  den  imaginären  «S,   so  ist  R  gleich  der  oberen,  der 
Cosinusreihe,  iS  gleich  der  Sinusreihe  zu  setzen.     Nun  wird 

1  —  2a  cos  0  -{-a"^  =  2e'^(cos  q>  —  cosö); 
der  Ausdruck  in  der  Parenthese  ist  für  rp<:0  positiv,  so  dass  die 
Quadratwurzel  aus  demselben  gleich  wird 

e5'V]/2(cos (^  —  cos ö),  wenn  <p<.0, 

eMy+/i)y^2(cosÖ  — cos9>),  wenn  (p>0^ 
woraus  folgt: 


^ö" 


„ cos  jy j^ sin  1^ 

|/2(cos9)  —  eosö)  '  \'2{Q,o&q)  —  cos  G) 


iS9<&) 


R=--==^M=^-     S=  ""^^y  •     (<p>0). 

\  2(cos  d  —  cos(p)  ]^2(cos  ö  —  cos  9) 


*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  17,  S.  41. 
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Entwickelt  man  die  von  9)  =  0  bis  cp  —  n  gegebene  Function 
von  <jp,  die  R  resp.  S  heisst,  nach  Cosinus  resp.  Sinus  der  Viel- 
fachen des  Bogens  qp,  so  ist  also  der  Coefficient  von  cosncp,  resp. 
von  sinwqp,  wenn  «^1,  die  w""  Kugelfunction ,  deren  Ausdruck 
durch  ein  bestimmtes  Integral  in  diesem  Paragraphen  aufgesucht 
mrd. 

Fourier    lehrte    die    Coefficienten    solcher    trigonometrischen 
Reihen  durch  Integrale  darzustellen.     Soll  eine  Gleichung 
fW)  ==  2  «0  +  «1  t'os  (p  +  a,  cos  2(p-\---- 
-\-  6,  sin  (p  -f  b.,  sin  '2(p-\ — 
für  alle  Werthe  von  q>  zwischen  — n  und  n  bestehen,  so  findet  er 
nämlich  durch  Multiplicatiou  mit  cos  iicp  resp.  mit  sinwqp  und  Inte- 
gration nach  q>  von  —n  bis  n 


1     /'^ 
a„  =  —  /     f(q>)  cosfiq)  dcp 

— ,T 

6n  =  —  /    f{(f)  sin  n(f>  d(p. 


Ist  f{cp)  nur  von  0  bis  n  gegeben,  so  kann  man  tlenuoch  diese 
Formeln  anwenden,  indem  man  die  Function  auf  der  negativen 
Seite  in  willkürlicher  Art  fortsetzt.  Wählt  man  die  Fortsetzung 
so,  dass  f{(f)  =  f(~  cp)^  so  verwandeln  sich  die  obigen  Aus- 
drücke in 

2    /'  ^ 

a„,  =  —  /     f((p)  cos  mg)  d(p,         b„,  =  0, 

U 

wodurch  die  Reihe  in  eine  reine  Cosinusreilie  übergeht,  mau  näm- 
lich erhält 

fisf)  =  i^o  +  ^1  cos(jp-|-  «2  cos2^-l —  • 
Setzt  man  aber  f((p)  so  fort,  dass  f{—fp)  =  —f(fp)-,  so  findet  man 
«„  =:  0  und  die  Entwickelung 

f(^(p)  =  6,  sin  (f'  4-  6,  sin  29)-] — 

2    /•" 
b„  =  —  /     f{q))svü.n(p  d(p. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  den  Gang  der  Untersucliung  nicht 
unterbrechen,  um  hier  näher  darzuthun,  dass  diese  Ableitung  der 
Strenge  entbehrt*)  und  um  sie  durch  eine  andere  zu  ersetzen;  es 


*)    M.  vergl.  den  zweiten  Zusatz   zu  diesem  Kaijitcl. 
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ist  dies  uiclit  erforderlich,  da  wir  unser  schliessliches  Resultat  noch 
verificiren. 

Wendet  man  F  ouri  er's  Satz  auf  die  Entwickelung  von  R  und  S 
in  eine  Cosinus-  resp,  Siuusreihe  an,  so  muss  man  berücksichtigen, 
dass  f(q))  hier  nicht  im  ganzen  Intervalle  von  9)  =  0  bis  qp  =  tt 
durch  dasselbe  analytische  Gesetz  gegeben  wird,  sondern  durch 
eines  von  0  bis  ß  und  durch  ein  anderes  von  0  bis  n.  Daher 
hat  mau  das  Integral,  welches  zur  Bestimmung  der  Coefficieuteu 
dient,  in  eines  von  0  bis  ö,  und  eines  von  6  bis  tt  zu  theilen, 
darauf  in  das  erste  die  Werthe  von  R  und  S  aus  der  oberen,  in 
das  zweite  aus  der  unteren  Zeile  zu  setzen.  Auf  diese  Art  ent- 
stehen die  beiden  Formeln  von  Dirichlet  für  P 

,r-N  TT    T^n,         riN  f^GOSicpCOBHWdcp    ,       /"^  Sm^  W  COS Tiaxlo) 

(0...    ^5-^(cosö)=      /  — — -  -[-  I  —'- — - , 

-  ^     V2(cos^-cosö)     «^      i'2(cosö-cosqp) 

.-    X        TT  ,,„,       ^.  /'«^sin^Cjpsinwcpäfm   ,     /"'^cosAcpsin?iflDrf(/) 

(<,a)..  ^^P'(cosÖ)  =  — /      ,—  -^^  +  /      ,—  =^- 

^  ,Y     r2(cosqt)-cosö)    ^     y2(cosö-cos9)) 

Zu  erinnern  ist,  dass  man,  wie  die  Ableitung  zeigt,  in  (7)  für  w  =  0 
die  Hälfte  der  rechten  Seite  zu  nehmen  hat,  in  (7,  d)  aber  den 
Werth  ?<  r=:  0  überhaupt  ausschliessen  muss. 

Herr  Mehl  er  bildet  aus  diesen  Formeln  zwei  einfachere*) 

2  J    i/2(cos9-cosö)    /     ]/2(cosö-cos9))' 

wenn  0<ö<jt.     Man  erhält  dieselben,  wenn  man  (7)  und  (7,«) 
erstens  addirt,   zweitens  sie  subtrahirt  nachdem  man  n  mit  n-\-\ 
vertauscht  hat.     Dadurch  entstehen  die  beiden  Formeln 
^„  _    r^     cos(»4-i)ydy  /'^      sin(?^4-j)yrfy 

^        ]  2 (cos  9 —  cos  ö)       ^       v' 2  (cos  ö  — cos  9) 
^  _    r*^     c,os(n -\- ^)g)  dcp  /*'*     sin(n-f  ^)f/>  rftp 

,/        ]'2(cosqp  — cosö)       /       |^2(cos  ö  —  cos  7;) 
aus  denen    durch  Addition  oder  Subtraction   sofort  die  des  Herrn 
M  e  h  1  e  r  hervorgehen. 

Um  die  Formeln  (7)  und  (7,  a)  mit  Dirichlet  zu  verificiren, 
multiplicire  man  ihre  rechten  Seiten  mit  der  w'*'"  Potenz  einer  reellen 
positiven  Grösse  a,  die  kleiner  als  1  ist;  es  zeigt  sich,  dass  dieses 
Produkt  als  w'*'*  Glied  einer  convergenten  Reihe  angesehen  werden 

*)    Clebsch  uud  Neumanu,  Amuileu,  V.  13aud,  ö.  1-11. 
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kauii,  uud  dass  die  Summe  dieser  Reihe,  wenn  mau  die  rechte 
Seite  von  (7)  benutzt  und  von  /«  —  0  l)is  n  =  oc  summirt,  jedoch 
füv  n  =0  die  Hälfte  nimmt,  sicli  in  (1 — 2a  cos^ -f- a")~i  verwan- 
delt, wenn  man  aher  von  (7,  n)  aus:2:eht  und  von  ii  =  \  bis  w  =  a:- 
summirt,  in  dasselbe  wenii^er  1  übergeht,  wodurch,  vermög:e  der 
Gleichung  (1),  die  Formeln  (7)  und  (7,  a)  bewiesen  sind. 

Bezeichnet  man  das   erste  Integral   in  (7)  durch  /?„,  so  ist 

die  lieihe 

(a)  ...     -R^  4- «ß, -f  «'/?., -I-... 

convergent.      Die  Summe    der    ersten  Glieder    bis   zu   dem  mit  a" 

multii)licirten  incl.  wird  nämlich 


r 


1^. ^    Q  -f- «  cos  <;p  +  •  •  •  +  a"  cos  n<f). 

„         ]  2(cos^  — cosö) 

Durch  Summation  der  unter  dem  Integralzeichen  befindlichen  end- 
lichen Reihe  erhält  man,  dass  der  vorstehende  Ausdruck  sich  von 


1— «^     /''^  cos^(jp  d(p 

(cos  9  — cos  Ö)      1— 2acos(jP  +  a' 


^        «/  1  9 

um  das  Integral 

^   j    r^  cosiqp  cosw+1^  ~  «coswqp 

;/       ] '2  (cos  9)- cos  ö)         1-2«  cos  7)  +  «-'        ^ 
unterscheidet,    welches    mit    wachsendem  n    zu    Xull    converg-irt. 
Denn  der  Ausdruck  unter  dem  letzten  Integrale  ist 
I     1-fa  ao^\(pdq) 

^^  (!-«)'■'       l'sin'^Ö^^siu^  ' 
daher  das  Integral  selbst 

n       l-f-a 

^'^  (i-«r ' 

Hieraus  folgt,  dass  (6)  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  (<;)  ist. 
Vermittelst  der  Substitution 

sin  495  =  csin^Y?,         z  =  cosi/;, 
welche  man   zur   Ausführung  des  vorigen   Integrales  anzuwenden 
pflegt,  findet  mau  für  (6) 


^r 


dxp 


(1  -  ay  cos'yj  -f-  (1  —  2a  cosö  +  «')  siu'  i// 
oder  endlich 


4     |/l-2acos^  +  «-* 
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Aus  dem  zweiten  Integrale  in  (7)  bildet  man  in  ähnlicher 
Art  eine  Reihe,  deren  Summe 

1  —  a'      r^^  sin^qp d^ 

2       J      ]/2(cosö  — cosg))      1  —  2«  cos  9  +  «' 
ist;    diese  verwandelt  sich,  indem  man  n—(f  statt  (p  setzt  in  einen 
Ausdruck  der  aus  (6)  entsteht,  wenn  man  darin  a  mit  — «  und  d 
mit  71  — d  vertauscht,  d.  h.  in 

n  1  —  of 

4      )/l  — 2acos<9  +  a' 
Indem  man  dies  zu  (c)  hinzufügt,  erhält  man  in  der  That  ^^tcT. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  verificirt  man  (7,  «).     Man  multiplicirt 

wiederum  die  rechte  Seite  mit  «",  summirt  nach  n  von  1  an,  und 

betrachtet  gesondert    den  Theil,    welchen   das  erste  Integral  von 

(7,  a)  zur  Summe  liefert,  und  den,  welcher  vom  zweiten  herrührt. 

Der  erste  ist 

'  Olli    I  (t) 

1^,    ^  —^    (asin<jp  +  a'sin2(3P  +  .-)rfqP, 

,j         ■|/2(cos9)  —  cosC/) 

oder,  wenn  die  Sinusreihe  bis  zum  w**""  Gliede  summirt  wird,  nach 
dem  Uebergange  zur  Grenze  («  =  00), 

/^  sin  ^ff)  a  sin  tp  dcp 

y         y2(cos9— cosö)         1— 2acos»jP+a' 

Da  aber  die  Identität  besteht 

asinasin^QP  .        .  .       (1  —  aY  Gosicp 


-/' 


1  —  2acosqp-fa'^         2        2-r      2     ^ — 2acos9)  +  «' 
andelt  sich  das  letzte  Integral  in 
TT  1  —  a  ,    /'^       cos^^'rfqp 


4      |/l— 2acosö-f  a'  ,/    ]/2(cos(jp — cosÖ) 

worin  man   noch   das  zweite  Glied  mit  seinem  Werthe   — r-     ver- 

4 

tauschen  kann. 

Der  zweite  Theil  ergiebt  sich  aus  dem  ersten  durch  Ver- 
tausehung  von  a  und  d  mit  — a  und  n — 0. 

Durch  Addition  beider  Theile  und  Hinzufügung  von  ^nP^'  ent- 
steht die  Function  inT^  wodurch  streng  bewiesen  ist,  dass 
die  rechten  Seiten  von  (7)  und  (7,  a),   mit  den  angegebenen 

Modificationen  für  n  =  0,  wirklich  P''(cos  0)  darstellen. 

Die  erste  von  den  Gleichungen  (7,  6)  erhält  Herr  Laurent  durch  das 
am  Schhiss  des  §  9  erwähnte  Verfahren,   indem  er  die  kritischen  Punkte,   welche 
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hier  cosO^is'md  sind,  durch  den  Bogen  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  ver- 
bindet,   dessen  Mitielpunivt    im  Anfangspuniae  liegt,    also   a  =  cos«) -}- i sing) 
-setzt  und  nach  tp  von  — 0  bis  0  integrirt.    Auch  hier  ist  ein  besonderer  Be- 
weis für  die  Berechtigung  des  Verfahrens  erforderh'cli. 

§  12.  Aus  dem  §  2  der  Einleitung  S.  5  ging  hervor,  dass 
P\x)  die  Losung  einer  Differentialgleichung  sei.  Auf  die- 
selbe führte  eine  allgemeinere  partielle  (a)  naturgemüss,  wenn  man 
mit  Laplace  von  dem  Allgemeineren  zum  Speciellen  herabstieg. 
Bei  dem  Gange,  der  hier  gewählt  ist,  leiten  wir,  wie  es  auch  bei 
Legendre  geschieht*),  die  specielle  Gleichung  direct  ab.  Dies 
gelingt  u.  a.  auf  folgendem  Wege:    Man  setzt 


1  ,/ 


woraus  folgt 


}  1  — 2aa; -)-«■, 


dx  dx^ 


da  da' 

so  dass  man  die  Gleichung  erhält 

in  welche  wieder  T  für  z,  und  zwar  dadurch  eingeführt  wird,  dass 
man  sie  nach  x  diflferentiirt  und  — aT  für  6z: dx  setzt.  Dadurch 
entsteht  die  partielle  Differentialgleichung  für  T 

(1— j^O-;,^— 2.C-— -f-a--^-^  =0. 
ox  dx  da 

Setzt  man  für  T  die  Reihe  ^a"P"(^),  und  beachtet,  dass  die  linke 
Seite  der  Differentialgleichung  eine  nach  Potenzen  von  a  geordnete 
Reihe  wird,  die  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  jedes  Glied 
für  sich  versch^vindet,  so  findet  man  dadurch,  dass  man  das  w''" 
Glied  gleich  Null  setzt,  die  Differentialgleichung  der  Kugel- 
function 

(8)  ...     (^i-  x')^^^^^  —  2x  ^^^^^  +  n{i,  U)P^"\x)  =  (). 
^       dx  dx 

Diese  lässt  sich,  weil  sie  der  zweiten  Ordnung  angehört,  voll- 
ständig integriren  sobald  zwei  verschiedene  partikuläre  Lösungen 
bekannt  sind.     Eine  von  ihnen  P^"\.r)  ist  eine  ganze  Function  n^''" 


")    Exercices  T.  II,  p.  257,  No.  133. 


48  I    Theil.     Erstes  Kapitel.  §  12,  8. 

Grades;  eine  zweite  wird,  wie  mau  aus  der  allg-emeinen  Tlieorie 
der  Differentialg-leiclumgeu  ohne  IJecliuuug'  erkennt,  wie  sich  aber 
auch  si)äter  bei  der  wirklichen  Ermittelung  der  Lösung  zeigt,  an 
zwei  Stellen,  für  x  =  +1,  logarithmisch  unendlich.  Jede  im  End- 
lichen endliche  Lösung  von  (8)  kann  sich  daher  von  P^Oc) 
nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

Aus  (8)  geht  hervor,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
P\x)  =  0  sämmtlich  ungleich  sind.  (M.  vergl.  §  7.)  Denn 
wären  mehrere  Wurzeln  gleich  derselben  Grösse  a,  wo  a  sicher 
nicht  1  ist  (§7,  S.  21),  so  würde  für  x  =  a  nicht  nur  PXx)  selbst, 
sondern  auch  der  erste  Differentialquotient,  in  Folge  dessen,  Avegen 
(8),  auch  der  zweite  verschwinden.  Ditferentiirt  man  (8)  eine  An- 
zahl von  V  Malen  hintereinander  nach  a-,  so  entsteht 

woraus  folgen  würde,  dass  alle  Difterentialquotienten  von  P"  für 
a;  =  a  verschwinden,  also  auch  der  n'"^  der  doch  offenbar  eine 
von  0  verschiedene  Constante  ist. 

Von  (8)  kann  man  durch  Einsetzen  eines  Ausdrucks,  wie  er  im  §  1  (hu-cli 
cosy  bezeichnet  wurde,  nämlich  von 

X  =^  acosd  -\-  b sin  0 cos ip  -f '  c sin  ösin ip 

zu  der  partiellen  Diflereutialgl.  (a)  auf  S.  4  gelangen,  wenn  a''-\-b'-\-c^  =^  1. 
Man  hat,  sobald  eine  Grösse  x  von  anderen  0  und  ijj  abhängt, 

d'P  ,  aP        1      d'P  _  d'Pr/dx\' 

^  H-^-otgt^  öö  +sin^ö  dip'  ~  dx'  l^doy  '^' 

_jLri:^Vi  L^^r^j     /)^:^  ^1 

sm'd\dipJ  J  +  dxlde'  +'''*^^^'  dd  ^  sin'(?  dip'}' 

f)p 

Der  Faclor    von  — —  zieht  sicii  zu   — 2x  zusammen;   ferner  ist 

äx 

du 


id  difj 


—  bsiüip  -f-  ccosi// 


so  dass 


Ist  mm  a'^ -l- b'^ -{- c'' =  1,  so   wird   denmach  die  Gleichung  erhalten 
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jap«  ,^2pJi 


Die  Gleichung  (8)  wird  im  Folgenden  bei  vielen  Untersueliungen 
entweder  in  der  ursprünglichen  Form  auftreten  oder  nach  Ein- 
führung einer  neuen  Veränderlichen  statt  x.  Ich  stelle  einige  häufig 
vorkommende  Formen  zusammen. 

Die  ursprüngliche  Gleichung,  von  der  ein  Integral  z  =  PXx)  ist 

geht  durch  die  Substitution  x  =  cosö  über  in 

(6)...     rfgT  +  cotgö^  =  ^5^^(;smög^)  =  -<„  +  l),., 
sie  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  q  =  '^x^ — 1  in 

die  Form,  welche  bei  Lame  vorkommt*),  auf  deren  Zusammen- 
hang mit  den  Kugelfunctionen  ich  hinwies**).  Von  besonderer  Be- 
deutung ist  die  Einführung  der  Grösse  |,  die  schon  S.  18  geschah 
für  a;,  welche  durch  die  Gleichungen  erfolgt 

^  =  ar  — }/^^=T,         ~-  =  x  +  }^x'—l, 

2x=~+^,  2l/P=l  =  ^-^. 

Im  allgemeinen  ist  es  zwar  unerheblich,  welches  Zeichen  man  der 
Quadratwurzel  ertheilt;  des  bestimmteren  Ausdrucks  halber  wollen 
wir  aber  das  Zeichen  (S.  40)  so  feststellen,  dass  '^x'' — 1 
das  Zeichen  von  x  erhält;  also  ist  c/^^  im  allgemeinen 
kleiner   als  1,    nur   dann   gleich  1,   wenn   x   ein    echter  Bruch 


*)  Liouville,  Journal  de  Mathematiques,  T.  IV:  Sur  l'equilibve  des  temp^- 
ratures  dans  les  corps  solides  homogenes  de  forme  ellipsoidale,  concemant  particu- 
lierement  les  ellipsoides  de  revolution,  p.  301. 

**)  Dissertatio  inauguralis:  De  aequationibus  nonnullis  difFerentialibus,  Berolini 
1842  und  Grelle,  J.  f.  Math.  Bd.  26:  Ueber  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle 
Differentialgleichungen  führen. 

Heine,  Theorie  der  Kiigelfuiictioneii.     2.  Aufl.  ^ 
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wird.  (Für  §  23  sind  diese  Festsetzungen  von  Bedeutung).  Geo- 
metrisch lässt  sich  demnach  die  Beziehung  von  x  zu  ^  so  ausdrücken, 
dass  durch  |  die  Ebene  der  x,  mit  Ausnahme  der  endlichen  Ge- 
raden, welche  die  Punkte  — 1  und  +1  verbindet,  eindeutig  und 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  das  Innere  des  Eiuheitskreises 
abgebildet  wird,  während  den  Punkten  jener  Geraden  selbst  die 
halbe  Peripherie  entsprechen  würde. 

Durch  Einführung  von  ^  geht  (8)  in  die  Gleichung  über 

(rf) ...  r(i-io-^_2|^-^-<n+i)(i-r).  =  o, 

welche  selbstverständlich  bei  Vertauschung  von  |  mit  ^~^  un- 
geändert  bleibt. 
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A.    Eisenstein's  Satz.    (M.  vergl.  S.  16.) 
(a)  Soll  die  Reihe 

mit  rationalen  Coefficienten  c  Wurzel  einer  algebraischen  Glei- 
chung sein,  so  muss  eine  solche  Zahl  x  existiren,  dass  die  Coeffi- 
cienten von  xy  nach  Vertauschung  von  x  mit  einem  gewissen 
ganzen  Vielfachen  von  x  in  ganze  Zahlen  übergehen. 

Diesen  Satz  beweise  ich  zuerst  unter  der  Voraussetzung,  die  Eisenstein 
offenbar  machte,  dass  t/ einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen,  oder 
was  dasselbe  ist,  ganzen  Zahlcoefficienten  genügen  soll*),  und  zeige  zweitens, 
dass  jede  Reihe  y  mit  rationalen  Coefficienten  c,  welche  die  Wurzel  einer 
beliebigen  algebraischen  Gleichung  ist,  auch  einer  solchen  mit  ganzen 
Coefficienten  genügt.     Schliesslich    wird   der  Satz   auch    noch    in  der  Richtung 


*)  Im  Eingange  meines  zweiten  Beweises  dieses  Satzes,  im  Grelle 'sehen  Journal 
Bd.  48,  aus  dem  Jahre  1S54,  findet  sich  eine  irrthümliche  Angabe,  worauf  ich  erst 
sehr  spät  aufmerksam  gemacht  wurde.  Eisenstein  hat  nicht  nur,  wie  ich  dort  er- 
wähne, angegeben,  dass  die  c  in  den  Nennern  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 
Primzahlen  enthalten  dürfen ,  wenn  y  einer  algebraischen  Gleichung  genügen  soll, 
sondern  auch  ausdrücklich  gesagt,  dass  durch  die  erwähnte  Vertauschung  die  Nenner 
fortfallen  müssen.  Nachträglich  füge  ich  hinzu  (März  1877),  dass,  wie  ich  aus  einer 
gefälligen  Zusendung  des  Herrn  Hermite  ersehe,  Herr  H.  J.  S.  Smith  die  Angabe 
in  einer  Kote  zu  der  Abhandlung:  „Sur  un  Theoreme  d'Eisenstein.  ParM.  Her- 
mite" bereits  berichtigt  hat. 


,  Eisenstein's  Satz.  51 

erweitert,  dass  er  sich  auf  algebraische  Functionen  von  einigen  Transcendenten 
bezieht. 

(6)  Da  y  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  sein  soll,  so  niuss  y  auch 
einer  solchen  genügen,  welche  keine  gleichen  Wurzeln  besitzt.     Diese  sei 

f(x,y)  =  Ay^+By>-'  +  -  +  Iy-'+Ky  +  L  =  0, 
wenn  A,  B,   etc.  ganze  Functionen  von  x  mit  ganzzahligen  Coefficienten  vor- 
stellen, die  keinen  allen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  dass  also  auch  /(0,j/) 
nicht  identisch  Null  ist.     Macht  man 

y       =0o     +xy^, 

y,      =c.     +^2/2' 


yn-l  =  Cn-1  +  ^J/n» 

so  kann  man,  durch  Einsetzen  dieser  W^erthe,  successive  die  Gleichungen 
bilden,  welchen  die  Grössen  t/, ,  y^,  etc.  genügen;  jede  ist  von  derselben 
Form  imd  demselben  Grade  v  wie  die  ursprüngliche,  besitzt  gleichfalls  ganz- 
zahlige Coefficienten,  und  man  darf  wiederum  wie  oben  voraussetzen,  dass  die 
Ausdrücke  für  a;  =  0  und  ein  beliebiges  y    nicht  identisch  verschwinden. 

(c)  Für  a;  =  0  kann  von  einem  gewissen  Werthe  des  Index  n  an  jede 
dieser  transformirten  Gleichungen  nur  einen  endlichen  Werth  von  y„  liefern, 
während  die  übrigen  v — 1  Wurzeln  unendlich  werden,  weil  nicht  zwei  Wurzeln 
von  f(x,y)  =  0  in  ihrer  ganzen  Entwickelung  übereinstimmen.  Solclie  Glei- 
chung heisse  eine  reducirte;  kann  man  den  Beweis  des  Satzes  für  jede 
Reihe  t/„  füliren,  w'elche  einer  reducirten  Gleichung  genügt,  so  ist  der  Satz 
auch  für  die  ganze  Reihe  y  bewiesen. 

Es  sei  deshalb  die  vorliegende  Reihe  selbst  die  Wurzel  einer  reducirten 
Gleichung;  da  dieselbe  für  a;  =  0  nur  einen  endlichen  Werth  von  y  giebt, 
so  müssen  die  ganzen  Functionen  A,  B,  etc.,  J,  für  x  =  0  verscliwinden ; 
würde  auch  Ä"  Null  sein,  so  wäre  auch  L  =  0,  und  die  Coefficienten  A,  etc., 
L  wären  nicht  von  einem  gemeinsamen  Factor  befreit.  Daher  verschwindet 
K  nicht  für  a;  =  0,  und  man  hat  daher 

A  =  (X^X-\-(X^x'*-{-"^ 

B=        ß^x+ß,x'-{-- 


K  =^  x-\-x,x-\-  yc^x'^-\ 

L  =^  X^X^x-\-X^x^-\ 

wenn  die  a,  ß,  etc.  X  ganze  Zahlen   oder  Null   vorstellen ;    x    ohne  hidex  ist 
sicher  nicht  Null,  während  k  ohne  Index  auch  Null  sein  darf 

Anmerk.  Wenn  A,  B,  etc.  /  sich  für  a;  =  0  auf  Zahlen  a,  ß,  etc. 
I,  reducirten,  die  nicht  Null  sind,  so  wäre  es  dennoch  möglich,  dass  die  Glei- 
chung 

ay^  +  ßy''-^-]--'  +  ^y  +  X  =  0 

nur  eine  Wurzel  liefert,    wenn   sie  nämlich  nur  gleiche  Wurzeln  enthält;    sie 
würde  aber  nicht  den  Charakter  einer  reducirten  besitzen,  die  für  a;  =  0  eine 
endliche  Wurzel  (welche  auch  Null  sein  kann)  aber  v — 1  unendliche  geben  muss. 
(d)  In  die  reducirte  Gleichung 

4* 
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setze  man  den  Werth 

ein,  ordne  nach  Potenzen  von  x,  und  setze  den  Coefficienten  einer  jeden  Potenz 
fiir  sich  gleich  Null.     Ohne  Beschränkung    der  Allgemeinheit    kann    man   sich, 
nur  des  hequemern  Ausdrucks  halher,  Cq  als  ganze  Zahl  vorstellen. 
Der  Coefficient  von  x^  giebt  dann 

so  dass  xc,  eine  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  Cj  nur  den  Nenner  x  haben  kann.  Es 
lässt  sich  schliesslich  durch  vollständige  Induction  zeigen,  dass  c„tX"'  eine  ganze 
Zahl  wird.  Ist  dias  bis  zu  einem  bestimmten  Werthe  m  bewiesen,  —  und 
es  gilt  für  m  =  1  —  so  gilt  es  auch  für  m-\-i.  Zu  dem  Coefficienten  von 
^m+i  geben  nämlich,  da  A,  B,  etc.  /  kein  von  x  freies  Glied  besitzen,  aus 
Ay"*,  By^'^~^,  etc.  ly"^  nur  diejenigen  GUeder  in  der  Enlwickelung  der  Po- 
lenzen  von  y  einen  Beitrag,  welche  höchstens  mit  x^'  multiplicirt  sind.  Haben 
die  Grössen  c^x,  c^x^,  etc.  c^x"^,  resp.  die  erste,  zweite,  etc.  m^^  Potenz  von  x 
im  Nenner  (Annahme),  so  kann  auch  dieser  Beitrag  höchstens  die  m*^  Potenz 
von  X  im  Nemier  enthalten.  Ferner  giebt  Ky  einen  ähnlichen  Beitrag  ver- 
mehrt um  xc„i+i,  endlich  L  den  Beitrag  ^„^4-1.  Es  ist  daher  xc^+i  vermehrt 
um  eine  Summe,  die  keine  höhere  als  die  m*^  Potenz  von  x  im  Nenner  hat, 
gleich  0;  also  enthält,  wie  zu  zeigen  war,  c^+i  keine  höhere  als  die  w-j-l'^ 
Potenz  von  x  im  Nenner. 

(e)  Die  Methode  des  Beweises  verschafft  auch  dann  interessante  Resultate, 
wemi  A,  B,  etc.  L  nicht  ganze  Functionen  von  x,  sondern  selbst  unendliche 
Reihen,  und  die  a,  ß,  etc.  X,  nicht  mehr  ganze  Zahlen  sind.  Man  findet  dann 
folgende  Zusätze  zum  Eisenstein'schen  Satze:  Wenn  eine  Reihe 

y  =  o,  +  c^x-]rC^x'-{-"' 
der  Gleichung 

genügt,  so  existirt  eine  Zahl  x  von  der  Beschaffenheit,  dass  xy  nach  Vertau- 
schung von  X  mit  xx  keine  anderen  Irrationalitäten  enthält,  als  diejenigen, 
welche  in  den  a,  ß,  etc.  vorkommen,  und  ganze  Potenzen  dersellien. 

Sind  aber  die  a,  ß,  etc.  rationale  ZaUen,  so  müssen  auch  die  c  rationale 
Zahlen  sein;  nach  der  erwähnten  Vertauschung  bleiben  in  xy  nur  solche  Nenner, 
welche  in  den  a,  ß,  etc.  vorkommen  und  Potenzen  derselben. 

So  kann  z.  B.  eine  Reihe  y,  in  deren  Coefficienten  c  alle  Primzahlen 
von  der  Form  4«-|-3  vorkommen,  nicht  die  Wurzel  einer  algebraischen  Glei- 
chung sein,  deren  Coefficienten  A,  B,  etc.  solche  ganze  Functionen  oder  un- 
endliche Reiiien  sind,  welche  Zahlen  a,  ß,  etc.  enthalten,  die  als  Nenner  nur 
Primzahlen  von  der  Form  4w-|-l   besitzen. 

(/")  Wir  geben  nun  zu  der  ersten  im  §  a  angegebenen  Erweiterung 
des  Eisenstein'schen  Satzes  über.  Die  Function  f(x,  y^  soll  also  nicht  mehr 
ausschliesslich  rationale  Zahlen  a,  ß,  etc.  als  Coefficienten  haben.  Sie  zerfalle 
dann  in  ein  Aggregat  von  (iliedern  gx"^y'^,  wenn  m  und  n  ganze,  die  g  ra- 
tionale und  irrationale  Zaiden  vorstellen.  Von  den  g  mögen  g^,  g^,  etc. 
g„  irrational   sein,   die  übrigen  rational;   dann  bat  /"(.r,  ?/)  offenbar  die  Form 
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wenn  die  xfj  ganze  Functionen  von  x  und  y  mit  ralionalen  Coefficienlen  be- 
deuten. Sollten  zwischen  g^,  g.^,  etc.  g^  und  rationalen  Grössen  a^,  a, ,  etc. 
a„  eine  Gleichung  bestehen 

«O+Wlf/iH \-Ctn9n  =  0 

ohne  dass  alle  a  Null  sind,  so  würde  sich  eine  der  Grösse  g,  z.  B,  </„  eliuii- 
niren  lassen,  und  daher  f(^x,  y)  die  Form 

^0  +  ^.^1  +  92^2+  •••-!- 9«-l^«-l 

erhalten,  in  welcher  die  d-  solche  ganze  Functionen  von  x  und  ij  mit  ra- 
lionalen Coefficienten  wie  die  \p  sind.  So  fahre  man  mit  der  Rcduclion  fort, 
bis  entweder  keine  irrationalen  g  übrig  bleiben  oder  doch  nur  solche,  zwisclien 
denen  keine  lineare  Gleichung  von  der  obigen  Form  stattfindet.  Es  lässt  sich 
daher  f(x,  y')  in  eine  Summe  von  der  Form 

f=  V^o+ö'iV^i+^.V'aH Vgm^p.u 

zerlegen,  in  der  die  xp  die  frühere  Bedeutimg  haben,  und  die  irrationalen 
Zahlen  g  keiner  linearen  Gleichung 

aü+«if7i  +  «2  9'2+"-  +  «'«^-  =  0 
mit  rationalen  Coefficienten  a  genügen,  ohne  dass  die  a  sämmtlich  Null  sind. 
(g)  Soll  nun 

eine  Wurzel  von  f  =z  0  sein,  während  die  c  rationale  Zahlen  vorstellen,  so 
muss  f(x,  1/)  verschwinden,  wenn  man  für  y  jene  Reihe  einsetzt.  Dadurch 
möge  sich  ergeben 

^0  =  «o+/^o^'+ri^'+-- 

Vi    =«l+/^l^  +  y2^'+••• 
W0  die  a,  ß,  y,  etc.  offenbar  rationale  Zahlen  vorstellen.      Es  muss  daher 
f(-'^>  y)  =  («0  +  «1  fi'i  H f-  Cim9n?) 

-\-(Yo+yi9r'\r--  +  rm9'n)x^ 
4- 

für  alle  Werlhe  von  x  verschwinden,  was  unmöglich  ist,  wenn  nicht  sänmil- 
liche  a,  ß,  y,  etc.  Null  sind,  d.  h.  wenn  nicht  y  eine  Wurzel  aller  Gleichungen 
ip^  =  0,  ip^  =  0,  etc.  also  gewiss  von  einer  dieser  Gleichungen  ist.  Jede 
solche  Gleichung  ist  ai)er  eine  algebraische  mit  rationalen  Zahlcoefficienten. 

B.     Trigonometrische  Reihen.     (M.  vergl.  S.  43.) 

(a)  Durch    die   Arbeiten   von  Dirichlet*)  steht  fest,    dass    eine    stetige 
Function  f(x),  die  für  alle  reellen  Wertiie  von  x  zwischen  — n  und  n  will- 


*)  Grelle,  Journal  f.  Matli.  Bd.  4,  S.  157 — 169:  Sur  la  convcrgence  des  s^ries 
trigononictriques  etc.;  ferner  Dove,  Repertorium  clor  Physik,  Bd.  1,  S.  152 — 174: 
Ueber  die  Darstellung  ganz  willkührlicher  Functionen  durch  Sinus-  und  Cosinus- 
reihen. M.  vergl.  auch  in  Cr  eile's  Journal  f.  Math.  Bd.  17,  S,  54 — 56  der  Ab- 
handlung: Sur  les  series  dont  le  terme  ge'ncral  depend  de  deux  angles;  Addition  au 
memoire. 
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kürlich  gegeben  ist,  die  ferner  nur  eine  angebbare  Anzalil  Male  vom  Wachsen 
zum  Abnehmen  übergeht,  innerhalb  dieses  Intervalles  durch  eine  Fourier'sche 
Reihe  dargestellt  werden  kann,  d.  h.  durch  eine  trigonometrische  Reihe 

(1)...     ^«p-j-ct,  cosa;  4- «2^08  20? -j 

-\-b^  sinrc-f-^a  sin  2a; -1 , 

in  welcher  die  Constanteu  a  und  b  die  Werthe  besitzen 

1     /'^  1     /'^ 

(1,  a)  ,  ,  ,     a„  =  — /     f(x)cosnxdx       bn  =  —  /     f(x)smnxdx. 

Fällt  die  eine  Bedingung,  die  der  Stetigkeit  fort,  nicht  aber  die  der  End- 
lichkeit, und  ist  die  Function  von  x  =^  — n  h'xs,  x  =  n ,  die  Grenzen  +7i 
eingeschlossen,  willkürlich  gegeben,  so  stellt  die  Reihe  nur  insofern  f(x) 
dar,  als  man  auf  eine  Uebereinstimmung  der  Reihe  mit  der  Function 
in  der  endlichen  Anzahl  von  Unstetigkeitspunkten  und  in  den 
Punkten  +7r  verzichtet.  Die  Reihe  nimmt  nämhch,  nach  Dirichlet's 
Beweis,  für  jedes  x  zwischen  — n  und  -\-n  den  völlig  bestimmten  Werth 
^  [f{x  -\-  0)  +  f{x  -  0)]  an  und  h  \f(n  —  0)  +  /"(—  n  +  0)]  für  a;  =  +  tt, 
wenn  man  durch  /"(ai+ö)  die  Grenze  bezeichnet,  welcher  f(x^z>)  zustrebt, 
während  die  positive  Grösse  z  sich  der  Null  nähert. 

Dirichlet's  Methode  reicht  auch  hin,  um  zu  zeigen,  dass  in  dem- 
selben Sinne  die  Reihe  nocli  gleich  der  Function  /"(a;)  wird,  wenn  die 
Function  noch  dazu  an  einzelneu  Stelleu  in's  Uneudliclie  geht,  vorausgesetzt,  dass 

/  f(x)  dx  endlich  und  continuirlich  von  x  =  — rc  bis  x  =  n  bleibt.    (Man 

vergl.  Grelle  J.  f.  M.  Bd.  17,  S.  55.) 

Ferner  ist  auch  die  Reihe,  in  demselben  Sinne,  gleich  der  Function, 
wenn  f(x)  in  der  Umgebung  einzelner  Punkte  unendlich  oft  vom  Wachsen 
zum  Abnehmen  übergeht  und  umgekehrt,  oder,  wie  man  sich  auszudrücken 
pflegt,  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat.  Der  Ausdruck  „in  der  Um- 
gebung" ist  hier,  wie  üblich,  so  zu  fassen,  dass  man  die  betreffenden  Punkte 
durch  beliebig  kleine  festzuhaltende  Stücke  einschliesst.  Ausseriialb  dieser 
Stücke  soll  die  Anzahl  der  Maxima  und  Minima  endlich  bleiben. 

Die  Untersuchung  über  den  Werth,  welchen  dann  die  Reihe  in  den  kri- 
tischen Punkten  selbst  darstellt,  hat  den  Scharfsinn  der  Mathematiker 
beschäftigt.    Die  völlig  continuirliche  Function  f(x),  welche  zwischen  x  =  —  n 

1  1 

und  X  =  7C  gleich  gesetzt   wird   a;  cos — ,   für   x  =  0  aber,  wo  a;cos  — 

X  X 

keine  Bedeutung  hat,  gleich  Null,  lässt  sich  in  eine  Fourier'sche  Reihe  ent- 
wickeln, die  offenbar,  da  sie  eine  Sinusreihe  giebt,  für  a;  =  0  Null  ist,  also 
in  dem  kritischen  Punkte  die  Function  selbst  darstellt.  Herr  Lipschitz 
findet*)  ferner  Gattungen  von  Functionen,  welche,  obgleich  sie  in  einem  Punkte 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  der  Reihe  noch  in  dem  kritischen 
Punkte    gleich    bleiben.      Andererseits   hat  aber   vor  kurzem    Herr  du  Bois- 


*)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  63,  S.  296— 308:  De  explicatione  per 
scries  trigonometricas  etc.  Die  Arbeit  erschien  zuerst  als  Einladungsprogramm  (pro 
aditu  muneris  professoris  ordinarii  in  ord.  jibilos.  univ.  Frid.  Guil.  Rhenanae)  im 
Mai   1864. 
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Reyniond*)  eine  coutinuirliche  endliche  Function  von  x  mit  unendlich 
vielen  Maximis  und  Mininiis  in  eine  trigonomelrisclie  Reihe  entwickelt,  die  an 
den  kritischen  Stellen  nicht  mit  ihr  ühereinstimmt,  die  nämlich  dort  unend- 
lich wird. 

Riemann  sagt  im  §  7  seiner  Abhandlung:**)  „Ueher  die  Darstellbarkeit 
einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe",  dass  die  bisherigen  Arbeiten 
über  diesen  Gegenstand  den  Zweck  hatten,  die  Fourier'sche  Reihe  für  die  in 
der  Natur  vorkommenden  Fälle  zu  beweisen.  Und  in  der  That,  indem  die 
Methode  von  Dirichlet  nicht  einmal  voraussetzt,  dass  die  Function  f(x)  dif- 
Icreutürt  werden  kann,  hat  man  hier  Functionen  von  einer  Allgemeinheit  he- 
Irachtel,  die  für  diesen  Zweck  erschöpfend  schien.  Es  mag  dahingestellt 
bleiben,  ob  in  der  Natur  die  discontinuirlichen  Functionen  wirklich  vorkommen, 
oder  ob  die  mathematische  Theorie  der  Physik  sie  nur  einführt,  indem  sie 
Annahmen  macht,  welche  dem  wirklichen  Sachverhalt  angenähert  zu  entsprechen 
scheinen,  und  mathematische  Aufgaben  stellt,  welche  sie  den  wirklich  vorkom- 
menden Problemen  assimilirt.  Untersucht  man  z.  R.  den  Wärmezustand  eines 
Körpers,  dessen  Regrenzung  fortdauernd  in  einer  gegebenen  Temperatur  erlial- 
ten  wird,  so  lässt  die  mathematische  Theorie  zu,  dass  die  anfängliche  Erwär- 
mung eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  selbst  sich  von  der  eines  beliebig 
nahen  nicht  auf  der  Oberfläche  liegenden  um  eine  endliche  Grösse  unterscheide, 
nimmt  also  eine  völlige  Discontiuuität  an. 

Während  sich  in  Folge  einer  Remerkung  von  Dirichlet  am  Schlüsse 
seiner  iui  vierten  Rande  des  Crelle'schen  Journals  befindliclien  Arbeit  die 
Aussicht  eröffnete,  Dirichlet's  Resultate  auch  auf  allgemeinere  Functionen 
übertragen  zu  können,  so  schien  andererseits  die  Anwendung  der  Fourier'- 
schen  Reiben  aufs  äusserste  beschränkt  werden  zu  müssen,  nachdem  in  neuerer 
Zeit  der  Regrifl"  der  Convcrgenz  in  gleichem  Grade  aufgetreten  war.  (M.  vergl. 
§  13  im  II.  Kapitel.)  Man  wusste  nicht  einmal,  ob  eine  periodische,  völlig 
conlinuirliche  Function  f(x)  mit  einer  endlichen  Anzahl  Maxima  und  Minima 
immer  eine  Fourier'sche  Reihe  giebt,  welche  in  gleichem  Grade  convergirt, 
während  eine  endlich  bleibende  Function,  bei  der  nicht  f(Tl)  =  f( —  tt),  oder 
die  nicht  überall  conlinuirlich  ist,  eine  Fourier'sche  Reihe  liefert,  die  sicher 
nicht  in  gleichem  Grade  convergirt.  Redeutet  tp^x)  eine  zwischen  zwei  Gren- 
zen a  und  ß  coutinuirliche  Function,  so  durfte  man  daher  selbst  in  einfachen 
Fällen,   welche  „in  der  Natur  vorkommen",  nicht  schliessen,  es  sei 

f''f(x)i(j(.v)dx 

a 

\p{.v)dx-\-2     /     (a„coswx  +  ö„sin«a;)i^(a;)  da:; 

a  a 

damit    fällt    aber   ein    wesentlicher  Theil  des   Werlhes  fort,  den  die  Entwicke- 
Jung  einer  Function  in  eine  trigonometrische  Reihe  hat. 


*)  Untersuchungen  über  die  Convergenz  und  Divergenz  der  F  ouri  er 'sehen 
Darstellungsformeln.     Abh.  der  baier.  Akad.  II.  Cl.  XII.  Bd.  IL  Abtheil.   1876. 

**)  Werke  S  213.  Die  Abhandlung  wurde  als  Habilitationsschrift  im  Jahre 
1854  bei  der  Göttinger  philosophischen  Facultät  eingereicht,  und  ist  erst  nach  Rie- 
mann's  Tode  erschienen. 


56  Zusätze  zum  ersten  Kapitel. 

lu  einer  Arbeit:  „Ueber  Irigonomelrische  Reihen*)  habe  ich  die  Gültig- 
keit dieses  S;itzes  bei  Functionen  f(x)  der  eben  erwähnten  Art  festgestellt, 
indem  ich  nachwies,  was  offenbar  hierzu  hinreichend  ist: 

Die  Fourier'sche  Reihe  für  eine  jede  endliche  Function,  die 
nur  eine  endliche  Anzahl  Maxinia  und  Minima  und  Unter- 
brechungen der  Stetigkeit  besitzt,  convergirt  im  allgemeinen  in 
gleichem  Grade,  nämlich  mit  Ausnahme  der  Unstetigkeitspunkte  und  in- 
sofern nicht  /"(tt)  =  /(— tt),  der  Punkte  +7r. 

Der  frülier  übliche  Beweis  dafür,  dass  eine  Function  höchstens  auf  eine 
Art  in  eine  trigonometrische  Reilie,  d.  h.  in  eine  Reihe  von  der  Form 

^  a,i  cos  nx  -\-  bn  sin  nx 
entwickelt  werden  könne,  war  durch  die  erwähnten  Umstände  hinfällig  ge- 
worden; der  Satz  selbst  ist  aber  jetzt  durch  neue  Methoden  bewiesen.  Die 
Feststellung  zweier  Punkte  war  hierzu  erforderlich :  Erstens  ist  nachzuweisen, 
dass  Null  nur  dann  durch  eine  immer  convergente  trigonometrische  Reihe  dar- 
gestellt werden  kann,  wenn  alle  a  und  b  Null  sind.  Zweitens  ergiebt  sich 
als  Vervollständigung  der  Satz,  dass  diese  Goefficieuten  selbst  dann  noch  Null 
sind,  wenn  man  auch  für  eine  endliche  Anzahl  Werthe  von  x  auf  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  oder  darauf  verzichtet,  dass  die  Summe  der  Reihe  Null  sei. 

Der  erste  von  diesen  beiden  Sätzen  war  in  meiner  vorerwähnten  Arbeit 
nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  trigonometrische  Reihe  der 
Beslimnumg  unterworfen  wird,  wenigstens  „im  allgemeinen"  in  gleichem  Grade 
zu  convergiren;  erst  Herr  Cantor  (in  Halle)  hat  ihn  im  72'''"  Bande  von 
Borchardt's  Journal  ganz  allgemein  bewiesen**).  Den  zweiten  Satz  leitete  ich 
in  der  Arbeit  des  71'*""  Bandes  aus  dem  ersten  durch  eine  Methode  ab,  die  er- 
laubte, ilm  in  allen  Fällen  auszusprechen,  in  welchen  der  erste  gilt,  nämlich 
indem  ich  den  zweiten  von  zwei  Leiirsätzen  (s.  unten)  anwandte,  welche 
Riemann  im  §8  seiner  Abhandlung  (Werke,  S.  213)  aufgestellt  und  bewiesen 
hat,  wodurch  er  zum  ersten  Male  nach  Dirichlet's  Arbeiten,  die  Unter- 
suchungen über  trigonometrische  Reihen  in  neue  Bahnen  lenkte.  Herr  Cantor 
gründete  darauf  seinen  allgemeinen  Beweis  des  ersten  Satzes  auf  den  ersten 
Lehrsatz  von  Riemann  an  der  erwähnten  Stelle. 

Setzt  man 

Cn  =  a,t  cos  iix  4-  bn  sin  nx 
und  soll  die  trigonometrische  Reihe 

für  alle  Werthe  von  x  die  Null  darstellen;   macht  man  ferner 

so  folgt  aus  dem  ersten  Lehrsatze  von  Riemann  unmittelbar,   dass  der  Diffe- 
renzenquotienl 

F{x  +  «)  -  2F(x)  +  F{x  -  g) 


*)    Borchai-clt,  Journal  f.  M.  Bd.  71,  S.  353  —  365. 

'**)  S.  130—138:  Ueber  einen  die  trigonometrischen  Reihen  betreffenden  Lehr- 
satz, und  S.  139—142:  Beweis,  dass  eine  für  jeden  reellen  Werth  etc.  M.  vergl.  auch 
im  73.  Bande  S.  294—296  seine  Arbeit:  Notiz  zu  dem  Aufsatze  etc.  Bd.  72,  S.  139 
dieses  Journals. 
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mit  a  zu  Null  convergirl.  Der  zweite  Salz  vou  Rieiiiaun  besagt,  dass  der 
Quotient 

F(x  4- «)  —  '2F(x)  +  F(x  —  g) 

« 

luit    a   zu  Null    convergirt,    auch   wenn   die    vorliegende  Reihe   C^-\-C.^-\ 

nicht  die  Null  darstellt.  Mit  Hülfe  eines  Salzes,  den  Herr  Cantor  aufgestellt 
und  Herr  Schwarz  (Gütlingeii)  bewiesen  hat,  nach  welchem  eine  Functiim, 
wenn  sie  den  liier  geltenden  Stetigkeitsbedingungen  unterwürfen  ist,  und  wenn 
ihr  zweiter  Differenzenquotieut  für  jedes  x  Null  wird ,  vom  ersten  Grade  sein 
niuss ,  schliesst  Herr  Cantor  aus  dem  ersten  Lehrsatz  von  Riemaun,  dass 
auch  in  dem  von  ihm  behandelten  allgemeinen  Falle  F(x)  eine  Function  ersten 
Grades  sei.  Hieraus  folgt  sogleich  die  Einheit  der  Entwickehing  von  Null  in 
dem  Falle  des  oben  angegebenen  ersten   von  den  beiden  Salzen. 

Die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  wird  hier  nur  so  weit  behan- 
delt, als  die  Methoden  zur  Beleuchtung  ähnlicher  Untersuchungen  für  die  Kugel- 
functionen  dienen,  und  die  gewonnenen  Resultate  uns  von  Wichtigkeit  sind. 
Daher  gehe  ich  nicht  näher  auf  den  reichen  Inhalt  der  bisher  nicht  erwäHnten 
Arbeiten*)  ein,  welche  wir  unter  den  deutschen  Mathematikern  den  Herren 
du  Rois-Reymond  und  Cantor,  unter  den  italienischen  den  Herren  As  coli 
und  Dini  verdanken,  während  ihre  Methoden  in  der  folgenden  Darstellung  be- 
nutzt werden.  Nur  ein  positives  Resultat  soll  noch  hervorgehoben  werden, 
welches  die  Herren  As  coli  und  du  Rois-Reymond  gewonnen  haben,  in- 
dem sie  den  Beweis  lieferten,  dass  eine  Function,  wenn  -sie  eine  Integration 
und  die  Entwickelung  in  eine  trigonometrische  Reihe  zulässt,  nur  in  eine 
Fourier'sche  Reihe  entwickelt  werden  kann,  dass  also  dann  die  Coefficienten 
durch  (1,  a)  gegeben  werden.  Eine  Grenze  der  Freiheit,  welche  man  einer 
Function  lassen  kann,  ohne  dass  sie  aufhört,  die  Entwickelung  in  eine  Irigono- 
melrische  Reihe  zu  gestatten,  bat  sich,  trotz  der  Remühungen  hervorragender 
Gelehrten  nicht  ergeben,  was  durch  die  grosse  Allgemeinheit  des  Functions- 
begrifl's  erklärlich  ist. 

(6).  Im  Folgenden  handeln  wir,  nach  Anleitung  des  §  a,  von  der 
Summirung  der  Fourier'schen  Reihe  und  über  die  Art  ihrer  Convcrgenz. 

Setzt  man  in  die  Reibe  (1)  für  a  und  b  ihre  Ausdrücke  unter  (1,  a) 
ein,  wodurch  sofort  alle  Functionen/"  ausgeschlossen  werden,  die  keine  In- 
tegration zulassen,  so  verwandelt  sich 

S„   =  ^«0  +'^1  '^^^^  H +  Ct„  cos  HX 

-\-b^  sinx  -\ -j-  6„  sin  7ix 

in  den   Ausdruck 


*)  Die  Arbeiten,  welche  ich  benutzte,  findet  man:  Von  Herrn  duBois-Rey- 
inond  in  Borchardt's  Journal,  Bd.  74,  76  u.  79,  den  Abb.  d.  bayerschen  Akad. 
V.  1874  u.  1876,  und  den  Güttinger  Nachrichten  von  1873;  von  Herrn  Cantor  in 
Borchardt's  Journal  Bd.  72  u.  73  und  den  Annalen  von  Clebsch  und  Neumann 
Bd.  4  u.  5;  von  Herrn  Ascoli  in  den  Annalen  aus  1873  und  den  Annali  di  Mate- 
matica  T.  VI;  von  Herrn  Dini  erschien  die  Abhandlung  Sopra  la  seric  di  Fourier. 
Pisa  1872. 
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Dieser  gclil  diircli  die  Subsliliilimi  ß — x  =  2a  über  in 

(2)  . .  .     s„  --=  —     /  /(a;+2a) —    .        ^    da. 

71  J  sina 

Mau  sucht  die  Summe  s  der  unendlichen  Reihe  (1),  d.  h.  die  Grenze  s,  der  sich 
s„  uälierl,  und  fragt,  ob  ä„  sich  dem  s  in  gleichem  Grade  nähert,  was  auch 
X  sei.  Wird  s  =  f(x),  so  stellt  die  unendliche  Reihe  f{x)  dar.  Wir  leiten 
nun  folgende  Sätze  ah. 

I.Satz.  Bezeichnet  f(x)  eine  endliche  integrabele  Function, 
welche  zwischen  — n  und  n  nicht  unendlich  oft  vom  Wachsen 
in's  Abnehmen  übergeht  und  nicht  unendlich  viele  Unstetig- 
keiten  besitzt,  so  ist  die  Grenze  *  von  s,i  für  w  =  oo 

wenn   —7i<ix<Cn,  und  ferner 

wenn  x  =  +71. 

*2,  Satz.  Unter  den  gleichen  Bedingungen  kann  man  n  so 
gross  nehmen,  dass  s — s„  kleiner  bleibt  als  jede  gegebene  feste 
Grösse,  während  x  die  Werthe  zwischen  — n  und  jt  durchläuft, 
die  Grenzen  +7r  eingeschlossen.  Dadurch,  dass  man  n  noch  grösser  nimmt, 
kann  man  die  Differenz  5 — s,i  noch  kleiner  machen. 

Diese  Sätze  werden  unten  bewiesen.  3Ian  zieht  aus  ihnen  die  Folgerungen: 
I.Folgerung.  So  lange  /"  conlinuirlich  zwischen  — n  und  tt  bleibt, 
ist  die  Reihe  =  fC-^)>  und  zwar  in  gleichem  Grade,  convergent.  Ist  f  in  ein- 
zelnen Punkten  discontinuirlich,  so  gilt  im  allgemeinen,  d.  h.  mit  Ausschluss 
der  Umgebung  dieser  Punkte  dasselbe.  Die  Punkte  x  =  ^7t  verhalten  sich 
wie  Punkte  der  ersten  oder  zweiten  Art,  je  nachdem  /(tt)  gleich  oder  nicht 
gleich  ist  f{  ~  n). 

2.  Folgerung.  Besitzt  f(x)  in  der  Umgehung  einzelner  Punkte  x^^,  x^, . . . 
uueudlicii  viele  Maxima  oder  Bliuima ,  so  bleibt  noch  immer  der  erste  und 
zweite  Satz  bestellen,  wenn  man  beliebig  kleine  endliche  Strecken  ausschliesst, 
mit  denen  man  jene  Punkte  umgiebt,  und  x  keinen  solchen  Werth  ertheilt, 
der  in  diese  Räume  fallen  würde.  Gleiches  gilt,  wenn  f(x)  in  einzelnen 
Punkten  x^,  x.^,...  unendlich,  aber  nur  in  der  Art  wird,  dass 

{x-xy^fix),      (x-x,y^f(x^),... 

für  X  =  x^,  x^,...  endlicli  bleiben,  und  die  v  feste  positive  Zahlen  unter  1  sind. 
Auch  diese  Folgerung,  die  man  in  Bezug  auf  die  Maxima  und  Minima 
mit  einer  noch  weiter  gehenden,  Strecken  statt  der  Punkte  betreffenden  ver- 
lauschen  könnte,  bedarf  keines  eigeuthümlichen  Beweises,  sondern  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  Elementen  der  Integralrechnung.  Bezeichnet  man  durch  q) 
eine  endliche  Function  mit  einer  endlichen  Anzahl  Maxima  und  Minima,  die 
mit  f  überall  ausser  in  der  Umgebung  der  Punkte  x^,  x,^,...  übereinstimmt, 
so  gelten  nämlich  die  beiden  Sätze,  wenn  mau  f  mit  (p  vertauscht.  Das  In- 
tegral (2)  wird  aber,  wenn  man  f — cp  für  f  setzt,  beliebig  klein,  indem  die 
Function  unter  dem  Integrale  /'(j;-j-2a)—  q)(x-\-1a)  sich  nur  in  sehr  kleinen 
Intervallen  von  0  unterscheidet,  nämlich  für  solche  Werthe  von  a,  für  welche 
x-\-2a  in  die  Umgebung  kritischer  Punkte  fällt.  Nach  der  Voraussetzung, 
dass  X    kein    kritischer  Punkt   sei,    wird  in  der  Umgebung  von  a  =:  0    die 
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Differenz  f(x-[-2a)— (p('r-\-a)  sicher  Null,  diso 
sin(2«4-l)a  1 


sina  sma 

überall  endlich,  wo  jene  Differenz  nicht  Null  ist.  Hieraus  folgt  unmittelhar, 
dass  das  Integral  (2)  nach  Vertauschuug  von  f  mit  f—  (p  für  jedes  n  beliebig 
klein,  also  die  Grenze  von  s„  beliebig  nahe  dem  im  ersten  Satze  angegebenen 
Werthe  sei.  Nach  dieser  Bemerkung  wird  es  auch  im  Folgenden  über- 
flüssig sein,  derartige  Ausnahmen,  die  in  Punkten  eintreten,  zu 
erörtern. 

(c.)     Um    den  Beweis   der   beiden  Sätze  zu  liefern,   unlersucheu  wir  die 

Ausdrücke 

y*  h  ^'  /, 

xp(a)s'mna  da  B=     /     T//(a)  cos  wa  rfa, 

0  I) 

in  welchen  xp  eine  Function  von  et  bezeichnet,  welche,  wie  oben  f(^x-\-'2a), 
einen  Parameter  x  enthalten  möge;  in  denen  h  eine  feste  reelle  endliche  Zahl, 
und  ebenso  n  eine  reelle  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezeichnet. 
Während  des  Beweises  denken  wir  uns  h  und  w  positiv. 

Zuerst  sei  ip(a)  endlich,  und  für  keinen  Werth  des  Parameters  x 
grösser  als  die  feste  Zahl  y.  Diese  Annahme  ist  hier  wesentlich;  nur  zur 
Bequemlichkeit  wird  vorläufig  angeuommcu,  dass  t//(a)  in  den  Grenzen  0  uud  It 
für  a  das  positive  Zeichen  hat  und  nicht  zunimmt,   so   dass  lp(0)  =  y. 

7t 

Man  setze  ferner  =  ö. 

In 

Man  zerlege  A   in   eine  Summe    von   Integralen   zwischen  den  Grenzen  0 

und  d,  dund  3(J,  allgemein  {1m  —  \)d  uml(2m+l)(5,  schliesslich  {1(.i^\)6 

bis  h,  wo  f.1  eine  solche  ganze  Zahl  bezeichnet,  dass  (2|t^  j-  l)(Jf^A«<(2jK  j-3)(5. 

Das  letzte  Integral  ist,  absolut  genommen,   <  2yd,  das  erste  -^Cyd.     Jedes  der 

übrigen  bat  die  Form 

\p{a)  sin  na  da  =^  I        "T  / 

(2m-\)S  (2m-l)r5     ImS 

Sind  ^^  und  d^  positive  Grössen,  welche  d  nicht  überschreiten,  so  werden 
die  beiden  Integrale  auf  der  Rechten  resp.  gleich 

1  1 

ip(2md  —  (Jj)  •  cosmTT,        —  •  \p(2md  -\-  dj  .  cos  nm, 

das  Integral  auf  der  linken  also  absolut 

<  —\\p(2m—l)ö—ip(2m-{-i)ö\. 
Hieraus  folgt 

•(>+l)<5  1  y 

\p{a)  sinwa  da  <  —  \tp(0)  —  xpQi)\  <  ~ 
und  fügt  man  noch  das  erste  uud  letzte  liilcgral  iiinzu 

oder 


/ 
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wo  £  eine  endliche ,    von   der  Beschaffenheit  unserer  Function  ip  unal^hängige 
Zahl  f  nämlich  1  -]-  -—j  bezeichnet. 

Indem  man  das  Resultat  auf  diese  Art  ausspricht,  bleibt  es  noch  gültig, 
wenn  man  \p  von  den  oben  unwesentlich  genannten  Beschränkungen  befreit; 
(hes  geschieht  nacli  dem  Musler  von  Dirichlet's  Arbeit  über  die  trigono- 
metrischen Reihen  im  I.  Bande    von  Dove's  Repertorium  §  5,  S.  167 — 168. 

Zunächst  bleibt  das  Resultat  bestehen  für  den  Fall,  dass  lp(a)  eine  Con- 
stante  y  ist;  ferner  wenn  ip(a)  auch  negativ  wird.  Ist  dann  noch  immer  y 
der  grösste  Zahlwerth  von  lp(a),  so  wird  y +  ?//(«)  positiv  sein,  und  statt 
»/'(«)  in  A  eingesetzt,  das  Resultat  geben 


/h 
(y-{-xp(a))iiiünada  <  y«. 


/ 


0 

wo  €  eine  endliche  Grösse  bezeichnet.  Hieraus  ergiebt  sich  derselbe  Satz, 
wenn  auch  \p  sein  Zeichen  wechselt.  Ver lauscht  man  ip  mit  — \p,  so  erhält 
mau  das  gleiche  Resultat  für  eine  immer  wachsende  Function.  Da  ferner 
offenbar  auch  für  ein  Integral 

ip  (a)  sin  u  ada         (0  <  w  -<  h) 

k 

dasselbe  gilt,  und  wenn  ip  zwischen  0  und  h  mehrfach  (p  mal)  vom  Ab- 
nehmen zum  Wachsen  übergehl  und  umgekehrt,  man  A  in  eine  Reihe  von 
p-j-l  derartigen  Integralen  zerlegen  kann,  so  dass  in  jedem  xp  nur  wächst 
oder  nur  abnimmt  (resp.  constant  bleibt),  so  wird  jetzt  nA  <i(^p  ^i)y-S. 
Setzt  man  wieder  nA<iy'€,  so  ist  jetzt  unter  s  wie  früher  eine  endliche 
Grösse  zu  verstehen;  jetzt  ist  sie  aber  nicht  völlig  unabhängig  von  ip,  sondern 
eulhäll  einen  Factor  (p  +  1),  welcher  anzeigt,  wieviel  grösste  und  kleinste 
Werthe  \p  besitzt.  Diese  Zahl  ist  nach  der  Annahme  endlich  und  da  ähnliche 
Betrachtungen  für  B  das  gleiche  Resultat  geben,  so  hat  man  den 

3.  Satz,  Ist  Xp(a)  endlich  und  für  jeden  Werth  des  Parameters 
X  kleiner  als  y,  b  esi  Izt  ferner  l//(a)  von  a  =  0  bis  a  =  A  eine  end- 
liche Anzahl  Maxinia  und  Minima,  so  bleiben  die  Integrale 

/A  /'A 

xp(a)sianada,        nl    xp(a)  cos  na  da 

'  0  0 

unter  sy,  wo  y  den  absolut  grössten  Werth  von  i//(a)  und  e  eine 
endliche  Zahl  bezeichnet,  die  sich  nicht  mit  dem  Parameter  x 
ändert. 

(d)  Zweitens  möge  ip  an  einer  Stelle,  und  zwar  für  a  =  0 
uueudlich  werden,  doch  nur  so,  dass  a''t/^(a)  endlich  bleibt,  wenn  v  eine 
|)osilive  Zahl  bezeichnet,  die  1  nicht  übersteigt.  Ferner  soll  ip  nur  Maxima 
und  Minima  in  endlicher  Anzahl  enthalten. 

Man  führe  für  ip  eine  immer  endliche  Function  (f  ein,   indem*  man  setzt 
\p{a)  ^  a-"  q){a)  (0  <  »^  ^  1)7 

wo  cp  den  Parameter  x  enthalten  wird,  und  bezeichne  nunmehr  den  grössten 
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Zahlwerth,  den  (f  (a)  von  a  =  0  bis  a  =  h  für  alle  x  annehmen  kann,  durch 
y.     Es  wird  vorausgesetzt,  dass  es  ein  bestimmtes  y  giebt. 

Man  zerlege  nun  A  in  die  Summe  zweier  Integrale  ( — <Z  h) 

h  ^         /( 

A.  ^  I    ^p(a')smnada  =  /      +/   * 

0  U  m 

n 

Auf  das  zweite  Integral  der  rechten  Seite,  in  welchem  'ip(a)  endlich  bleibt, 
lässt  sich  der  3.  Satz  anwenden.  Dorl  ist  aber  statt  y,  dem  grössten  Werth 
von  Xp(cc),  zu  setzen  der  grössle  Werth  von  a~^fp(^a')  d.  h.  y  mal  der  — v*^" 
Potenz  des  kleinsten  Werthes  von  a,  d.  h. 


/  n 
Hieraus  geht  hervor,  dass 


0 

Multiplicirt  man  noch  mit  w'^*',  so  entsteht 

m 

,„,  1      \    r^    ,  .sinwa  ,  /*"     ,  .  sinwa  ,  "l        £y 

(3)  . . .     n^-'  [J    g,(a)^^da-J     q,(a)  -^rfaj  <  ^. 

11  0 

wo  €  und  y  feste,  und  nicht  von  m,  «  oder  dem  Parameter  x  \n  qi 
abhängige  Grössen  sind. 

Für  m  nehme  man  nun  keine  feste,  sondern  eine  mit  n  zugleich  beweg- 
liche Zahl  (m  braucht  ebensowenig  wie  7^  eine  ganze  Zahl  zu  sein) ,    die  mit 

n,  aber  schwächer  als  dieses  in's  Unendliche  wächst,  so  nämlich  dass  —  un- 

n 

endlich  klein  wird.  Dies  geschieht  z.  B.  wenn  man  m  =  \/n  setzt.  Alsdann 
sinkt  die  rechte  Seite  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  herab,  und  zwar  in  gleichem 
Grade  für  jeden  Parameter  x;  d.  h.  es  lässt  sich  n  so  gross  nehmen,  dass  der 
Ausdruck  auf  der  Linken  für  jedes  x  und  dasselbe  n  unter  einer  beliebig  ge- 
gebenen Grösse  bleibt. 

Hier  gewinnt  man  also  das  Resultat,  dass  die  Grenze  von 


sich   nicht  ändert,    wenn    man  h  mit    einer    kleinern,    sogar    einer 

tn 

solchen  oberen  Grenze  —  vertauscht,    die    mit  wachsendem  n  zu 

n 

Null  convergirt. 

(e)  Um  die  Gleichung  (3)  bequemer  anwenden  zu    können ,    transformirt 

man  sie  nach  dem  sogenannten  zweiten  Mittelwertbsatze    (von  den  Herren  du 

Bois-Reymond   und  Wei  ers trass).    Nach   unserer  Voraussetzung,  dass  f^i(a) 

nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt,    muss    q)  von  «  =  0,    we- 
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nigstens  bis  zu  einem  sehr  kleinen  Werthe  (  —  1    dasselbe    Zeichen    behalten 

und  entweder  nur  wachsen  oder  nur  abnehmen.  [Dasselbe  tritt  auch  ein,  wenn 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  vorhanden  sind,  aber  an  einer  andern  Stelle 
als  a  =  0].     Dann  hat  man  nach  dem   erwähnten  Satze: 

y'"  sinn«  f"  sinna 

ü  0 

m 

,  r    /»*\         ,  ,  ^n1    /""sinna   , 

i 

m 

wenn    B.    eine    weder    0    noch   —  überschreitende   Grösse  bezeichnet.     Setzt 

n 

man  diesen  Werth  in  (3)  ein,  so  entsteht  (y  <  1) 

77» 

(4)...     n'-yj    cp{a)~-^da-cf{Jr^)J     -r^^d(na) 


_[,(^)_,(+o)]/-i^.(„„) 


5 

Wir  gehen  nun  zu  den  Grenzen  über.  Das  zweite  und  dritte  Integral 
auf  der  linken  Seite  bleiben  endlich;  führt  man  na  als  Veränderliche  ein,  so 
verwandeln  dieselben  sich  in  die  ganz  bekannten  Formen 


/-sin/?  r^^'^'ß  ^o 


ßy         f"  J  ßy 

ni; 

von  denen  die  erste  für  n  =  oc,  also  m  =  oo,  gleich  ist 


n 


2.  sin  ^v  TT. /V 


Da  ferner  (f( — j — 9P(+0)   zu    Null   herabsinkt,    so   findet   man    den   Satz, 

welcher  im  Handbuche  mehrfach  Anwendung  findet: 

4.  Satz.  Ueberschreitet  die  von  a  =^  0  bis  a  =  h  für  jeden 
Werth  des  Parameters  x  endliche  Function  g)(a)  nicht  einen  an- 
gebbaren Werth  y  und  hat  sie  zwischen  a  =  0  und  a  =  h  nur 
eine  endliche  Anzahl  Maxima  und  Minima;  ist  ferner  0  <  v  ^  1, 
so  kann  man  n  so  gross  nehmen,  dass 

J     ^^  ^     a"  2rv.sinlv7i  ^^  ^     ^ 

0  ^ 

und  zwar  für  alle  x  in  gleichem  Grade,  unter  jeden  Grad  der  Klein- 
heit herabsinkt. 

Dieselbe  Methode  zeigt  auch,  dass 
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dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  wenn  0  <  i'  <C  1. 

(/■)  Hieraus  erkennt  man  unmittelbar,  wie  stark  die  Coefficienten  a„  und 
b„  in  einer  Fourier'schen  Rcilie,  welche  die  Function  ^^(a)  darstellt,  zu  Null 
convergiren.  Bleibt  q)(a)  endlich,  so  bleiben  fiUn  und  ?ih„,  wie  gross  auch 
n  sei,  im  Endlichen.  Wird  «/»(a)  für  a  =  a;  so  unendlich,  dass  (a — xY  cp{a) 
für  a;  =  a  endlich  bleibt,  so  bleibt  noch  a„  /<'~''  für  re  =  oo  endlich.  Dies 
ist  sogar  noch  der  Fall,  wenn  auch  cp{a)  in  einzelnen  Punkten,  in  welchen 
es  nicht  unendlich  wird,  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hesitzt. 

Hier  wenden  wir  das  V'^orhergehende  nur  zum  Beweise  der  beiden  Sätze 
1.  und  2.  an,  indem  wir  im  4.  Satze  v  =  1  setzen.  Dadurch  findet  man, 
dass,  wenn  k  eine  positive  Zalil  bezeichnet, 

(5)  ...    /V(«)^^rf«-^[y(+0)  +  g)(-0)] 

mit  wachsendem  n  in   gleichem  Grade  zu  Null  convergirt;   wenn  k  =  0,  ist 
ferner 

(5,a)...    /Va)^d«-^,(+0). 

0 

Null  für  w  =  oü. 

Es  sei  nun  — n<ix<C'n;    man  setze 

h  =  \(n — x)         k  =  K^+^) 

sma 
und  2w4"l   fij''  W-     Dadurch  wird 

^(+0)  +  y(-0)  -  Kx-j-0)  +  f(x-0), 
so  dass  der  4'^  Satz  sich  in  den  ersten  und  zweiten  verwandelt. 

Der  Fall  x  =  ^n  bleibt  noch  übrig,  der  eine  Modification  des  Ver- 
fahrens deshalb  erfordern  würde,  weil  eine  von  den  Grössen  h,  k  gleich  n 
ist,  sina  daher  zweimal  unter  dem  Integrale,  für  a  =  0  und  a  =  n,  ver- 
schwindet. Aus  dem  fertigen  allgemeinen  Resultate  ergiebt  sich  aber  das 
Resultat  in  diesem  Falle  sofort,  wenn  man  f(x)  periodisch  fortsetzt,  so  dass 
z.B.  in  den  Punkten  -tt— 0,  -n+0  die  Ordinaten  sind  f(n-0),  f(-TC+0), 
und  darauf  x  von  einem   andern  Anfangspunkt  zählt. 

Man  kann  aber  auch  das  obige  Verfahren  für  den  speciellen  Fall  passend 
modificircn.  Behandeln  wir  einen  von  den  beiden  Fällen,  z.  B.  x  :=  — n- 
In  diesem  ist 

/*"//  1  o  X  sin(2w-i-l)a   , 

TIS,,  =  /      f{-  TT +2«)  — ^^— ^ — ^—  da 


sma 


JTI 
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Nachdem  man  im  letzten  Integral  n—a.  für  a.   eingeführt  hat,  entsteht 

7t 

•/  sina 

Diesen  Ausdruck  assimilirt  man  (5,  a),  indem  man  setzt 

9'(«)  =  -^  Vf(n-a)  +  /"(-TT  +  a)]. 
und  erhält  dadurch  das  verlangte  Resultat, 
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Eiitwickelung  nach  Kugelfunctioneii. 

§  13.  Die  Darstellung  des  vollständigen  Integrales  von  (8)  bildet 
den  Gegenstand  des  dritten  Kapitels,  während  hier  von  der  Ent- 
wickelung  nach  Kugelfunetionen  gehandelt  wird,  wobei  wir 
uns  zur  Abkürzung  des  Zeichens  X"  für  F^^^ix)  bedienen  werden 
(M.  vergl.  S.  1 1).  Die  Entwickelungen  von  Functionen  werden  hier 
unter  der  Voraussetzung  vorgenommen,  dass  diese  Functionen  sich 
wirklich  von  x  ^=  —  1  bis  a;  =  1  durch  Eeihen  darstellen  lassen, 
die  nach  Kugelfunetionen  geordnet  sind.  Die  Berechtigung  dieser 
Voraussetzung  ist  in  einigen  Fällen  klar,  wird  allgemein  aber  erst 
im  5.  Kapitel  des  zweiten  Theiles  §  119  untersucht,  so  dass  die 
Methoden  dieses  Kapitels  bis  dahin  nur  als  heuristische  zu  be- 
trachten sind;  der  Nachweis  der  Berechtigung  lässt  sich  übrigens 
für  eontinuirliche  und  zugleich  differentiirbare  Functionen  ohne  er- 
hebliche Schwierigkeit  führen. 

Der  Methode  liegt  noch  eine  zweite  Voraussetzung  zu  Grunde,  auf  deren 
Nothwendigkeit  man  erst  in  Folge  einer  Arheit  von  Herrn  Seidel  in  den 
Denkschriften  der  Münchener  Akademie  für  1848  aufmerksam  geworden  ist. 
Die  Reihen  müssen  nicht  nur  convergiren,  sondern  sie  müssen  auch  in 
gleichem  Grade  convergiren. 

Um  zunächst  die  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  zu  erklären,  die  in  diesem 
Augenhlick  nocli  nicht  hinreichend  bekannt  ist,  knüpfe  ich  bei  der  bekaimten  Er- 
klärung der  Convergenz  an,  indem  ich  mich  der  Kürze  halber  auf  Reihen  mit 
reellen  Gliedern  beschränke. 

1.  Definition.  Die  unendUche  Reihe  g^,  g.^,  g^,--.  heisst  nur  und 
immer  convergent,  wenn  der  Stellenzeiger  n  so  gross  genommen  werden 
kann,  dass  die  endliche  Summe 
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gn-\r  9.1^1  ^ 1-0'»+»'. 

immer,  d.  li.  welche  positive  ganze  Zahl  man  auch  für  v  setzen  möge,  kleiner 
als  jede  vorgegebene  Zahl  £  ist  und  auch  kleiner  bleiht,  wemi  n  noch  grösser 
genommen  wird. 

Enthalten  die  Glieder  </„  der  convergenleu  Reihe  einen  Parameter  x.  so 
wird  hei  feslgelialteuem  e,  nach  der  Definition  der  Gonvergenz,  zwar  für  jedes 
einzelne  x  ein  n  existireu;  es  folgt  aher  hieraus  nocli  nicht,  dass  ein  und 
dasselbe  n  das  Gleiche  für  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Werlhen  x  leiste. 
welche  in  den  Grenzen  der  Couvergenz  liegen.  Auf  diesen  Umstand  bezieht 
sich  die 

II.  Definition.  Eine  von  x  =^  a  bis  x  =  b  convergente  Reihe  g^,  g,,,  etc. 
heissl  in  gleichem  Grade  convergent,  wenn,  bei  festgehaltenem  e.  die- 
selbe Stellenzahl  w  die  Bedingung  der  ersten  Definition  gleichzeitig  für 
jedes  X  imierhalb   der  Grenzen  a  und  6  erfüllt. 

Zum  Beweise  eines  Satzes  von  fundamentaler  Wichtigkeit  (s.u.  (e))  über 
die  Integration  von  convergenleu  Reihen  erinnere  ich  an  die  Principien  der 
Infinitesimalreclmung. 

a)  Werden  die  Glieder  s^,  s.,,  Sj  etc.  einer  Reihe  von  Zahlen  nach  einem 
solchen  Gesetze  gebildet,  dass  s„  —  s„_|_,  für  jedes  ganze  positive  v,  mit  wach- 
sendem 71  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  iierabsinkt,  so  drückt  mau  dies  \er- 
halten  dadurcli  aus,  dass  man  sagt,  es  habe  s„  für  w  =  oc  eine  Grenze.  Nach 
der  Definition  des  Begrifls  Zahl  ist  diese  Grenze  eine  und  zwar  durch  das 
Bildungsgesetz  völlig  bestimmte  Zahl  s,  ausserdem  von  solcher  Beschaffenheil, 
dass  s — s„  mil  wachsendem  n  unter  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herab- 
sinkt, rmgekehrl,  wenn  eine  solche  Grösse  s  existirt,  dass  s  —  s„  unter  jeden 
Grad  der  Kleinlieit  herabsinkt,  so  wird  offenbar  s„  —  «,,  +  ,•  mit  wachsendem  ti 
beliebig  klein. 

Anmerkung.  Im  Abschnitte  A.  meiner  Abhandlung  über  die  Elemente 
der  Functionenlehre,  im  74.  Bande  von  Borcliardts  Journal,  habe  ich  mich 
bemüht,  möglichst  vollständig  die  Voraussetzungen  zusammenzustellen,  welche 
dem  Obigen  zu  Grunde  liegen.  Die  Definition  der  irrationalen  Zahl  fasste  ich 
im  §  2  in  formaler  Beziehung  so,  wie  sie  mir  als  Basis  für  eine  präcise  Dar- 
stellung besonders  geeignet  schien.  In  sachlicher  Beziehung  liegt  allen  brauch- 
baren Definitionen  der  irrationalen  Zahl  derselbe  Gedanke  zu  Grunde,  eine  Ab- 
slraction  von  der  geometrischen  \  orstellung,  man  möge  diese,  nach  Euklidischem 
Sprachgebrauch,  als  eine  Forderung  oder  einen  Grundsalz  einführen.  Man 
nimmt  nändich  an,  dass  eine  Reihe  von  disparalen  Punkten  auf  einer  Geraden, 
deren  EutfernungeH  von  einem  Punkte  s^,  s.^,  etc.  ein  Gesetz  wie  das  oben  an- 
gegebene befolgen,  sich  einem  und  nur  einem  Punkte,  der  durch  das  Gesetz 
völlig  beslimml  ist,  unbestimmt  nähern,  d.  h.  so,  dass  seine  Entfernung  vom 
W*''"  Punkte  mit  wachsendem  n  unter  jede  angebbare  Grösse  herabsinkt. 

ß)  Bezeichnen  die  g  wiederum  Glieder  einer  convergenten  Reihe,  luid 
setzt  man 

•S  =  .9, 

«.  =  ^1  +  9, 

«3  =  ^.  -f  92  +  9s 


so   sind  S|,  .Vj,    etc.      Glieder  einer  Zahlenreihe,   von  der  Bescliaft'enheil,   dass 

Heine,  Tlieorie  der  Ku^elfuiictioueii      i.  Aufl.  Q 
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Sn+v—s„  =  g„+i  -\-g„+2-\ h  ,9«+v 

mit  wachsendem  n  unter  jeden  Grad  der  Kleinlieit  herabsinkt,  —  nach  der 
I.  Definition  über  Convergenz  von  Reihen. 

y)  Die  Grenze  s,  welcher  die  s„  sich  nach  (a)  nähern,  beisst  Summe 
der  unendbclien  Reihe  der  g,  und  man  drückt  dies  aus,  indem  man  symho- 
Usch  setzt 

S   =  g^  +92-\ =    2:    9n' 

d)  Lelirsatz,  Convergirt  die  Reiiie  der  Glieder  g,  welche 
einen  Parameter  x  enthalten,  von  x  =  a  bis  x  =  b  in  gleichem 
Grade  (II.  Def.)  und  ist  s  ihre  Summe,  so  ist  s  auch  ihre  Summe 
in  gleichem  Grade,  d.  h.  so  wird  auch  s — s,,  für  ein  hinreichend  grosses 
und  jedes  noch  grössere  n,  gl  eich  massig  für  alle  a;  in  den  Grenzen 
a  und   b,   unter  jede  gegebene  Grösse  «  herabsinken. 

Reweis.  Da  die  Reihe  in  gleichem  Grade  convergirt,  so  kann  man  n 
so  gross  nehmen  (Def.  IL),  dass,  gleichmässig  für  jedes  x, 

S»+  j' Sn  =  g,i+l  +  9n+2  -{-••'  -\-  g„  +  v  ■<  ^£ 

für  jedes  v,  und  noch  <i^s  bleibt,  wenn  n  noch  grösser  genommen  wird. 
Ein  solches  n  Iialle  man  nun  fest.  Da  ferner  s  die  Summe  der  convergenton 
Reihe  ist,  so  existirt  ein  Werlli  v,  so  dass  s  —  Srt_|_,.  <:^£  ist,  und  für  ein 
grösseres  v  bleibt  (selbstverständlich  auch,  wenn  mau  ein  grösscrc's  n  fest- 
gehalten hätte).  Hierbei  ist  es  vollständig  gleichgültig,  ob  dasselbe  v  dieses 
für  jedes  x  leistet,  oder  ob  für  verschiedene  x  auch  verschiedene  v  zu  nehmen 
sind,  in  jedem  Falle  wird 

Da  Ji  so  gross  genommen  war,  dass  s,i  —  s„^y<i^e  für  alle  »-,  so  bleibt  nur 
übrig,  dass  für  jedes   x  ist  s-~s„<e. 

e)  Es  sei  nun  s  die  Summe  der  zwischen  endlichen  Grenzen  a;  =  rt  und 
X  ^  b  in  gleichem  Grade  convergenten  Reihe  g^,  g^,  etc.     Dann  ist 


I 


sdx  =  ^    Ig,,  dx, 


oder  in  Worten  ausgedrückt,  das  Integral  einer  gegebenen  unendlichen 
in  gleichem  Grade  couvergirenden  Reihe  ist  gleich  der  Sutnmc 
einer  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  die  Integrale  der  gegebe- 
nen sind. 

Da  nämlich  bei  hinlänglich  grossem  w,  wenn  eine  Zahl  s  gegeben  ist, 

e 

s— «„<  r- — - 
6—  a 

wird,  so  bat   mau 

(s—s„)  dx  ^  I    sdx—  I    s„dx<i  e. 

a  a  a 

Da  für  jedes  feste  n  die  Gleichung  besteht 

^Sn  dx  =  I  g^  dx  -)- /  ^„  da;  -|-  •  •  •  -\-J  g,,  dx, 
so   ist   der  Satz   (bu'ch   die   iihiue  Ungleicidicil   bewiesen. 


i 
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Stellt  f(x)  eine  von  x  =^  a  bis  x  =  b  contiuuirliehe  Function  vor,  so 
hat  man,  indem  die  Reihe  mit  dem  m**""  Gliede  f(x)g„  zugleich  mit  der  Reihe, 
deren  ?i'^^  Glied  ^„  ist,   in  gleichem  Grade  convergirl,   auch  die  Gleichung 


f(x)sdx  =  2!    I   f(x)gndx. 

n=l  ^ 


1.  Anmerkung.  Auf  Reihen  mit  imaginären  Gliedern  lässt  sich  dies 
leicht  übertragen,  indem  man  statt  der  Glieder  die  Moduln  lielracbtel.  Ferner 
gilt  der  Salz  unter  (fi)  oflenbar  noch,  wenn  die  Reihe  in  der  Umgebung  ein- 
zelner Punkte  aufliört,   in  gleichem  Grade  zu  convergiren. 

2.  Anmerkung.  Eine  Reilie,  die  nach  Potenzen  der  Veränderlichen  x 
geordnet  ist,  convergirt  sicher  von  a;  =  0  bis  zu  der  Grenze  der  Convergenz, 
die  Umgebung  der  Grenze  ausgeschlossen,  in  gleiciieni  Grade.  Reweis.  Es  sei 
das  n^^  Glied  der  Reihe  a„x'\  und  die  Grenze  der  Convergenz  x  =^  i.  Redeu- 
tet r]  irgend  eine  beliebig  ideine  positive  feste  Grösse,  so  zeige  ich,  da'ss  diese 
Reihe  bis  x  =  1 — 7]  in  gleichem  Grade  convergirt.  Da  nämlich  a,,  =  0  für 
n  =  oc ,  so  kann  man  w  so  gross  nehmen,  dass  a„,  wenn  e  eine  beliebig 
kleine  gegebene  Zahl  bezeichnet,  kleiner  als  €r]  ist,  und  für  grössere  w  noch 
kleiner  bleil)!.  Dann  wird  für  jedes  >,  wenn  man  unter  x  seinen  Zaiilwerlh 
versteht, 

a„x"-\-a„^.i'x"+^-\ \-  a^^yX"-^''  '<£T](x''-\-x"+'^  -\ \- x"+'')  <  ^-^■ 

Da  X  höchstens  gleich   1 — ?y  wird,  so  bleibt  die  Summe  der  Glieder  auf  der 

Linken,  nach  der  früheren  Rezeichnuug  g„  -\-  g„^i  -| \-  g„^  ,.,  unter  £(1  —  if)", 

also  unter  b. 

§  14.  Lässt  eine  Function  f{x)  sich  von  x  =  —1  bis  a?  =  1 
in  eine  nach  Kugelfunctionen  geordnete  Reihe 

(9)  ...     /•(a;)  =  a°X;-f  a'X'+.•.  +  rt^"^Y^"^  +  ... 
eutAvickeln,  in    welcher  die   a  von  x  unabhängige  Coeffi- 
cienten  bezeichnen,   so   kann  man  die  a  als  bestimmte  In- 
tegrale durch  die  Gleichung 

(9,o)...     a'"^  =  ^^/'fQv)X'''Ux 

—1 
ausdrücken. 

Um  dies  zu  beweisen  zeigt  man  zunächst  dass 


(9,  b)  ...  '  rX"Tdx  =  0        (w  <  n) 
—1 

(9,0)...  /Vrd.  =  ^, 


—1 
wenn  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sind. 

Die  Gleichting  (9,  ö),  und  noch  dazu  iu  allgemeinerer  Gestalt, 
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hat  Laplace  bewiesen*),  gerade  iu  dieser  Gestalt  aber**)  Le- 
gendre  und  zwar  zuerst  nur  für  gerade,  später  für  beliebige  In- 
dices  m  und  w. 

Der  Beweis  wird  leicht  durch   die   Formel  (3)  geführt,  nach 
welcher 

/■  x-Tä.  =  ^^-fr-  r'^^=^  !^'^^rf... 

—1  —1 

Sind  m  und  n  verschieden,  so  möge  n  die  grössere  von  den  beiden 
Zahlen  bezeichnen.  Da  (o;^— 1)"  weniger  als  w  mal  nach  cc  diflferen- 
tiirt  an  den  Grenzen  x  =  :hl  verschwindet,  so  verwandelt  eine 
m  raalige  Integration  durch  Theile  das  vorstehende  Integral  iu 


(-1)"/ 


'rf-"'(cc'— 1)'"    d"-"'(x^—iy 


da;-'«  dx""-' 

1 


dx. 


Das  erste  Glied  unter  dem  Integrale  ist  der  2^'"  Diiferential- 
quotient  einer  Function  2m'*'"  Grades  nach  x,  also  eine  Constaute, 
und  n  —  m  wenigstens  1;  daher  lässt  die  Integration  sich  ausführen 
und  das  Integral  wird  Null.  Nur  wenn  m  =  rt  versehwindet  das 
Integral  nicht,  sondern  ist  gleich 

n2nf(l  —  x-ydx. 
—1 
Das  Integral  lässt  sich  durch  die  Substitution 

—~ —  =:  Z;      — - —  =  1—z,      dx  —  zdz 

noch  in 

nnUn 


2''-"'+'f^''(i-zydz  =  2"+' 


/7(2w+l) 

verwandeln,  so  dass  man  hat 

\,  ^nj  n2n        2"+'.nnn(?i)  2 


—  1 


2 -"  nn  Tln        nin  -f  1  2«  -f  1 


Von  grossem  luteresse  sind  die  Methoden,  durch  welche  mau 
früher  die  Gleichungen  (9,  h)  und  (9,  c)  fand. 

Laplace  bedient  sich  einer,  seitdem  bei  Eutwickelungeu  nach 
solchen  Functionen,  welche  Differentialgleichungen  genügen,  häufig 
augewandten  Methode.  Durch  Multiplication  der  Gleichuug  (8)  des 
§  12  in  der  Form  (ö)  d.  h.  der  Gleichung 


")    Memoiren  iler  Pariser  Akailemic  vom  J.ahre   17S2,  S.  1G3. 
*)    Memoiren  von   1784,  S.  373,  und  von   1780,  S.  384, 
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-"(«+i)-^"=rf'b-')4x] 

mit  X'"  und  Integration  nach  x  erhält  man 

Integrirt  man  rechts  durch  Theile,  so  verwandelt  sich  die  rechte 
Seite  in 

dx'     J  ^  ^   dx       dx 

Das  letzte  Integral  geht  nach  einer  zweiten  Integration  durch 
Theile  in 

üher  und  der  Ausdruck  unter  dem  Integrale  verwandelt  sich  in 
Folge  der  Differentialgleichung,  welcher  X'"  genügt,  in  — m(m-|-l)X'". 
Stellt  man  die  einzelnen  Gleichungen  zusammen,  so  erhält  man 
schliesslich 

(«)  ...  [n(n-\-l)-mim+l)]/x-X^dx  =  (l-x-){x^  ^-  ^'"^")- 

Integrirte  man  zwischen  den  Grenzen  —1  und  1,  so  ist  oö'enbar 
die  rechte  Seite  Null,  so  dass  man  erhält,  es  sei 


y 


'x'"X''dx  =  0 


—1 

so  lange  m  und  n  verschieden  sind. 

Dasselbe  erhält  Legendr e  und   ermittelt  zugleich  den  Werth 

des  Integrals,  wenn  m  =  ti^  an  der  zweiten  von  den  oben  citirten 

Stellen,  indem  er  das  Integral 

/^'  dr 

(6)  ^ 


J     1/1-2, 


/2r 
1 x-\- 


\l  —  'ZQrx-^Q'r'yi—^x-^^ 
berechnet,  und  findet  es  sei  gleich 

Dies  Integral  eines  Productes  von  zwei  erzeugenden  Functionen 
der  Kugelfunctionen  ist  aber  gleich  der  Doppelsunmie  von  m  =  0 
und  n  =  0  bis  m  =  oo  und  n  =  oo 


^{Qry{'-)y'x"'rdx. 
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Dies  mit  dem  Obigen  verglichen,  2Jeigt,  dass  die  Summe  unabhängig 
von  Q  ist;  es  fallen  also  zunächst  die  Integrale  fort,  in  denen  m 
und  n  verschieden  sind,  und  der  Werth  desjenigen  in  dem  m  =  n 

^"■^  2^' 

Ist  einmal  (9,  6)  bekannt,  so  findet  man  kürzer  (9,  c),  indem 
man  in  dem  Integrale  (ö)  setzt  ^  =  1,  so  dass  nur  die  Integration 
auszuführen  bleibt 


/ 


1  dx  1,       l+r 

=  — log- 


l  —  2rx4-r-  r      ^  \  —  r 

—1  ' 

§  15.  Die  Bestimmung  der  Coefficienten  a  in  (9)  er- 
folgt in  ganz  ähnlicher  Art  wie  bei  der  Entwickelung  von  Functionen 
in  trigonometrische  Reihen.  Um  einen  Coefficienten  a"  durch  f(x) 
auszudrücken,  multiplicire  man  (9)  mit  X"  und  integrire  nach  x 
von  —1  bis  1.  Nach  (9,  6)  fällt  dadurch  der  Coefficient  eines  jeden 
Gliedes  a,«  fort,  in  dem  nicht  m  =  w,  und  man  erhält 

Pf(x)rdx  =  anPÄ^X^dx, 
—1  -1 

die  gesuchte  Gleichung  (9,  a). 

Hieraus  ersieht  mau,  dass  sämmtliche  Coefficienten  Null  sind, 
wenn  f(x')  =  0,  d.  h.  wenn  die  Eeihe 

für  alle  Werthe  von  x  =  —1  bis  a?  =  1,  Null  darstellt,  und  hieraus 
erhält  man  den 

Satz.     Die  Entwickelung  einer  von  x  =  —1  bis  x  =  1  gege- 
benen Function  nach  Kugelfunctionen  ist  nur  auf  eine  Art  möglich. 
Denn  wäre  f(x)  in  die  beiden  Reihen  von  Kugelfunctionen 
/•(a;)  =  a°X°4- a'X'+ a"X"+ •  •• 
=  6°X"+ö'X'+6"X"-f ... 
entwickelt,  so  würde  man  haben 

0  =  («"-  6'')X°+  (a'-~  b')X'-{'(a"- b")X"-\- ■■■ 
d.h. 

a«— 60  =  0,        a'—b'  =  0,        a"—b"=0,     ... 
Es  mag  daran  erinnert  werden,  dass  diese  Resultate  nur  dann  zu- 
verlässig gelten,  wenn  die  im  §  13  erwähnten  Voraussetzungen  er- 
füllt sind.    Im  andern  Falle  hat  man  durch  eine  besondere  Unter- 
suchung festzustellen,  ob  wirklich 
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^('"^'^)x"J^)(x)X"  dx, 

—1 

die  Summe  von  n  —  0  au  bis  zu  einem  Werthe  n  2:euommen,  mit 

wachsendem  w  der  Grenze  f(x)  zustrebe,  ebenso  auch  die  Einheit 

der  Entwickelung  festzustellen. 

§  16.  Alle  endlichen  Reihen,  die  nach  ganzen  auf- 
steigenden Potenzen  einer  Veränderliehen  x  geordnet 
sind,  lassen  sich  in  Reihen  von  Kugelfunctionen  umsetzen. 

Um  dies  nachzuweisen,  zeigen  wir  wiemaux"  ineineReihe 
von  Kugelfunctionen  verwandelt,  wenn  n  eine  ganze  positive 
Zahl  bezeichnet.  Zunächst  ist  klar,  dass  dies  immer  geschehen 
könne;  denn  nach  (2)  lässt  x""  sich  durch  eine  lineare  Verbindung 
von  X^"^,  X"--,  x^-^,  etc.  ausdrücken;  a;"~-  wieder  durch  X^"--^, 
X"""*,  x''-^\  etc.  bis  endlich  bei  geradem  «,  x'  durch  X"  und  X", 
bei  ungeradem  «,  x  durch  X'  ausgedrückt  wird.  Man  darf  also 
setzen 

x^  =  a('')X^"^4-a(«-2)X^"-'^+a("-^^X^"-*^ -{-•.•, 
wenn  die  Reihe,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  mit  X" 
oder  X'  abbricht. 

Aus  den  Gleichungen  (9i  und  (9,  ä)  folgt  unmittelbar,  dass 
a(' )  =  0  wenn  v>  n  und  ausserdem  wenn  n-\-v  ungerade  ist.  Um 
es  in  den  übrigen  Fällen  zu  bestimmen,  wenn  also  v^^ii  und  zu- 
gleich n-{-v  gerade  ist,  zieht  man  aus  (9,  a) 

a(^y)  =  (2v  -{-l)f^x^X^''Ux. 

Um  die  Integration  auszuführen,  ersetzt  man  X'  durch  seinen  Werth 
aus  (3),  wodurch  entsteht 

2M?v  J  dx'' 

0 

Nach  einer    v  maligen  Integration    durch   Theile   verwandelt   sich 
dies  in 


aC) 


^  -?^ J^ /  x-v(l  -  xj  dx. 


Das  letzte  Integral  geht,  wenn  man  a;'=  ;j  setzt,  in  ein  Euler'sches 
über;  man  erhält  also  schliesslich  folgenden  Werth  von  a,  wo  es 
nicht  Null  ist: 
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und  hieraus  die  Gleichung 

welche  von  Legendre*iheiTührt  *),   der  a*^^^   zuerst  für  gerade  w, 
und  später  für  alle  ganzen  n  ableitete. 

Schon  Legen dre  bemerkt  an  der  erwähnten  Stelle,  dass  die 
rechte  Seite  von  (10)  noch 


(2v+l)f'c 


0 

darstellt,  wenn  auch  w  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet.  Allerdings 
muss  vorausgesetzt  werden,  dass  ti-{-l  })ositiv  ist,  wenn  v  eine  ge- 
rade, oder  wenigstens  n-{-2  positiv,  wenn  v  eine  ungerade  Zahl 
bezeichnet.  Zwar  setzt  die  obige  Herleitung  auch  voraus,  dass 
n  -^v  sei ;  das  Kesultat  lässt  sich  aber  ohne  Mühe  auf  den  allge- 
meinen Fall  übertragen.  Man  darf  jedoch  nicht  übersehen,  dass  dieser 
Ausdruck  nicht  allgemein  den  Coefficienten  a  in  der  Entwickelung 
von  x""  nach  Kugelfunctioneu  giebt,  sondern  nur  dann,  wenn  n  eine 
ganze  Zahl  und  v  ihr  gleichartig,  d.  h.  wenn  n-\-v  gerade  ist.  Im 
allgemeinen  stellt  es  den  Entwickelungscoefficienten  a  einer  solchen 
Function  der  Veränderlichen  x  vor,  welche  von  a;  =  0  bis  a;=  1  gleich 
X"  ist,  aber  auf  der  negativen  Seite,  von  x  =  0  h\ax= — 1,  gleich 
Null.  Als  solcher  tritt  der  vorhergehende  Ausdruck  gelegentlich 
in  einer  Arbeit  von  Dirichlet  auf**). 

Legen  dre  findet  (10),  oder  vielmehr  er  findet  den  Werth  des 

Integrals 

•1 
x'X^^dx 


I 


für  beliebige  Werthe  von  n  durch  folgendes  Verfahren:   Er   weist 


*)  Memoiren  von  1784,  S.  373  und  Exercices  T.  II,  S.  252. 
*"*)  Ueber  einen  neuen  Ausdruck  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  einer  unend- 
lich dünneu  Kugelschaie,  wenn  der  Werth  des  Potentials  derselben  in  jedem  Punkte  ihrer 
Oberfläche  gegeben  ist,  No.  5;  in  den  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissen- 
schuften, 1850,  und  in  der  französischen  Uebersetzung  Lioiiville,  Journal  de  Math. 
22.  Bd.,   1857. 


ß  16    10.  Entwickelung  nach  Kugellunctiouen.  7H 

zuerst  nach,  dass  dieses  Integral  immer  verschwindet,  wenn  für  n 
ganze  positive  Werthe  gesetzt  werden,  die  ti-rv  zu  einer  geraden 
Zahl  machen  und  kleiner  als  v  sind.  Dann  ist  es  nämlich  die  Hälfte 
des  Integrales  von  — 1  bis  1,  also  proportional  dem  Coefficienten 
von  X^  in  der  Entwickelung  von  x"  nach  Kugelfunctionen.  Da 
aber  in  dieser  keine  Kugelfunctionen  von  einem  höhern  als  dem 
«'^"  Grade  vorkommen,  so  ist  der  Coefficient,  somit  auch  das  In- 
tegral, Null. 

Hierauf  setzt  er  X''  in  die  Form 

ax*'-\-  ßx*'--  +  yj-»— '  -^  .  •  • 
wo  die  a,  /?,  y^  etc.  gewisse  Zahlcoefficienten   bezeichnen,  deren 
Werth  man   übrigens  aus   (2)    entnehmen   könnte.     Für  ganz  be- 
liebige Werthe  von  ?<,  diejenigen  selbstveräuderlich  ausgenommen, 
bei  denen  «  -|-  1  resp,  n  -{-  2  noch  nicht  positiv  ist,  erhält  man  daher 


/ 


71  -\-v-^l        n-{-v—l        n-{-v- 


0 

Die  rechte  Seite,  auf  gleiche  Beneuuuug  gebracht,  giebt  einen 
Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  von  n  sind, 
und  zwar  ist  ersterer,  je  nachdem  v  eine  gerade  oder  eine  ungerade 
Zahl  bezeichnet,  vom  Grade  ^v  oder  i  (v— 1).  Ferner  verschwindet 
er  für  n  —  v  —  2,  v — 4,  etc.,  schliesslich  resp.  für  n  =  0  oder  /«  =  1. 
Das  Integral  wird  durch  diese  Betrachtung  resp.  gleich  gefunden 

,<;,-2Xn-4)...(n-.  +  2) 

^n  +  ,  +  l)(»+.-l)...(n+l)  ^'  ^'^'^^'^ 

(w-l)(«-.S)...(n-v-|-2)     .  ,  . 

"     ^         ^  ^         ^     ^  (y  ungerade) 


(w  +  i'  +  l)(w-l- v  — l)...(w-l-2) 
wo  X  eine  Constante  nach  n  bezeichnet,  die  (selbstverständlich) 
nichts  anders  ist,  als  der  Werth,  den  vorstehende  gebrochene 
Functionen  von  ?<,  noch  mit  n  multiplicirt,  für  n=^  oc  annehmen. 
Andererseits  hat  man  aber,  wenn  n  —  yo  gesetzt  wird, 


n  I  x". 


also  gleich  X''  für  a;  =  1 ,   d.h.   1.     Somit  'ist   x  =  1 ;    zieht   mau 
noch  die  beiden  Formeln  in  eine  zusammen,  so  wird  erhalten 


/ 


'nx^^Uj.  -         n{n-l){n~-'2)...(:n-v-\-'2) 

(n  +  »'  +  l)(«  +  »'-l)...(w~v-i-3) 
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für  alle  ganzen  oder  gebrochenen  w,  welche  die  Integration  auf  der 
linken  Seite  gestatten,  d.  h.  w  + 1  resp.  n-\-2  positiv  machen. 

Auf  eine  ganz  verschiedene  Art  leitet  Herr  Cayley*)  die 
Gleichung  (10,  a)  ab,  und  giebt  auch  die  unten  folgende  (10,  6)  an. 
Indem  er  nämlich  setzt 


entwickelt  er 


in  eine  nach  Potenzen  von  ß  aufsteigende  Reihe,  d.  h.  in  die  Reihe 

1.3.. .(2^-1) 
f      2A...(2n)     ^  -^  ' 
andererseits  kann  er  dasselbe  offenbar  gleich  setzen 

n  ß  ^ 

Entwickelt  man  auch  den  ganzen  Factor  von  X"  in  eine  nach 
Potenzen  von  ß  aufsteigende  Reihe,  nämlich  in 

(2n  l-nf^V  r       ^        I      ^"  +  ^      //i?Y   I    (2n  +  5)(2n  +  7)//?Y 
(ir^l-l)!,.,;    L-2H^  +  2.(2.^+3)  A2^  +     2.4.(2«  +  5)    ^2^ 

(2/^  +  T)(2/^4-9X2^^  +  n)//9Y         l 

~^  2.4.6.(2n4-7)  ^2>'  "^'"J 

und  setzt  schliesslich  die  Ausdrücke  einander  gleich,  welche  in  der 

ersten  und  zweiten  Entwickelung  mit  denselben  Potenzen   von  ß 

multiplicirt  sind,  so  entsteht  die  Gleichung  (10,  a). 

Die  vorslehcnde  Hiilfsforiiiol  ist  keine  andere,  als  die  Entwickelung 
von  e~'"^  nacli  absteigenden  Potenzen  von  cosid ,  wie  man  sofort  bemerkt, 
wenn  man 

cosid  '  ß 

setzt,    indem  n   und   6   reelle  positive  Grössen  bezeicbneu.      Man   findet  diese 
Formel  aus  Lagrange's  üuikehrungsformel,  nach  welcher  die  Gleichung 

a  —  hf{a)  =  X, 
wenn  g)  eine  gegebene  Function  bezeichnet,  giebt 


*)    The  Cambridge  and  Diibhn  mathematieal  Journal,  Cambridge  1848,  Vol.  III. 
S.  120—121. 
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Mau  iiiadie  miu 

uud  beriicksichlige,  dass  von  dcu  hoidcii  Wurzeln  der  Gleicliung 

h 

a      —   =  X 

a 

diejenige   gleich  a    zu    setzen    ist,    welche  für  A  =  0   sich  ui   x    verwanth-ll, 
d.  h.  dass  man  hat 


2    •   r    4    •  ^- 

Man    findet    dann   durch  Einsclzen    (h^r    specieUen    Werthe    in    die    allucincMit 
Gleichung 


1      dx 
1         d' 


(x-^-^- -  x-^-^) 


'    1  .2      dx' 
oder  endlich 

„-.  =  .-,+  _r  ,-.-.  +  J<^  .-.-.+ iO:+f^  .-,.-«+.... 

einen  Ausdruck,   der  mit  dem  obigen  ü!)ereinstinimt,   wenn  man  für  a,  x  und  v 
die  ihnen  hier  zukommenden  Werthe 

ß  ^ 

setzt.     Wenn  man  endlich  noch  die  Grösse  0  statt  ß  einfiihrl  (s.  o.),  so  ent- 
steht die  Gleichung 

g_vö    ^    (2cosiö)-''         (i/+l)  (200810)-"-- 


V  '         1  v+l 

(v+2)(v-f-3)     (2cosiö)-»'-* 


1.2  y+2 

(i/-f3)(v+4)(i/4-5)  (2cosi^)-"-''' 
"^  1.2.3  v4-3  "^ 

Wenn  für  i/  eine  negative  ganze  Zahl  auf  der  Rechten  gesetzt  w  ird ,    so 
hat  man  statt  der  vorstehenden  die  verwandte  Gleichung 
2cosv^   _    (2 cos cpY  (v—l)     (2coscpy~'^ 

V  V  i  V — 1 

(y-2)(i/— 3)    (2cosy)'— '  _ 
"^  1.2  v  —  2 

Nachdem  durch  die  Gleichung  (10,  a)  ic"  in  eine  nach  Kugel- 
fimctiouen  geordnete  Reihe  entwickelt  worden  ist,  lässt  sich  die 
am  Anfange  dieses  Paragraphen  gestellte  Aufgabe  leicht  erledigen. 

Es  soll  die  Function  f(x),  welche  in  die  Potenzreihe 
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/■(.r)  =  Co  -j-  CiX  -f-  dx'  -] 

entwickelt  vorliegt,  in  eine  nach  Kugelfunctionen  geordnete  Reihe 
umgestaltet  werden.     Setzt  man 

f(x)  =  b'X'  +  b'X'  +  b"X"-}--' 
und  führt  für  die  Potenzen  von  x  die  Reihen  von  Kugelfunctionen 
ein,  so  ergiebt  sich  nämlich 

(10, 6) . . .   6c..  =  r^,4^r^  C^-«  +  ^rra^''-' 

1.3.0.(2^  —  1)^  2.(J«4-d; 

(n  +  lX/^  +  2)C..  +  3)(n  +  4)  \ 

+         2.4.(2w4-3)(2«  +  5)        ^«+-»  +  "-/ 

Anmerkung.   Die  Methode  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a 
beruht  wesentlich  darauf,  dass  nach  (9,  6)  ist 


/ 


'^X"'X"dx  =  0 


wenn  m  und  w  verschieden  sind;  hiermit  gleichbedeutend  ist   die 
Eigenschaft,  dass 

f  x'"  X^«5  dx  =  0     (m  <  n). 
—1 
Denn  durch  Summation  von  Gliedern   der   letzteren  Art,  die 
mau  mit  geeigneten  Coustauteu  nuilti|»licirt  hat,  kann  man  das  vor- 
hergehende Integral,  und  umgekehrt  aus  Integralen  der  ersteren  Art 

rx"dx,      rx"X'dx,     f'x'X'dx,  ...        /x"X""'da-, 

-I  —1  -1 

mit  Hülfe  von  (10,  a)  jedes  Integral  der  zweiten  bilden. 

Aus  meiner  Arbeit  „Mittheiluug  über  Kettenbrüche",  die  bereits 
§  7,  S.  22  erwähnt  wurde,  geht  hervor,  wie  man  statt  der  X  andere 
ganze  Functionen  von  beliebig  vielen  verschiedenen  Arten  (die  au 
dieser  Stelle  gleichfalls  X  heisseu  mögen)  auffinden  kann,  die  sich 
aus  ähnlichen  Gründen  zu  Reihenentwickeluugen  eignen. 

Es  sei  f(x)  eine  zwischen  x  =  a  und  j-  =  6  gegebene  reelle 
endliche  Function.     Wird   der  w"^  Näherungsnenner  eines  Ketten- 


bruchs für  das  Integral 


=/V«^ 


durch  X"  bezeichnet,  so  verschwinden  die  beiden  Arten  von  Inte- 
gralen 
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a  " 

sobald  m<.7i,  woraus  sieb  erklärt,  dass  die  X,  welcbe  im  §7  mit 
der  Bezeiebmms:  N(x)  aufg-efübrt  wiirdeu,  die  dort  aug:efiibrte  Rolle 
bei  der  Bereclmimg  der  Integrale  durcli  Auiiäberuui;-  spielen.  Das 
Verschwinden  soleber  Integrale  ist  eine  bestimmende  Eigenschaft 
jener  Functionen  X'. 

So  ist  fiir  /■(.;•)  =  1,  a  =  - 1,  b  =  l 

n  dz       .    x-\-i 

G  — =  log ^ 

J        X Z  X —  1 

—  1 

und  der  Nenner  X"  gerade  die  Kugelfunction  w'"'  Gi-ades.  Ein 
zweites  Beispiel  giebt  die  Annahme 

f{x)  =  il^c^,     «  =  -1,     ö-l; 
die  Nenner  des  Kettenbruchs  von 

dz  n 


"  -V- 


,i\ — r^       ./: 


sind  dann  die  ganzen  Functionen  X,  welche 


/ 


1^1 


dx 


1 

zu  Null  machen.  Ohne  den  Kettenbruch  wirklich  zu  bilden  kann 
man  in  diesem  Falle  die  X  finden;  setzt  man  nämlich  in  dem 
Integral 


/    coswjgi  cosrKf  dq>  =  U 


cosqp  =  X,  so  wird  coswqp  eine  ganze  Function  w'''"  Grades  von  x, 
die  X"  heisse.  Dann  wird,  nach  der  bekannten,  Seite  75  aufge- 
führten Formel,  X"  durch  die  Gleichung  gegeben 

«  n  1        '    n-1    "^  1.2  w-2 

Bei  Entwickelungen  nach  allen  solchen  X'"  kann  nmn  also  die 
Coefficieuten  nach  denselben  Regeln  bestimmen  wie  bei  Reihen  von 
Kugelfunctionen.  Das  Allgemeine  hierüber  und  die  Beweise  findet 
mau  in  dem  2.  Zusätze  zum  5.  Kaintel. 

§  17.  Ein  Beispiel  von  der  Art,  wie  die  Ausdrücke  (10)  au- 
gewandt werden  können  um  eine  Potenzreihe  nach  Kugelfunctionen 
zu  entwickeln,  bietet  die  Function 
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=  -  +  -F+-:r  +  - 


y-^      y     y      y 

dar.     Aus  (10,  6)  ergiebt  sich  die  Gleicliimg 

(11)  . . .     -i-  ="¥  (2n  +  1)  P"  (x)  Q\y\ 
y  —  X       re  =  (i 

weuu  mau  setzt 

(n  +  l)(;^  +  2)  (n  +  lX;^  +  2)(;^  +  3)(n  +  4)  ,       N 

2.(2nH-3)  y  ^  2.4.(2n  +  3)(2w-[-5)  ^  "^  / 
Auf  die  Gleichung  (11),  welche  ich  iu  meiner  Theorie  der  An- 
ziehung eines  EUipsoides  *)  mitgetheilt  habe ,  sei  schon  hier  hin- 
gewiesen, da  sie  nicht  nur  bei  den  Anwendungen  der  Kugelfune- 
tionen  auf  die  im  Titel  jener  Abhandlung  angegebene  physikalische 
Untersuchung  auftritt,  sondern  auch  neue  Gesichtspunkte  für  die 
Theorie  der  Kugelfunctionen  gegeben  hat,  und  vielfache  Anwen- 
dungen findet.  So  hat  sie  Herr  Carl  Neumann  zum  Ausgangs- 
punkte für  seine  Abhandlung**)  „Ueber  die  Entwickelung  einer 
Function  mit  imaginärem  Argument  nach  den  Kugelfunctionen  erster 
und  zweiter  Art"  genommen  (m.  vevgl.  unten  §  45),  hat  auch  ein 
Aualogon  für  dieselbe  in  seiner  „Theorie***)  der  Bessel'schen 
Functionen"  aufgestellt;  Untersuchungen  Anderer  folgten  darauf 
nach  ähnlicher  Richtung. 

Die  Potenzreihe,  von  der  man  bei  der  Ableitung  ausging,  cou- 
vergirt  nur  und  immer,  wenn  Jix<iJCy.  Diese  Bedingung  ist 
also  für  die  Herleitung  erforderlich,  aber  flir  das  Resultat,  für  das 
Bestehen  von  (11),  weder  die  uoth wendige  noch  die  hinreichende. 
Das  letztere  ist  sofort  einleuchtend,  da  ö°(?/)  offenbar  gleich 
^log(«/4-l)  — ilog(?/— 1)  ist,  also  für  y  =  +1  unendlich  wird,  wäh- 
rend y  —  x  sich  in  +1— .t?  verwandelt.  Ich  habe  gefunden  und  in 
der  ersten  Auflage  dieses  Handbuchs  nachgewiesen  f) ,  dass  die 
Gleichung  (11)  für  solche  Werthe  von  x  und  y  bestehe, 
für  welche 


*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  42,   1851. 
**)    Halle  bei  II.  W.  Schmidt,   1862. 
***)    Leipzig,  Teubner.  1867. 
f)    Dieser  Beweis  ist  durch   Herrn  Thome  vereinfacht  worden   im  66.  Bande 
von  Borchardt's  Journal   in   der  Abhandlung:    Ueber   die   Reiben,   welche   nach 
Kugelfunctionen  fortschreiten  S.  337—343. 


§  17,  12.  Entwiokehing  nncli  Kugelfimctionen.  79 

Einen  einfachen  Beweis  findet  man  hier  im  §  45. 

Diese  Bedingung  konnte  Herr  Neu  mann,  wie  aus  §  10,  S.  40 
hervorgeht,  geometrisch  so  ausdrücken,  dass  die  Gleich.  (11)  be- 
steht ,  wenn  die  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  + 1 ,  welche  sich 
durch  den  Punkt  x  legen  lässt,  von  der  confocalen  Ellipse  ein- 
geschlossen wird,  welche  durch  ij  geht.  Während  also,  bei  fest- 
gehaltenem ?/,  die  geometrische  Reihe  für  {\j — x)-""  convergirt,  so 
lange  x  in  einem  Kreise  liegt,  der  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  cf(y  beschrieben  ist,  also  durch  den  Punkt  y  hindurchgeht, 
ist  die  Reihe  (11),  in  welche  dieselbe  Function  entwickelt  wird, 
von  einer  ganz  andern  Natur,  da  sie  convergirt,  so  lauge  sich  x 
innerhalb  der  oben  näher  bezeichneten  Ellipse  befindet. 

Die  Functionen  Q'^ix)  sind  ebensowohl  wie  die  P"  Producte 
einer  Potenz  von  x  in  eine  hypergeometrische  Reihe,  indem  (S.  12) 
Iln  n       _  /       71      1—n     j  1  \ 

Von  den  Eigenschaften  solcher  unendhchen  hypergeomelrischeu  Reihen, 
üher  welche  in  dem  Zusatz  zu  diesem  Kapitel  gehandelt  wird,  mögen 
hier  die  folgenden  in  Erinnerung  geljraciit  werden,  die  meist  in  der  Sectio 
tertia  der  hetreffenden  Ähhandlung  von  Gauss~  (Disquisitiones  gen.  eic.)  aii- 
geleitet  sind: 

1)  Von  einer  gewissen  Stelle  au  wechseln  die  Glieder  der  Reihe  F(a.  ß,  y,  1) 
ihr  Zeichen  nicht,  und  wachsen  immerfort  oder  nehmen  immerfort  ah. 

2)  Sie  wacliseu  iu's  Unendliche,  wenn  a-\-ß — y —  1  positiv  ist. 

3)  Sie  convergiren  zu  einer  endlich'^u  von  Null  verschiedenen  Grenze, 
wenn  a^-ß—y—i  =  0. 

4)  Sie  convergiren  zu  Null,   wenn  a-^ß — y — 1   negativ  ist. 

5)  Die  unendliche  Folge  von  den  Gliedern  der  Reihe,  d.  h.  von 

^       ^ß  «(«-fl)/g(/g  +  l) 

'       1-r  '  l--^-y(r  +  l)       ' 

hat  nur  und   immer  eine  endliche  Summe,   wenn  a-\-ß  —  y  negativ   isl. 

6)  Man  kann  an  dieser  Stelle  ferner  mit  Gauss  heweisen,  dass  (1 — x)  S 
für  X  =  i   verschwindet,  wenn  S  eine  solche  Potenzreihe 

l)ezeichnet,  deren  Glieder  d  mit  wachsendem  n  zu  Null  convergiren,  die  also 
jedenfalls  seihst  convergirt,  so  lange  ic<ll-  Es  isl  nämlich  (1 — x)S,  so 
lange  x<ii,  die  sicherlich  convergente  Reihe 

Co+^,(c.-Co)-fa;Xc2--c,)-f 

Der  Wertli   dieser  Reihe  für  x  ^  i   isl  (nach  einem  Salze,   den    Ahel   im  erslen 


80  I-  Theil.     Zweites  Kapitel.  §  17.  12. 

Bande  des  Crelle'schen  Journals,  in  der  Abhandlung  über  die  binomische 
Reihe  aufgestellt  und  bewiesen,  den  Dirichlet  im  27""^"  Bande  des  Liou- 
ville'scheu  Journals*)  sehr  einfach  bewiesen  hat),  gleich  der  Summe  der  ein- 
zelnen Glieder,  nachdem  man  x  in  denselben  gleich  1  gesetzt  hat,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Reihe  derselben  nocli  convergirt.  Dies  geschieht  in  dem  vor- 
liegenden Falle,  da  die  Summe  der  ersten  Glieder  vom  O'"""  bis  zum  w'''" 

Co+(c,  — Co+(c,— c,)  -I \-(c„—c„-i)  =  c,„ 

mit  wachsendem  n  zu  Null  abnimmt. 

7)  Sind  ferner  die  c  reell  und  positiv,  und  ist  c„^i<Zc„  für  jedes  n, 
so  convergirt  die  Reihe 

noch  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  oii{x)  =  1  ;  nur  für  x  =  1  kann 
sie  divergent  sein. 

Beweis.     Der  Modulus  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen 
w  =:  r  (cos  a-\-i  sina),  ri  ■=  q  (cos/S  -f  *  sin/^) 

d.  h.  die  Quadratwurzel  aus 

r'^-\-  'Irg  cos(a—ß)  -f  q'^ 
ist  als  Seite  eines  ebenen  Dreiecks  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen 
r  uud   Q,  nämlich  der  3Ioduln  von  n  und  von  r.      Daher  ist  der  Modulus  der 
Summe  der  ersten  y«  Glieder  in  (1— a;)S  kleiner  als 

J^c^  +  JC{c^  -cj  -h  ^/^(c,  — c,)  4 Y  JtiCn-Cn-i) 

<  Co  +  (Co  -  C,  )  +  (C,  — C,)  H \-  (C„_i  -  Cn\ 

d.h.  <C2c^  —  c„.  Die  Summe  der  Moduln  dieser  positiven  Grössen,  bleibt 
also  für  jedes  n  immer  unter  einer  eudliclien  Grösse;  daher  haben  die  Moduln 
und  daher  auch  die  Glieder  selbst  eine  Summe.  Da  nun  (1  —  x)S  einen 
Werth  besitzt,   so  hat  auch  S  einen  solchen,  wenn  nicht  x  gleich   1   wird. 

Die  hypergeometriscbe  Reihe,  welclie  0"(^)  cTarstellt,  wird  für 
x  =  \  imendlieh,  bleibt  aber  für  jedes  andere  a;,  dessen  Modulus 
gleich  1  ist,  endlich,  während  (1 — x)Q'\x)  für  x  =  \  versch-windet. 
Im  Zusammenhang  mit  der  Entwickelung ,  welche  (11)  giebt,  kom- 
men freilich  solche  Werthe  von  f/,  deren  Modulus  <1  ist,  nicht  vor, 
da  JC{y  —}'if  —  '^)  für  dieselben  gleich  1  wäre  (Mau  vergl.  S.  40 
unter  No.  2),  also  nicht  kleiner  sein  könnte  als  ^  f{{x—  \x^—\)^  wie 
doch  zum  Bestehen  der  Entwickelung  verlangt  wird.  Darum  ge- 
nügt es,  vorläufig  die  Reihe  (12)  nur  so  lange  Q  zu  nennen, 
wie  c/f{y>\. 

Man  bemerkt,  dass  die  Reihe  für  P"(x)  sich  durch  Vertausch ung 
von  n  mit  — (w  +  1)  in  Q'Xx)  verwandelt,  während  die  Difterential- 
gleich.  (8)  für   P  durch  dieselbe  Vertauschung  uugeändert  bleibt. 


*)    II.  Se'rie,  T.  VII,   18G2,  S.  253. 
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Dies  deutet  darauf  hin,  dass  auch  ^(x)  ein  pavticuläres  Inte- 
gral von  (8)  sein  wird,  welches  aber  von  P  verschieden  seiu 
muss,  weil  die  Reihe  Q(x)  für  x  =  l  unendlich  wird,  oder  auch 
weil  sie  für  x  =  'x,  verschwindet,  während  P"  im  Endlichen  end- 
lich bleibt,  im  Unendlichen  sogar  unendlich  wird,  sobald  w>0. 
Um  diese  Beziehung  zwischen  P  und  Q  nachzuweisen,  setze  man 

1 
y  —  x 
Dann  erhält  man  successive 

1-x'  ^l-y^-\-2y(y-x)-(y-x)\ 

und  hieraus  die  Gleichung 

4(o--)|-:)-|((^-<> 

Entwickelt  man  v  nach  (11)  in  eine  Reihe  und  benutzt  (8),  so 
ergiebt  sich 

da  Null  sich  nur  auf  eine  Art  nach  Kugelfunctionen  P"{x)  ent- 
wickeln lässt,  so  muss  der  Factor  von  (2«  -|-  1)  P"(a;)  für  sich  ver- 
schwinden, so  dass  in  der  That  Q''{x)  derselben  Differentialgleichung 
(8)  wie  P'^ix)  genügt. 

Die  hier  eingeführte  Function  Q{x)  habe  ich,  wegen  ihrer  Ver- 
wandtschaft mit  den  P,  Kugelfuuction  zweiter  Art  genannt. 
Hier  ist  sie  durch  (12),  und  nur  für  den  Fall,  dass  Jl{x)'>\  de- 
finirt;  im  folgenden  Kapitel  wird  ihre  Definition  verallgemeinert, 
so  dass  sie  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  x  eine  Bedeutung 
behält. 

Wie  P"  ein  wfacher  Diflferentialquotieut  einer  einfachen  Function 
ist,  so  lässt  sich  (f  als  einw+l^^ches  Integral  einer  sol- 
chen darstellen;  während  nach  (3) 

^  ^       2''nn         rfa;"        ' 
so  hat  man  hier  offenbar  nach  der  Defiuition  (12) 

dx"^^ 


2:(2n  -f  l)P\x)  [^((1  -  !/')^  (!/))  +  n(n  -j-  l)Q\y)]  =  0; 


(13)  ...     Q\x)=-2^nnf 


(a;*-l)"+" 

Heine,  Theorie  der  Kugelfunctionen.     U    Aull. 
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wenn  das  Symbol  dx"^^  die  w  +  l  fache  Integration  andeutet,  welche 
jedes  Mal  von  x  bis  oo  ausgeführt  wird.     (M.  vergl.  §  32.) 

Die  Formel  (11)  isl  nur  ein  specieller  Fall  der  allgemeinen,  welciie  im 
II.  Bande  bei  der  Beiiaudlung  einer  Aufgabe  über  das  Rotationsellipsoid  ab- 
geleitet wird: 

]'Q  —  COS{d-\-0j     \Q  —  cos(ä  —  dj 
71 

aus  der  für  0^  =  — —   folgt 

yg^ — sm  ö  J..-i...{^zti) 

§18.  Ein  zweites  Beispiel  für  die  Anwendung  der  For- 
meln (10)  liefert  die  Entwickelung  einer  Exponentialgrösse,  deren 
Exponenten  man  mit  Rücksicht  auf  spätere  Untersuchungen  in  die 
Form  bringt  iscosqp,  es  möge  s  eine  reelle  oder  imaginäre  Grösse 
vorstellen.     Zunächst  ist 

^    ,    izcoscp    ,    (izGoswY    , 
e,.-cos9.  =  1  _|.  _^  .|.  ^     ^^^^^    +  ...; 

entwickelt  man  nach  Kugelfunctionen  von  cosqp,  macht  also  in  (10,  b) 

"~1.2...w' 
so  erhält  man 

(14)  . . .     e'--  ''"P  =  Z(.n  4-  \)  i"  xpn  (s)  P"  (cos  (p) , 
wenn  gesetzt  ist 


(14,  a)  . . .    i,i,.{i)  =  3  5^g„_^.j.,  (l  -  2.(2l+3) 


,.). 


'    2.4.(2w-i-3)(2w+5) 
Zur  Vergleichung  stelle  ich  neben  diese  Reihe  die  Entwicke- 
lung derselben  Exponentialgrösse  in  eine  trigonometrische  Reihe 

(14,  h)  ...     e'=  ^""P  =  Jo(^)  +  2  J'tV„(z)cosw<3P, 

1 

(14,  c)  ...     Jn(z)  =  2.4.. .(2ny  V  "  T(piTY) 

^  2.4.(2«  + 2)(2«  + 4)  y 

so  dass  xjj  und  J  wiederum  hypergeonietrische  Reihen  werden. 

Will  man  die  Reihe  an  dieser  Stelle  ableiten,  so  kann  man  ähnlich  ver- 
fahren wie  bei  der  Ableitung  der  vorigen,  nämlich  die  Exponentialgrösse  nach 
Potenzen   von  zcosy  entwickeln,  die  Potenzen  von  cos^  in  Cosinus  der  Viel- 
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fachen  von  np  umsetzen,  iintl  die  Glieder  sammeln,  welche  in  den  Cosinus 
eines  hestimmten  Vielfaclien  cosnq)  niulliplicirt  sind.  Man  gelangt  zu  dem- 
selhen  Resultate,  wenn  man  sich  des  Satzes  bedient,  nach  welchem  die  Coef- 
ficienten  trigonometrischer  Reihen  durch  bestimmte  Integrale  ausgedrückt  wer- 
den.    Nach  demselben  ist 


1      /*T 

i»J„(z)  =   —   /      c"'^°'Voosw9)rfg). 


II 

Dann    entwickelt   man   die  Exponenlialgrösse   nach  Potenzen  von  iz>  cos  (p,  und 
benutzt  um  die  Integrale 


/' 


cos^qi  cos  ncpdcp, 
die  dort  auftreten,  wo  sie  nicht  Null  sind,  zu  berechnen,  die  bekannte  Formel : 

n 

«.,,,/'■       _i^  ^       IN     j  nn(a-\-b) 

2a+f>+i  t    cos"-^'' q)  co^(a—b)q)  dcp  =  — urfh' 

() 

in  der  a  und  b  irgend  welche  reelle  positive  Grössen  bezeichnen. 

Diese  Function  Jn{z)  beisst  Cylinderfunction,  und  spielt 
eine  ähnliehe  Rolle  bei  den  Untersuchungen  über  das  Potential 
eines  Cylinders  wie  die  Kugelfunction  bei  der  Kugel.  Ueber 
dieselbe  wird  an  einer  anderen  Stelle  gehandelt,  wo  sie  als  Grenze 
der  Kugelfunction  auftritt  (§  59,  Gl.  43,  6).  Man  nennt  sie  auch 
wohl  Bessel'sche  Function,  aber  nicht  ganz  mit  Recht,  da  sie  be- 
reits von  Fourier  in  seiner  Wärmetheorie  eingeführt  und  unter- 
sucht ist.  Die  Functionen,  welche  ich  hier  vorläufig  mit  ip  be- 
zeichnet habe,  die  aber,  wie  man  im  III.  Theil  bemerken  Avird, 
keines  besonderen  Functionszeichens  in  einer  allgemeinen  Theorie 
bedürfen,  treten  bei  der  Betrachtung  des  von  der  Zeit  abhängigen 
Wärmezustandes  in  einer  Kugel  auf  und  sind  vonPoisson  unter- 
sucht worden,  der  für  sie  das  Resultat  *)  fand,  es  lasse  sich  ?//„  (;;) 

in  die  Form 

i^„  (;s)  =  5-"  (Z  sin  z  —  Z'  cos  z) 

bringen,  wenn  Z  und  Z'  zwei  dort  angegebene  ganze  Functionen 
bezeichnen. 

Herr  Rauer**)  zeigte,  dass  Z' und  Z,  aligesehen  von  einem  numerischen 
Factor,  Näherungszähler  und  Nenner  des  Kettenbrucbs  für  tangs  sind;  erzeigt 
ferner,  dass  die  Entwickelungscoefficienten  &(")  bei  Entwickeluogen  nach  Kugel- 
functionen noch  für  einige  andere  Functionen,  welche  einfache  bypergeometrische 
Reihen  sind,  sich  in  eine  ähnliche  Form  Z/(z)  —  Z'j^(;;)  zerlegen  lassen,  wo 


*)    Poisson,  Theorie  mathematique  de  la  chaleur,  Paris,  1835,  No.  82,  S.  161. 
**)    Borchardt,   Journal  f.  Math.  Bd.  56:    Von  den  Coefficienten  der  Reihen 
von  Kugelfunctionen  einer  Variablen,  S.  118. 

0* 


ß4  I-  ^'lleil•     Zweites  Kapitel  §  18^  14 

Z  und  Z'  ganze  Funolionen.  und  zugleich  (wesentlich)  die  Näherungszähler  und 
Nenner  des  Kelteubruchs  für  den  Quotienten  yi:rj  werden.  Die  Ausdrücke  für 
die  Z  und  Z'  kommen  bei  ilim  noch  niclit  vor.  Eine  l»essere  Einsicht,  noch 
weitere  ähnliche  Resultate  und  auch  die  Ausdrücke  für  die  Z  und  Z' 
selbst,  erhält  man  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Untersuchungen,  welche  sich 
in  meiner  Abhandlung*)  „Ueber  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
werthe  von  Kettenbrüchen"  finden,  nach  denen  solche  Darstellungen  nicht 
wesentlich  mit  einer  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen  zusammenhängen.  Es 
lässl  sich  vielmehr  allgemein  F{a-\-n,  ß-\-n,  y-\-2u,  z)  durch  die  Form 
ZF{a,ß,y,z)  —  Z'F{(x,  ß^\,  y— l.s)  darstellen,  in  welcher  Z.Z'  ein 
Näheruugsbruch  des  Kettenbruchs  für  F{a,  ß  -\-  1i,  y-f  1'  z)  :  F(^a,  ß,  y,  z)  ist, 
und  zwar  lassen  sich  die  beiden  ganzen  Functionen  Z  und  Z'  ziemlich  einfach 
darstellen.     Man  vergl.  bierüber  den  Zusatz  zum  5.  Kapitel. 

Wenn  man  eine  Function 

nach  Kugelfunctionen  X  entwickelt,  die    selbst  eine   bypergeome- 

trische  Reihe  ist 

f(ix)  =  F(a,ß,y,kx), 

so  wird  der  Coefficient  von  X^"^  durch  eine  hypergeometrische 
Reihe  höherer  Ordnung  ausgedrückt,  nämlich  durch 

_    n(ain^l)II(ißui-l)      r        (a^?iXt^^mWinXß-in+l) 
1.3...(2A/-l).J2(y+w-l)     L^"^      2.(2w+BXy+w)(y+«^l) 

(«4-^)...(«  +  /^+3)(/?-|-n)...(/g  +  n+3)  -| 

"^  2.4.(2wH-3X2«  +  5)-(y-r«)-..(y  +  «  +  3)  "^  J 
Dieser  Ausdruck  zieht  sich  ausser  in  den  durch  die  Gleichungen 
(14)  erledigten  Fällen,  für  jedes  n,  noch  weiter  zusammen,  wenn 
für  a,  /?,  y  geeignete  specielle  Werthe  gesetzt  werden;  ausserdem 
vereinfacht  sich  zuweilen  ein  Coefficient  6^"^  ganz  besonders  da- 
durch, dass  sein  Index  n  eine  Beziehung  zu  einem  der  Elemente 
«,  /?,  y  besitzt.  Ein  Beispiel  liefert  die  bekannte  Gleichung 
P'Xx^dx    _       2  (—ky 

^  (l-fÄx')''+f  ~  (2n + 1)  *  (1  +  Ä)»  ^  ä ' 

welche  Legendre  au  verschiedenen  Stellen,  zuerst  in  den  Schriften 

der  Savans  etrangers  T.  X,  S.  42ü,  übersichtlicher  in  den  Memoiren 

der  Pariser  Akademie  von  1784,  S.  377  bewiesen  hat. 

Setzt  man,  um  diese  Gleichung  abzuleiten, 

f(x)  =  (i+kxY''> 
so  wird  für  ein  ungerades  n  offenbar  &"  =  0 ,  während    man  nach  einer  ge- 
ringen Modification  des  oben  angegebenen  Verfahrens  findet 


/ 


*)    BorchariU,  Journal  f.  Math.  Bd.  57,  §  3,  Formel    (14). 
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"' = (- '••)'T^  \3.5...(4,;-i) ^("+^- " + - ^" + - -*)• 

Für  V  =  ;«-["  2   voroinfadit  sicii  der  vorstellende  Ausdruck   zu 

4n-l-l       (—  ky 

2n-\-i  JTfky+V' 
Dies  ist  also  der  Coeffieient  von  X        in  der  Entwickelung  von 

andrerseits  wird  er  aber  gleich 


(•2/«4-^)/'V(.r)X"'t/x. 


-I 

Durch  Gleichsetzuug    dieser    beiden  Ausdrücke  findet  man  solort  die  Gleichung 
von  Legendre. 

Endlich  stelle  ich  nocli  die  Entwickelung  nach  Kugelluuctionen  für  einige 
Ausdrücke  zusammen,  die  ich  zum  Theil  der  Abhandlung  des  Herrn  Bauer 
entnehme,  ohne  die  Beweise  hinzuzufügen,  die  keine  Schwierigkeiten  darbieten; 
uian  erhält  die  Ausdrücke  durch  Anwendung  von  (10,  6)  oder  derjenigen  Hülfs- 
mittel,  welche  nachher  angegeben  werden. 

(2„+ .).-      =  . .  X'-,  5  -^  X'+    ,^^^^^1^X'+ ... 

;^^    =    x'+K^yx'    +  9(i^)'.v-+... 

— arcsiiij;       =3.A"+7(i)'A"      +  ll(|^)  X'+- 


-•<Äy-*- 


Die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  dieselben  wie  (10,  a),  nur  nach  Functionen 
mit  aufsteigendem  Index  n  geordnet,  während  der  Index  in  (10,  a)  abslieg, 
Wenn  für  2«  resp.  'lii-\-i  eine  gel)roclu'nc  Zahl  v  gesetzt  wird,  so  sind  diese 
Reihen,  gemäss  der  Ableitung  durch  Legend re's  Methode,  und  nach  der  vor- 
geschickten Bemerkung  auf  S.  72  noch  anwendbar,  stellen  aber  die  Linke  nur 
für  positive  x  vor;  von  den  rechten  Seiten  bleibt  die  erste  ofFenliar  unver- 
ändert durch  Vertauschung  von  x  mit  — x,  während  die  zweite  ihr  Zeichen, 
aber  nicht  ihren  Werlh  ändert. 

§.  19.  Wir  kuiipfeu  bei  den  Untersuchungen  im  §  1()  an. 
Während  dort  an  die  Spitze  die  Aufgabe  gestellt  wurde,  eine  auf- 
steigende Poteuzvcihe  nacli  Kugclfunctionen  zu  entwickeln,  so  han- 
delt es  sich  hier  darum,  eine  trigonometrische  Reihe   nach 
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Kugelfunctionen  zu  entwickeln.  Diese  Aufgabe  reducirt  sich 
auf  die  beiden,  erstens  sin  wo  und  zweitens  cos  wo  nach  Kugel- 
functionen von  cos  6  =  X  zn  entwickeln ,  wenn  n  eine  ganze  Zahl 
bezeichnet.  Dies  geschieht  durch  die  Gleich.  (15,  a)  und  (15,  d). 
Zunächst  werde  ich  die  Entwickelung  nach  der  Methode  vornehmen, 
die  ich  ursprünglich  benutzte  und  die  in  der  ersten  Auflage  ange- 
geben wird;  sie  ist  zwar  weitläufig,  bedarf  aber  nur  elementarer 
Hülfsmittel.  Ich  lasse  dann  eine  zweite  Methode  folgen,  die  kürzer 
ist,  und  noch  anwendbar  bleibt,  wenn  auch  w  eine  gebrochene  Zahl 
bedeutet.  Die  Formeln,  welche  sich  auf  ein  solches  n  beziehen, 
würde  man  allerdings  aus  den  für  ein  ganzes  w  geltenden  sofort 
ableiten  können,  da  coswa;  in  solchem  Falle  sich  in  eine  bekannte 
einfache,  nach  Cosinus  der  ganzen  Vielfachen  von  x  fortschrei- 
tenden Keihe  entwickeln  lässt.  Direct,  ohne  diesen  erheblichen 
Umweg,  hat  zuerst  Herr  Most*)  die  Formeln,  welche  sich  auf  ein 
gebrochenes  n  beziehen,  durch  ein  (drittes)  Verfahren  abgeleitet, 
welches  unten,  im  letzten  Theil  des  §  20,  angegeben  wird. 

Erste  Methode. 

1)  Die  Entwickelung    von   sin  wo   nach   Kugelfunctionen. 
Setzt  man 

sin  wo  ==  :^a(»)X'', 
so  wird  nach  (9,  a) 

a(»)  =  -^"^9^/  V(cosö)sinw(9sinÖrf<?. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  in  die  Differenz  von 
zwei  einfacheren  zerlegen,  und  man  findet 

-=—/    P\Gos0)coB{n-l')OdO /    /^"(cosÖ)cos(w+l)«9(/ö. 

^  -^  II  (J 

In  dieser  Form  erkennt  man  die  Bedeutung  der  beiden  Glieder  auf 
der  Eechten;  es  ist  nämlich 

J-Y*  V(cos  Ö)  cos  m  ö  rfö 

0 

der  halbe ,  für  m  =  0  der  ganze  Coefficient  in  der  Entwickelung 
von  P'(cosö)  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  ö,  und  kann  daher 
sofort  der  Gleich,  (a)  des  §  5  entnommen  werden.  Man  hat  näm- 
lich: Es  ist 


*)    Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd    70. 
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(15)  . . .    ^/"'/'"^'■(cosö)cosmödö  =  "<''-p"(!'t  +  i=il, 
nJ  ^  Il{s)Tl{m, -\- s)         ' 

wenn  s  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  dagegen 

f"  P\co^eyo^md  de  ^  0, 
(j 
wenn  die  Summe  der  beiden  nicht  negativen  ganzen  Zahlen  m  und 
V  ungerade,  oder  v  grösser  als  m  ist. 
Hieraus  ergiebt  sich 

4a("+-^   '^         2.-l...(2/<-2)  _ 
(2n  +  4,8-1)  n'  1.3...(2«-^~ 
1.. 3. 5... (2s— 3)     (2»-l)(2n4-l).. .  (2w  +  2s--3)^ 
2. 4. 6...  2s       ■      (2w-i-2)(2«+"4)...(2«  +  2s)      ' 
so  dass  man  schliesslich  die  Gleichung  erhält 

^^^-^  "^  •  •  •  ^•fX'^ii^l)'^''"^  ^  ^-'^  -i)r-'(cosö) 

+  (2n  +  3)[;;~.^j^-gr^'(cos^) 

2)  Die  Entwickelung  von  cos  wo.  Um  dieselbe  zu  finden, 
kann  man  sich  nicht  der  Formel  (/")  des  §  5  in  derselben  Art  be- 
dienen, wie  so  eben  der  Formel  (a),  da  die  erstere  noch  nicht  be- 
wiesen ist.  Man  setze  jetzt  P"  gleich  einer  trigonometrischen  Reihe, 
welche  nur  Sinus  der  Vielfachen  von  0  enthält,  nämlich 

P^GOsd)  =  c,  sinÖ-l-c.sin2Ö  +  ---; 
für  6  —  0  und  0  =  n  stellt  die  rechte  Seite  bekanntlich  nicht  mehr 
die  linke  vor,  sondern  hat  den  Werth  Null.     Es  handelt  sich  zu- 
nächst um  die  Ermittelung  von 

2  r^  V 

c„i  =  — /    P  (cos,  0)  sin  m  6  dO. 

0 

Dieses  Integral   verschwindet  für   alle   ganzen   m  von  m  =  1   bis 
7»  =  V,  denn  sinwÖ  ist  gleich  dem  Produkte  von  2sinj:  in 

cos(w  —  1) ö  -|-  cos(m  —  3) ö  -| — , 
wenn  die  Reihe  mit  cosl.ö  oder  cos2ö-|-4^  schliesst.     Letztere  ist 
eine  ganze   Function  von   cosö  =  a;  höchstens  vom  Grade  v  —  \\ 
also  verschwindet  c,„,   wenn  die  ganze  Zahl  m  nicht  grösser  als  v 
ist.     (M.  vergl.  §  16,  S.  71.) 

Um  die  c  genau  zu  bestimmen,  geht  mau  davon  aus,  dass  nach 


88  I-  Theil.     Zweites  Kapitel.  §  19    15. 

§  5,  a  die  Function  P  die  Form  hat 

wo  die  X  bekannte  numerische  Coefficienten  bezeichnen.    Multipli- 
cirt   man  auf  beiden  Seiten  mit  sinmOdO  und  iutegrirt  von  0  bis 

TT,  so  entsteht  links  ^c,„,   auf  der   rechten  Seite   identisch   Null, 

wenn  nicht  m-\-v  eine  ungerade  Zahl  wird.     Ist  aber  m-{-v  un- 
gerade, so  hat  man 

und    die  Reihe   schliesst,  je   nachdem  v  ungerade  oder  gerade  ist 
(m  gerade  oder  ungerade)  resp.  mit 


m-{'l       m  —  1 '  m        m 

Diese  Reihe  lässt  sich  durch  eine  Formel  von  Pf  äff*)  summiren, 
die  sich  auf  solche  hypergeometrische  Reihen  bezieht,  welche  zwei 
Elemente  mehr  besitzen,  als  die  Reihe  von  Gauss.  Einfacher  führt 
aber  folgendes  Verfahren  zu  einer  Summation  der  Reihe:  Nach  der 
vorstehenden  Gleichung  ist,   immer  m-\-v  ungerade  vorausgesetzt, 

TT 

-^c,n  eine  rationale  Function  von  m,  deren  Nenner  aus  dem  Pro- 

ducte  der  Factoren  m-f  v,  jn — v;  m-\-v—'2^  m—v-\^2-,  etc.  besteht. 
Aus  der  vorhergehenden  Betrachtung  aber  folgt,  dass  der  Zähler 
verschwindet,  bei  geradem  v  für  tn  =  +l,  +3,  etc.,  +(»'—1),  bei 
ungeradem  v  für  w  =  +2,  +4,  etc.,  +(»'  — 1),  und  für  w  =  0;  — 
ausserdem  aber  für  keinen  Werth  von  m,  da  der  Zähler  einen  ge- 
ringeren Grad  hat  als  der  Nenner.  Bezeichnet  /n  eine  Constante 
nach  m,  so  ist  also 

(m  —  v)(m — v-\-2)...(m  -\-v) 
Die  Constante  f.t  bestimmt  sich  dadurch,  dass,  wie  aus  dem  Aus- 
druck von  c  durch  die  Reihe  hervorgeht,  muc,,,  sich  für  m  =  xj  in 
4(Ä(,  +  /c„-| — )  verwandelt.  Dies  ist  aber  4P''(1)=::4,  während  es 
andererseits  /^in  giebt.  Man  hat  also  das  Resultat:  Bezeichnen 
m  und  V  ganze  positive  Zahlen,  so  wird 


*)  Nova  acta  Pctropol.   T.  XI,    17D7.      Supplement  "u  riiistoire,   S.  51. 
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(15,  b)  ...     ^  f^'p"  (cos  0)  am  mOdO 

_  (m — v+l)(m  —  v-{-3)...(m-\-v — 1)  _   n 
~  (m  —  v)(m  —  v-\-2)...(m  +  v)  "~  T^"" 

wenn  m>v  und  zugleich  m-\-v  ungerade  ist.     In  den  an- 
deren Fällen  ist  das  Integral  Null. 

Unmittelbar  durch  diese  Gleichung  finde  ich  die  Ent Wicke- 
lung von  P  nach  Sinus  der  Vielfachen  von  ö,  welche  schon 
im  §  5,  /■  angeführt  wurde 

(15,  c)  ...     ^.P^cosÖ)  =  "sl^^i^GmC^* -f-  1)Ö 
,      \.{n^-\)     .    .     ,   o^rt  ,       1.3.(w+l)(n  +  2)      .  ,    ,  ..^  ,       \ 

Für  ?«  =  0  erhält  man  hieraus  die  bekannte  Entwickelung  von 
1  in  eine  Sinusreihe. 

Um  nach  diesen  Vorbereitungen  die  gesuchte  Entwickelung  für 
coswö  zu  finden,  setzt  man 

coswö  =  6''r(cos6')  +  öT'(cosö)  +  "-, 


2v-\- 


Ist  n-\-v  gerade,  so  giebt  die  rechte  Seite 

(w-v-l-2)(w-v4-4)...(M  +  v— 2) 


zu 


(W  —  J/ —  1)(W  -  V -1- 1) ..  .(w  +  i;  4- 1) 

und  damit  die  gesuchte  Formel 

(15,  d)  ....    •2^^2«^^'"""''  =  ^-"'^'  ')''>''s'') 


+ 


^  ^    («'— (w  — 2))(w  —  (w  — 4)')  ^         ^ 


Durch  die  Formeln  (15,  a)  und  (15,  (i)  ist  die  Aufgabe  dieses 
Paragraphen  nach  S.  86  gelöst. 
Zweite  Methode. 
In  den  Formeln,   durch   welche   ^mmO   und  aosmO  nach   den 

Potenzen    von  sinö  entwickelt  wird,  setze  man  ^  —  0  für  0   und 

darauf  cosö  =  -^i  so  erhält  man  die  Ausdrücke,  welche  den  weiteren 
Entwickeluugen  zu  Grunde  gelegt  werden 
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(a)...     cosm(^^  -d)=l-  ^-2  ^  +     1.2.3.4     "^ 

(6)...    smm(^-2— ^>T"      1X3      "^ 

m(m'-r)(m--3') 
■^  1.2.3.4.5  ■■' 

Diese  Gleichungen  gelten  für  positive  a^;  dass  die  erste  für 
negative  x  dasselbe,  die  zweite  das  entgegengesetzte  giebt,  wie  für 
positive  ic,  ist  klar;  m  kann  eine  beliebige  reelle  Grösse 
sein.  Ich  werde  nur  jede  von  den  beiden  Reihen  für  sich  in 
Kugelfunctionen  umsetzen,  und  nicht  cos  mö  oder  sin  mö  selbst,  die 
man  aus  einer  einfachen  Combination  der  beiden  Reihen,  nämlich 
durch  die  Gleichungen 

cosma  =:  (rt).cos — ^ — |-  (o).sin 


2      '  ^  '  2 

sm  m  0  =  {a).  sin  — ^ (o) .  cos    ^^ 

erhält;  für  ein  ganzzahliges  m  sind  (a)  und  (6)  geradezu  die  zu 
entwickelnden  Functionen  +sin»jö  und  +  cos  mO. 

In  das  w'*"  Glied  von  (a)  setze  man  für  a;-"  die  ihm  gleiche 
Reihe  von  Kugelfunctionen,  am  bequemsten,  indem  man  sich  der 
Form  des  §  18,  S.  85  bedient.     Dadurch   entsteht  als  Factor  von 

X  ^  eine  Summe 

^     ~^^^  2.4...(2/i-2i^).1.3...(2«4-2j'  +  l)' 
welche  nach  w,  aber  erst  von  n  -—  v  an  bis  n  =  oo'  zu  nehmen  ist. 
Rückt  man  das  erste,  nämlich  das  n  —  v  entsprechende  Glied  vor 
die  Summe,  so  bleibt  unter  dem  Summenzeichen  genau  eine  hyper- 
geometrische Reihe 

F(v  +  lm,  v-ini,  2v  +  |,  1), 
deren  Summe  nach  Gauss  gleich  ist 

J7^n(2v+i) 
n{v  -j-^i-tn)  n(v  -f  ji4-w) 

Reducirt  man  nach  den  bekannten  Formeln  für  die  77,  so  er- 
hält man  als  Factor  von  X'^  den  Ausdruck 

_        m;r  m\m '  -  2^)...(m^  ~  (2v  -  2)') 

cos^-.(4v  + 1)  ^^^,  _^.^^^^^,  _  3'^)^ ,,(^„,t ._  (9y  |.  lyy 

also  schliesslich  für  beliebige  reelle  m  die  Gleichung 
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niTi 

cos      t>      .  1 

(15.  e)  ...     cosm(-^ -^=    ,       ^^  (l.P\cos^)+5-^^,P'(cosö) 

+  ^-(»»--3-)k'-5-)^'»''^''^+-> 
die  offenbar  auch  noch  in  dem  speciellen  Falle  anwendbar  bleibt, 
wenn  m  eine  ungerade  ganze  Zahl  wird,     (eosö  ist  po«tiv!) 
Dasselbe  Verfahren,  auf  die  Gleichung  (6)  angewandt,  giebt 

.    mn 

(15,  0  • .  .     8mm(-J  -e)^  2Y7r^(3.ncosÖ)+7£i£^,P'(cosÖ) 

§  20.  Ausser  den  im  Vorhergehenden  angegebenen  Mitteln, 
welche  dazu  dienen,  ganz  allgemeine  Potenzreihen  oder  trigono- 
metrische Keihen  in  Reihen  von  Kugelfunctionen  umzugestalten, 
kann  man  sich  in  speciellen  Fällen  zuweilen  für  ähnliche  Um- 
formungen der  Hülfsmittel  bedienen,  welche  in  diesem 
Paragraphen  zusammmengestellt  werden. 

1)  Wenn  die  Entwickelung  einer  Function  fix)  nach  Kugel- 
functionen gegeben  ist,   so  kennt  man  auch  die  von  -xfix)-^   ist 

nämlich 

f{x)  =  a,  X°  +  a,  X  +  rt,  X"  +  •  •  • , 
so  wird 

Beweis.    Aus  der  Gleichung  (1)  S.  11  folgt 
logr=  -^  log(l  -2ax-f  «*) 
und  hieraus  durch  Differentiation  nach  a 

(1  -  Ictx  -f  a*)f^  -f  (a  -  x)  r  =  0. 

Od, 

Vertauscht  man  T  mit  der  ihm  gleichen  Reihe  von  Kugel- 
functionen, so  findet  man  hieraus  die  einfache  und  wichtige 
Gleichung 

(16)  ...     (n  +  l)X''+*-(2«+l)a;X''-f  wX"-'  =0 
X'-a^X'-^O. 
Diese  Recursionsformel,  welche  gestattet  X"  für  jeden  In- 
dex n  aus  je   zwei  vorhergehenden,   schliesslich  aus   X"  =  1    und 
X' =  X  zu  berechnen,   kommt  im   wesentlichen    schon   bei  Gauss 
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vor*);  ich  entnehme  sie  einer  Arbeit  des  Herrn  Bonnet**)  und 
erwähne  noch,  dass  derselbe  darauf  aufmerksam  macht,  dass  aus 
ihr  durch  Sturm's  Methode  die  Realität  der  Wurzeln  von  X"  =  0 
folge  (die  schon  im  §  7  bewiesen  ist).  Die  Bedingungen,  welche 
eine  leichte  Anwendung  dieser  Methode  gestatten,  sind  nämlich 
erfüllt,  da  die  Function  X'*  immer  vom  w'*^"  Grade,  X"  eine  Constante 
ist,  und  ferner  nach  (16),  wenn  X"  verschwindet,  die  Nachbarn 
X"^^  und  X"~'  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

2)  Aus  der  Entwickelung  von  f{x)  ergiebt  sich  die 
von  /"'(.c)  durch  eine  von  Herrn  Chris toffel  ***)  gefundene  Formel. 
Mit  Herrn  Bauer f)  leitet  man  sie  leicht  ab,  wenn  man  erwägt, 
dass  X"  nach  x  differentiirt  nur  die  /«  — 1"",  w  — 3"',  etc.  Potenz 
von  X  enthält,  man  also  setzen  kann 


dX"  „^-1  „-3     , 

-^  =  a,._i  A       +  tf„_3  Ä       4- 


Da  allgemein 


2a,  =  (2v-\-l)f\ 


wo  V  jede  der  Zahlen  ?<— 1,   w  — 3,   etc.   vorstellt,  und  nach  einer 
Integration  durch  Theile  erhalten  wird 

—  1 

das    letzte  Integral  aber    verschwindet  (weil   der  Grad   v  —  1  ge- 
ringer ist  als  «),  so  entsteht  die  Gleichung 


*)  Methodus  nova  integralium  valoi'es  per  approx.  inveniendi  no.  19. 
**)  Liouville,  Journal  de  Math.  T.  XVII,  These  de  Mecanicjue  S.  267.  Gauss 
hat  in  seiner  Abhandlung  nirgend  erwähnt,  dass  die  Functionen,  auf  welche  er  ge- 
führt wird,  die  Kugelfunctionen  (erster  Art),  jene  Laplace 'sehen  Functionen  seien. 
Sie  treten  bei  ihm  überall  als  Nenner  der  Näherungswerthe  eines  Kettenbruchs  auf, 
und  erst  Jacobi  macht  im  2.  Bd.  des  Grelle 'sehen  Journals  S.  226  auf  den  Zu- 
sammenhang aufmerksam.  In  derselben  Arbeit  von  Gauss  kommen  auch  die 
Functionen,  welche  ich  Kugelfunctionen  zweiter  Art  nannte,  vor,  und  zwar  sjjielcn 
sie  eine  Kolle  als  Reste  bei  dem  Ketteiibruche  für  log(.T-j-l)  —  log(x — 1);  als  par- 
ticuläre  Lösungen  der  Differentialgleich.  (<S)  habe  ich  sie  in  meiner  Inauguraldisser- 
tation und  dann  im  26.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  §  2  neben  die  P  gestellt. 
***)  De  motu  permanenti  electricitatis  in  corporibus  homogeneis.  Dissertatio 
inauguralis.      Berolini,    1856,   p.  53, 

f)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  56,  Ö.  102 
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(K),  a)  ...     ^  =  (2/^-l)X'-^  +  C2«-r))X"''  +  (2«-9)X"-'  +  -.-, 

welche  mit  3.X'  oder  mit  l.X"  schliesst. 
.3)  Aus  (16,  a)  folgt  unmittelbar 

^X"+'         r/X""' 

(ic,^)...    ^-^  =  C2»  +  i)r 

uucl  durch  lutegration  schliesslich 

(16,  r)  ...      (2«-f-l)y^'x"rfj:  =  X"-'-X"  +  \ 

Man  kann  diesen  Gleichungen  noch  eine  Reihe  ähnlicher  hin- 
zufügen, z.  B. 

(10,.)...     (2„+-l).^  =  «^  +  («+l)^- 

Ein  Beispiel  für  die  Art,  wie  diese  Formeln  zu  verwerthen 
sind,  wenn  die  Function,  welche  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  entwickelt  werden  soll,  durch  eine  Diffe- 
rentialgleichung definirt  ist,  liefert  die 

Dritte  Methode. 

Indem  ich  hier  im  wesentlichen  Herrn  Most  folge,  gebe  ich 
aus  seiner  Arbeit  nur  das,  was  hierher  gehört. 

Jede  lineare  Verbindung  von  cosmO  und  sinmö,  also  jeder 
Ausdruck  z  von  der  Form 

in  dem  a  und  b  irgend  welche  gegebenen  Constanten  bezei.'hneu, 
wird  der  Gleichung  genügen 

Diese  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  cos  ö  =  x  in 

(1  —  x^)  d^z  —  xdzdx-\-  ni^z  dx""  =  0. 
Entwickelt  man  z  in  die  Reihe 

setzt  dieselbe  in  die  obige  Differentialgleichung  ein,  und  reducirt 
durch  die  Gleichung  (8),  nach  welcher 

so  entsteht 

ECy\xdX'  +  {ire  -  v{y  ^\))X''dx\  =  0. 
Durch  (16,  d)  und  (16,  6)  verwandelt  sich  das  Vorstehende  in 


94  I-  Theil.     Zweites  Kapitel.  §  21    16. 

folglich  erhält  man  für  die  Coeffieienten  c  die  Relation 
_  2^  +  5         m'  — y^ 

^''+'  -  2ir:jrT'm^-(H-'3f ''''■ 

Es  bleibt  nur  noch  c^  und  Cj  zu  bestimmen,  aus  denen  durch  die 
vorhergehende  Formel  die  übrigen  Coeffieienten  recurrirend  gefunden 
werden.     Da  nach  (9,  a) 

/n 
(a  cos  mO-\-h  sin  mö)  sin  d  dd^ 

0 

/n 
(a  cos  m0-\-b  sin  mö)co8  6  sin  ö  dd^ 

so  erhält  man 

niTi 


2     /  mn    ,   ,    . 

c„  =  — 5- 1  ö  cos  --;^^ — h  o  sin 

1  — m     \  2 


2     /  w/r    ,   ,    .     mn\ 

2^/ 


3sm-  ^ 

2     /      .     mTT       ,         m7r\ 

c,  =  — j 5- 1  a  sm  --S o  cos  — -r-  ) , 

'         4  —  m^^  2  2  ^' 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Reihe  für  z  wiederum 
die  Gleich.  (15,  e)  und  (15,  f). 

Die  Anwendung  dieser  Methode  gestaltet  sich  ebenso 
einfach,  wenn  eine  Function  z  nach  Kugelfunctionen 
entwickelt  werden  soll,  welche  der  Differentialgleichung 
genügt 

(1  —  x'')  d^z  -f-  (a  -f-  bx)  dz  dx  -\-  cz  dx^  =  0, 
immer  noch  vorausgesetzt,  dass  die  Entwickelung  möglich  sei. 

§  21.  Ganz  ähnliche  Resultate  wie  die,  welche  wir  für  die 
Kugelfunctiou  der  ersten  Art  fanden,  ergeben  sich  auch  für  die 
Functionen  der  zweiten  Art  Q. 

1)  Reihen,  welche  nach  Potenzen  von  y  absteigen, 
entwickelt  man  nach  den  Q.  Diiferentiirt  man  die  Gleichung  (11) 
n  mal  nach  x,  so  ergiebt  sich 

Setzt  man  x  =  0,  so  wird  der  auf  der  rechten  Seite  befindliche 
Diiferentialquotient  von  X  Null,  so  oft  v<«,  und  ebenso,  wenn 
fi  -\-v  ungerade  ist.     In   den   anderen  Fällen  findet   man  ihn    aus 
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dem  mit  x'"  multiplicivten  Gliede  von  X*^  in  der  Reihe,  welche  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  v  geordnet  ist,  im  §  4,  S.  12,  gleich 

i:±^1.3.5...(v  +  ^^-l) 
^     ^  2.4.6...(i'-w) 

Hierdurch  erhält  man 

(17)  ...   ^^'^^f^\iin  +  ^)Q'(,)-(-2nV.)<>±nQ'^^^y) 

und  darauf  das  allgemeine,   der  Gleich.  (10,  h)  entsprechende  Re- 
sultat: 

Eine  Function 

nach  Kugelfunctionen  zweiter  Art  entwickelt,  giebt 
f{x)^  b,Q\x)^h,Q\x)^b,Q\x)^-. , 

wenn  gesetzt  wird 

,..     .            ,          1.3.5...(2w  +  l)  /  n(n-l) 

(1.,«)...     K^ 1.2...n       A^"~  27(2^^11)^"-^ 

«(n-l)(n-2Xn-3)  _     N 

~^     2.4.(2m-1)(2«-3)      "-*      '■/■ 
Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Formel  kann  das  im 
§17   gegebene,   die  Entwickelung  von  («/  — ^)~\  benutzt  werden, 
indem  man  x  mit  y  vertauscht  und  dann  c„  gleich  x^  setzt. 

2)  Für  die  Q  hat  man  eine  Recursionsformel  die  (16)  ent- 
spricht.   Aus  (11)  zieht  man 

-^  =  2{^n^\)xP\x)Q\y) 
y  —  x 

und  indem  man  (!(>)  anwendet 

Die  linke  Seite  ist 

=  -^  -  1  -  - 1  -f  1/  Z{2n  +  \)P\x)  Q\y). 
y  —  x 

Vergleicht  man  diese  Reihe  mit  der  vorhergehenden,  ordnet  darauf 

nach  P"{x\  und  setzt  die  Ausdrücke  gleich,  welche  mit  einer  Kugel- 

function  P"(a;)  von  demselben  Grade  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

(17,6)  ...     {n^\)Q'''\y)-{-ln^\)yQ\y)i-nir-\y)  =  i) 

QXy)-yQXy)+i=o. 
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Hierau  knüpfte  Herr  Carl  Neumanu,  der  während  seiner  früheren 
Lehrthätigkeit  in  Halle  mich  hei  der  Ausarbeitung  des  Handhuchs 
auch  durch  viele  andere  schätzbare  Mittheilungen  unterstützte, 
folgende  einfache  Ableitung  einer  merkwürdigen,  von  Gauss  ge- 
fundenen Gleichung: 

Die  Formel  (16)  lehrt,  dass  P"(a,)  recurrireud  aus  P'  und  P"  ver- 
mittelst einer  linearen  Gleichung  von  der  Form 

P\x)  =  AFX^)  +  ßPX^) 
gefunden  wird,  wo  A  und  B  gewisse  ganze  Functionen  von  x  be- 
zeichnen.    Vergleicht  man  (16)  mit  (17,6),  so  ist  klar,    dass  man 
für  dasselbe  A  und  B  haben  müsse 

Q\x)  =  AQ'ix)-\rBQX^). 
Setzt  man  für  P'  und  0'  ihre  Werthe 

P'  =  xP'         Q'  =  xQ''-l, 
so  wird 

P\x)  =  (Ax  4-  ß)P"  =  Ax^  B 

Q\x)  =  (^Axi-B)Q'~-A. 
Den  Werth  von  Q'^  haben  wir  bereits  aus  der  Definition  (12)  gleich 
l\og(x-\-l)  —  ^\og(x—l)    gefunden.      Ferner    ist    A    eine    ganze 
Function  von  x^  offenbar  vom  Grade  w  — 1.    Die  vorstehenden  Be- 
trachtungen haben  uns  also  den  Satz  verschafi't:    Es  ist 

(17,  c)  ...     QXx)  ^  i  PX^) .  log|^[  -  Z", 

wo  Z"  eine  ganze  Function  w— 1'*'"  Grades  von  x  bezeichnet. 
Die  Kugelfunction  zweiter  Art  enthält  also  keine  höhere  Trauscen- 
dente  als  einen  Logarithmus. 

Die  Beziehung,  welche  in  (17,  c)  enthalten  ist,  und  die  noch 
mehrfach  auftreten  wird,  ist  jene  vorerwähnte,  die  bei  Gauss  in 
der  Schrift  Methodus  nova  integr.  val.  per  approx.  inven.  vorkommt. 

Eine  besonders  einfache  Gestalt  hat  Herr  Christoffel  für  Z 
gegeben ;  er  findet  nämlich  (M.  vergl.  §  27) 

r  =  g^p-^(x)+  ./;~^.,  .  p^-\x)+j?^^^ P'-V)-}- ... , 

I.W  ^  ^       3.(w  — 1)  ^  ^      5.(w  — 2)         ^  ^  '        ' 

wenn  die  Reihe  bis  P°  oder  P'  fortgesetzt  wird. 
3)  Man  hat  offenbar  die  Gleichung 

-i-(— )=^(-^)' 

dy  \y  —  xy        üx  ^y  —  x^ 
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uud  setzt  man  für  den  zu  diflFereutiireiuleu  Ausdruck  die  ihm  gleiche 
Reihe,  die  folgende: 

-  ^(2.^+  l)P"(a-)^^  -  ^(2.  +  1)  Q\y)  ~~^  • 

Die  rechte  Seite  wird  nach  (16,  a) 

=  ^(2n  +  l)Q"(ijX(2n-l)P"-Xx)-\-(2n~b)P''  Xx)+  ...)• 
Fasst  mau  die  Factoreu  von  P"(x)  in  ein  Glied  zusammen,  so  wird 
schliesslich  erhalten 

(17,  d)  . . .     -^^^  =  C2/.  +  B)(?"n?/)  +  (2H-T)0"^\^) 

+  (2«  +  ll)(?"+\j/)  +  -- 
Mau  kann  noch  die  beiden  Gleichungen  hinzufügen 

(17,0  •••     diQ"'\y)-O"-'0j))=(2n-\^l)Q"(y)dy. 
(17,0  ...     i:ln-\-\)p'Q\y)dy  =  Q"  %)  -  Q" -\y). 

V. 

Anmerkung.  Nach  den  Q{x)  lässt  sieh  eine  Function  von  .r 
nur  auf  eiue  Art  entwickeln.  Nach  den  allgemeinen  Prinzipien  hat 
man  dazu  nur  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 

nur  dann  Null  für  alle  Werthe  a;,  von  einem  gegebenen  x  an  bis 
X  —  Tc  darstellen  kann,  wenn  alle  h  Null  sind.  Dies  ist  klar,  da 
die  Reihe  mit  a;,  a-',  .r',  etc.  multiplicirt  Null  sein  muss,  während 
x.Q\x^^  x\Q'(x),  x\QXx)^  etc.  für  x  =■  x  endlich  und  v(m  Null 
verschieden  bleiben. 


Zusatz  ziuii  zweiten  Kapitel. 

Die  hypergeometrischen  Reihen.     (M.  vergl.  S.  79.) 

I.     Die  Einführuug. 
(a)  l'nler  den  linearen   Dillerentialgleicliungen  zweiler  Orihmny 
ip{x)  y^'-^x{x)y'A-^{x)y  =  i), 
in  welclieu  li;,  y,  ^  ge^rebene  ganze  Functionen  von  x  I)czeiehnen,  spielen  die- 
jenigen eine  l)edeulcnde  Rolle,    in    welchen  \p    einen  iiölieren  (irad  besilzl  als 
/,  X    ^^^  ^-     '*'<•    giurze    Classe    derer,    in    welchen   x^t   noch    ausserdem    vom 
zweiten  (Jrade   isl ,    lässl  sich  durch  die   Hiilie   inli'griren ,    welclie  seil    (iauss 

Heiiif,   Theorii-  der  Kuj;fll'mirtiiMiiMi.     l'.  Aull  , 
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(He  liypercfeomelrisclie  licisst.     Nach   der  Bezeichnung  von  Gauss  ist   sie 

,         ,(„,,„.). .+^.+  .H«±M(glW,... 

Die  Grössen  a,  ß,  y,  x  lieissen  die  Klemente. 

Neben   diese   stelle   icli    die    veral  Ige  nie  inerte   hypergeometrische 


'     (i-9)(i-v')(i-9^)0-9>'+0 

deren  Eigenschaften  hier  gleichzeitig  untersucht  werden  sollen,  wobei  ich  meine 
Irüheren  im  32.  und  34.  Bde  des  Grelle  scIien  Journals  erschienenen  Arbeiten 
zu  Grunde  lege,  und  die  Methode  beibehalte,  durch  welche  die  Resultate  ge- 
funden wurden.  Schon  wegen  der  grossen  Ausdehnung,  welche  einige  Formeln 
bei  dieser  Bezeichnung  erhalten,  ist  es  zweckmässig  zu  setzen 
qi«  =  a,  qi^  —  6.  ?>'  =  c,  q^  =  x 
und  die  Reihe  in  der  Form 

(i-a){i-b)         (i-a)(l-ga)(i-6)(i-^6) 

'+(l-(/)(l-c)-^+   (i-q){i-q^){i-c){i-qc)  "     ^"- 
lurch  cp\a,  b,  c,  q,  x^^  zu  bezeichnen,  so  dass  man  hat 

q)\a,  6,  c,  q,  x]  =  qp(qloga,  qlogö,  qlogc,  q,  loga;), 
wenn  q  den  Modulus  in  einem  Logarithmensystein  mit  der  Grundzahl  q  und 
log  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet.  Ferner  werden  im  Folgenden 
nicht  immer  sämmtliche  Elemente  a,  ß,  y,  ^  oder  a,  h,  c,  x  und  q  zu  F 
oder  (f)  hinzugesetzt;  wo  keine  Zweideutigkeit  dadurch  entsteht,  kann  man 
einige  von  ihnen  fortlassen. 

Die  Analogie  zwischen  den  beiden  bypergeomelrischen  Reihen  tritt  am 
boslon  hervor,  wenn  mau  sich  für  cp  der  ersten  Form  bedient.  Für  q  =  ^ 
gehen  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  q^  in  die  entsprcciienden  Glieder  der 
Reibe  F  über,  oder  vollständiger,  wenn  man  setzt 

1 

q  =  l-f-^logj. 

b 

so  geht  die  Reihe  cp{a,  ß,  y,  q,  ^)  für  ^  =  x,,  wodurch  zugleich  q  =  i  wird, 
in  F{a,  ß,  y,  q,  z)  über.  Ein  wesentlicher  Unterschied,  der  im  Folgen- 
den mehrfach  iiervortritt ,  besteht  darin,  dass  ^  in  der  allgemeinen  Reihe  qp 
eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  a,  ß,  y,  während  diese  Eigenschaft  bei  der 
Reihe  von  Gauss  verloren  geht.  Die  doppelte  Periodicität  der  elliptischen 
Functionen,  die  sich  vermittelst  solcher  Reiben  cp  darstellen  lassen,  beruht  auf 
dem   erwäiulten  Umstände. 

Wenn  es  sich  nicht  gerade  um  den  Grenzfall  handelt,  so  wird  immer 
cJi q  kleiner  als   1    genommen.    Dies  ist  keine  Beschränkung,   indem  man  hat 

(jp( or.  ß.  y,  q.  B)  —  cpi^a,  ß.  y, —-,  y -\'\  — a  —  ß  —  ^J 

odei .    was   dasselbe   ist 
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tf[a,  b,  c,q,x\  =  w\  — ,-j-,  — ,  — ,  — x  {- 

Unter  dieser  Voraussotzuuii  convergiren  F{x)  und  cp(x),  sobald  ,  ft x  an- 
pel)l»nr  unter   1   hleilit,   divergiren  wenn  ^'f{x~:>\. 

Endlich  sind   diese  Reihen  nur  und  immer,   wenn  «  oder  ß  eine  negative- 
ganze  Zahl  ist. 

Eine  einfache  Rechnung  verschafft  die  bekannte  Gleichung 
(1)  ...     y.rfF(a,/?,  j/,  t)  =  a/?.F(a  +  l./?  +  l,5'-f  1.3r)rfj-. 
Setzt  man,  im  Einklang  mit  der  üblichen  Bezeichnung 

g)(a,  ß,  y,  q,  ^  +  1)  — 9i(a.  ß,  y,  q,  ^)  =  Jq:(a,  ß,  y,  q,  |). 
so  erhält  man  eine  der  obigen  ähnliche  (ileichung 

(l.a)...  (c-i)J(p(a,ß,y,q,B)  =  (i-a)(i-b)x(f(ai-i,ß-\-i,y-\-i,q,£). 
Nach   dieser  Festsetzung  bedeutet  Jqi{a;  b,  c,  q,  x)  die  Differenz 
q)(a,  b,  c,  q,  qx)  —  (p(a,  b,  c,  q,  x). 
Ich   stelle  nun  einige  Reihen  von  Gauss  für  specielle  Wertlie  der  Elenienle 
niil   den  entsprechenden  der  Function   y  zusammen: 

F(a.\A,x)  =  (i-x)-"  =  \-\--^x-i-"^YT^-"'^-- 
_      ,   1— ff      ,    fl-a)(l-^a) 

-  3 

xF(iA.-2,x)  =  -log(i-x)^x-\-~^^  +  ..' 

1  —  q^  '         1  —  q      1  —  q        \  —  q^ 

.rF(l.M.a:^)  =  ilogi±|  =  ^  +  ^+... 

Während  die  ersten  Formeln  sich  auf  die  binomische  Reibe  beziehen ,  be- 
treffen die  letzten  loganthniische  Reihen.  Man  bemerkt,  dass  die  letzte  diuch 
Vertaiiscbung  von  x  mit  \qe'^  oder  dem  ifachen  dieses  Wertbcs  in  eine  rom- 
plexe  Zaid   übergeht,   deren  imaginäre  Theile  resp.  sind 

ikK   .        IKx         ikK   .  IKx 

sui  am .       -- —  sm  coam 


2tc                n              '2ti  TT 

Von  hitcresse    sind   die  Reihen,    in   welchen  die  Elemente  das  Unendliche 

enthalten,   wie  dies  bei  der  Exponentialreiln'  der  Fall  ist.     Setzt   man  q  gleich 
dem  reell   Unendlichen,  so  hat   man 

e^  =  F(i,g,i,xg-^y,      F(g,g,y,xg-^)  =1+^  +  ^-^-^—+  ...  . 
Die  letzte  Reihe    giebl    für    ;'  ~  ä  •    '"'*"''    Y   ~  j     trigonometrische  Functionen 
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nämlicli  resjt. 

cos(2t/a;),       -——. — ,       (^  = /— 1), 

für  y—  l  alter  die  Cylintlerfimctionen  (S.  83)  und  allgemein,  wenn  y  die 
Hälfte  einer  ganzen  Zahl  ist,  die  im  III.  Theile  vorkommenden  Cylinderfiinclionen 
liöherer  Ordnung. 

Bei  de)i  Reihen  cp  tritt  das  Unendliche  in  noch  mannigfaltigerer  Art  auf. 
Man  Iiat,  der  ersten  Reihe  entsprechend 

n(n — 1) 

wenn  der  Zähler  des  «'•■"  Gliedes  q  -  x"  wird.  Der  zweiten  von  den  Reihen 
F  entsprechen 

,rf-S,.-3.,..,.s'+29)  =  1  +  ^^-^^-— 

+  (l-7)(l-g^)(l-g>0(l^^?^  '^  '■  ■' 
wo   (las  «'•'  Glied  den  Zähler  ^"("    i)^;"   |,,it.     Ferner  gehört  hierher 

eine   Reihe  aus  der  man  die  Jacohi'sche  Function   0  hilden  kann. 

Reachtel   man,   dass   q"  =  — 1,   wenn  a  gleich  i/rq  gesetzt  wird,  so  er- 
hält  man 

2x  '2x' 

(f{Ui7iq,i^iTcq,q,^)=  1-1-^^  +  ^-^  +  .... 

eine  Reihe,  die  nach  Jacohi's  Fundamenla  nova  Iheor.  f.  eil.  §39,  Gl.  25 
auf  z/am   führt. 

Kies   mag  genügen,   um  den  Charakter  der  Ausdrücke  zu  zeigen,   auf  welche 
man   heim   Uehergange   von  den   Fimclionen   F  zu  q>  kommt. 

11.     Differential-  und   Differenzen-Gleichungen. 
(b)  Fuler  hehamhdt  in  den   Instit.  calc.  integr.  Vol.  II.   Secl.  I.  Gap.  VIII. 
(las  l'ndtlema  122:    Formulam  generalem  aequalionum  diirerentio-difl'erentialium, 
(|uas    commode    per   series  resolvere    licet,    exhihere  etc.    und    gelangt    auf  die 
Gleichung 

v-{a-\-bv")d'y-\-v{c-\-  eT)'")dydii-{-(f-\-gV)'^)ydv-  =  0. 
Set/t  man  rf'  =  u,  so  nimmt  diese  die  Form  an 
d^V  du 

'«•-  ""  •"  7Äg,7r  +  '" -"'"'rfül»  +  •'•-"=">!'  =  "■ 
Wenn    ein   Integral    dieser  Gleiciiuuii    sich    in    eine  n;ich  P(»ten/en    von   u 
auislfi^jcude  Reihe 
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n=tt 

entwickeln  lässt,  so  wird  «,  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  vitu  u,  durch 
die  Gleichung  hestiinnit 

Soll,  wie  hei  einer  hypergeouietrischen  Reihe,  e  zu  Null  wenlen ,  so  inuss 
ff.,  Null  sein.  Indem  man  noch  6„  w  =  —  «o^  macht,  und  lur  ff„,  ff,.  6„, 
b],  b.,   Buchslahen  a,  ß,  y  eiulührt,   geht  die  DiftVrentialgleichung  in 

(2)  .  .  .     (i-x)d'yi'[y  —  i-(a-\-ß)x]dydB—aßxydB'  =  0 
über,   wu   ^  =  log.r.    Integrirl  man  diese  nacii  der  bekannten  Methode  durch 
Reihen,  die  nach  Potenzen  von  x  aufsteigen,  so  erhält  man  eine  Lösung 

y  =  F(a,  ß,  y,  x). 
Die  von  Euler  im    122.  Probleme    liehandelle    Gleichung  gieht  als«» 
als  Lösung  eine  hypergeometrische  Reihe  sobald  a^  =  0. 

Dieser  Untersuchung  setzen  wir  eine  andere  an  die  Seite,   welche  sich  aul 
die  Difl'erenzengleichung 

(a,-b^u)J'y  +  (a,  —  b^u)Jy-^(a,  —  b,u)y  =  0 
bezieht,  worin  die  Diflerenzen  nicht  nach  u,  sondern  nach  logM  genommen 
werden,  wie  oben  die  Difl'erenliatiou  nicht  nach  x,  sondern  nach  \ogx  =  ^ 
ausgeführt  wurde.  Wenn  man  die  Grössen  y^,  y^,  etc.  bildet,  ileren  Diffe- 
renzen die  ^J  geben,  so  hat  man  also  logw  um  die  Constaule  zu  vermehren, 
also  u  in  qu,  q^u,  etc.  zu  verwandeln. 

Setzt  man  hier 

y  =  ^C,.M*+", 
n 

und  denkt  sich  u  ausgedrückt  durch  u  =^  q^,  so  dass 

Ju  =  —(i  —  q)u,  Ju''  =  —(i  ~  q')u'', 

Jy  =  —2Cn(i  —  q'+")u'+",  J'y  =  ^c„(l  — gf+")'M*+", 

so  wird  €  durch  die  Gleichung  bestimmt 

öo(i-90'-«.(i-r)  +  «a  =  <>- 

Soll. die  Reihe  für  y,  wie  im  Falle  der  Function  F,  mit  einer  Constauteu,  der 
0"""  Potenz  von  u,  beginnen,  also  s  gleich  Null  sein,  so  mnss  auch  hifi 
a^  Null  gesetzt  werden.  Für  u,  die  a  und  6  führe  man  eine  Veränder- 
liche X  und  Constante  a,  ß,  y  ein;  dann  geht  die  Differenzengl ei- 
ch ung   in 

(2,  a)  .  .  .     (qy-^  —  xq"+ß)J'y—[i  —  qy'-(q''  +  q''^—-2q^+^"0-^\^y 

~{\-q-X^-qß)xy^i) 
über  oder,  nach   der  zweiten  Bezeichnungsari,   in 

(2,  6)  . . .  (c  —  ab qx)  J'^y  ^\c  —  q-\-(a-\-b—  'lab)qx \  Jy 

—  {\—a){\  —  b)qxy  =  0. 
Eine  Lösung  dieser  Gleichungen  ist 
y  z=  (p\a,  b,  c,  q,  x\. 

111.      Die  verwandten  Reiiien. 
(c)  Functioues  couliguae    nennt   Gauss    diejenigen    Reihen    von    der 
Form   F(a,  ß,  y,  x),    in    welchen  die  Werthe  eines  der    drei  ei-sten   Elemente 
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um  eine  Eiulu-il  vorscliioden,  (li<'  Werthe  dor  drei  üluigen  hingej^on  gloioli  sind. 
In  seiner  Anzeige  der  Disqiiis,  genor.  c.  ser.  inf.  etc.  (Göü.  gel.  Auz.  Febr.  10) 
sagt  Gauss  (Werke,  Bd.  III,  S.  199):  „Im  Deutschen  könnte  man  sie  etwa 
verwandle  Reihen  nennen*';  ich  habe  mir  deshalb  erlaubt,  mich  dieser  Be- 
zeiclinung  neben  der  laleinisclien  zu  bedienen.  Zwischen  ilcr  Function  selbst 
F  imd  irgend  zwei  verwandten  t\  und  F^  besteht  je  eine  homogene  lineare 
Gleichung 

worin  die  a  ganze  Functionen  von  x  höchstens  vom  ersten  Grade  vorstellen, 

so  dass  im  ganzen  — '-^  =  15  von  derartigen  Gleichungen  vorhanden  sind,  die 
1.2 

Gauss  augegeben  hat.     Sie   sind    von    fundamentaler  Bedeutung  und  gestatten 

u.  a.  jede   Funclion    %  =  F{a -{- tu,  ß -{-n,  y  ~\-p,  x),  wenn    m,  n,  p   ganze 

Zahlen  sind,  linear  durch  F  und  eine  verwandte  F^  vermittelst  einer  Gleichung 

%  =  A.F-{-A,F^ 

darzustellen,  wenn  A  und  A^  rationale  Functionen  von  x  sind,  die  sich,  wie 
aus  der  Existenz  solcher  recurrirenden  Gleichungen  von  selbst  folgt,  auf  die 
Zähler  und  Nenner  gewisser  Kettenbrüche  beziehen.  (31.  vergl.  das  fünfte 
Kapitel  und  den  Zusatz  A  zu  demselben.) 

Man  leitet  die  von  Gauss  aufgestellten  Gleichungen  ab,    wenn  man  von 
den  drei  Gleichungen 

fIF 

(3)  ...   -yP-=a(F(a-fl)--F)=/:?(F(/;  +  l)-F)==(y-l)(F(y--l)-F) 

ausgehl.  Zur  Abkürzung  bezeicime  ich  hier,  gemäss  der  Feslsetzimg  auf  S.  98, 
eine  hypergeometrische  Reihe ,  welche  sich  von  F(a,  ß,  y,  J")  um  ein  oder 
einige  Elemente  imlerscheidel,  so,  dass  ich  nur  die  verschiedenen  Elemente  dem 
Buchslaben  F  hinzufüge,  also  z.B.   F(y  —  1)  stall  F(a,  ß,  y — i,x)  setze. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  entstellt  durcli  eine  neue  Dillerenlialion  das 
System  (3,  ä): 

d'F 


(dlogxy 


a [(«+ l)F(a-[- 2) -(2a-t-l) F(a-hlj  +  aF(a)] 
ß[(ß+i)F{ß-i-2)-(2ß^l)F(ß  +  i)  +  ßF(ß)] 

=  (y-i)[(y-2)/*'(;^-2)-(2y-3)F(y-i)-i-(y-i)F(y)j. 

Aus  (3)  erhält  man,  wenn  man  das  vermittelnde  Glied  dF  forllässt,  als 
die  ersten  drei  Gleichungen  zwischen  verwandten  Functionen  das 
folgende  System  [a] 

(ß—a)F-\-aF{a+i)-ßF(ß+l)  =  0 
(y  —  a—l)F-{-aF{a-\-i)  —  (y  —  i)F(y  —  i)  =  0 
(y-ß-i)F-]-ßF(ß  +  i)-(y-i)F(y-i)^0. 

Selzt  mau  den  Ausdruck  für  dF  und  d'F  aus  (3)  und  (3,  a)  in  die  Dill'e- 
rentialgl.  (2)  ein,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  zugleich  die  ersten  Glieder 
von  (3)  und  (3,  a)  oder  zugleich  ilu-e  zweiten  oder  zugleich  ihre  dritten  an- 
wendet zum  zweiten  Male  drei   Gleichungen,   das  System   [b] 
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[(ß-   a)x-\-2a  —  y]F=  a(i  -  x)F(a  -\-i)  -  (y-  a)  F(a  ~i) 
[{a-ß)x-^2ß-y]F  =  ß(l~x)F{ß-ri)-(y-ß)F(ß-i) 
y[(2y-a-ß-i')x  +  i-y\F=(y-a)(y~ß)xF{y-ti) 

-y(y~i)(i-x)F(y-\). 

Die  übrigen  neim  (Jleicliungeu  liudel  mau  uumittell)ar  durch  Eliuiiualiou  aus 
(lieseu  sechs. 

Jede   von   iliueu    gieht     eine    lineare    Dil'l'er  euzeng  leiohuug    zweiler 
Ordnung,  entweder  eine  vollständige  oder  eine  partielle,  indem  wir  diesen  Aus- 
druck   analog   dem    hei    den    Differentialgleichungen    angewandten    gehraucheu. 
Wir  setzen,  wenn  Uj  (et,  ß,  etc.)  h-gend  eine  Function  von  a,  ß,  etc.  hezeicimel, 
ip(a  i-l,ß,  etc.)  —  ip{a,  ß,  etc.)  =  J\p,         JJ\p  =  J''ip, 

u  ß    a  ßu 

es  mögen  a  und  ß  gleich  oder  verschieden  sein.  Zur  Bequemlichkeit  für  den 
Druck  werden  wir  zuweilen  die  unabhängige  Veränderliche  neben  die  (jleiclumg 
statt  unter  die  /i  stellen,  wobei  wir  diese  Veränderliche  in  Parenthesen  || 
einschliessen.  Die  erste  Gleichung  \d\  würde  also  eine  partielle  Differenzeu- 
gleichung  erster  Ordnung 

aJF—ßJF  =  0 

geilen,  während  [6|  vollständige  zweiter  Ordnung  lielert.  Der  hauplsäcldiche 
Theil  dieser  Resultate  lässt  sich  folgendermaassen  zusammenlassen: 

Die  Function  F(a,ß,  y,  x)  genügt  in  Bezug  auf  x  der  Diffe- 
rentialgleichung (2),  in  Bezug  auf  «,  ß,  y  vollständigen  Differenzeu- 
gleichuugen  zweiler  Ordnung. 

Z.  B.  ist  die,   welche  sich  auf  die  unabhängige  Veränderliche   a  bezieht 
0  ^  {a  \\){\  —  x)J''-F ^{y  —  {et  \  ß  ^i)x)  JF  —  ßxF. 

(rf)  Eine  Gleichartigkeil  bei  der  verallgemeinerten  Reihe  <f  in  Bezug  aul 
das  Verhalten  aller  vier  Elemente  a,  b,  c,  x  erkennt  man  aus  ilem  System 

(3,6)  ...     Jq>  =  ^{(p-tpi^a  +  i))  =  ^((p-rf(ß^i)) 

=  i^itp-fp{y-\))  =  cp{^-\-\)-cp, 

indem  man  liier,  ähnlich  wie  bei  F  in  (3)  hinler  das  Funclionszeiclien  cf  nur 
die  Eleiuenle  setzt,   welche  sicli  von  u,  ß,  y,   q,   |  uulerscJieiden. 

Unter  den  verwandten  Functionen  von  (p  wird  man  niclil  wie  jiei  F 
nur  die  6  verstehen,  bei  denen  eines  der  tirei  ersten  Elemente  um  +1  zu- 
genommen hat,  sondern  auch  solche,  bei  denen  ^  um +1  wächst,  also  8. 
Indem  man  auch  hier  zwischen  (p  und  je  zwei  verwandten  Functionen  Glei- 
chungen von  der  Form 

a(p.-\-a,(p,  +  a,ff,  =  0 
liudel,  existiren  von  solchen  Relationen  28.     Zunächst  erhält  man  stall  wie 
früher  3  jetzt  6   im  Systeme  [aj 

(b  —  a)(p  =  b(i  —  a)(p(a-\-i)-{-a{i  —  b)(p(ß-\-i] 

(c  —  aq)(p  =  c(l  —  a)g)(a-['\)-ra(q  —  c)(p(y — l' 

(c  —  bq)cp^c(i  —  b)(p(ß-\-\)  +  b(q  —  c)(p{y-i) 

cp  =    /i  —  a\(p(a^\)-{-aq>(^^i) 

(p=.    li-b)cf(ß  +  i)^bcp(^4-i) 

q(p=     (^_cjy(y  — l)-l.c(jp(^-ll;. 
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Die  ersten  tli<'i  (iloitliiingeii  vcM'wandoln  sirli,  ii;uli  Division  (liiicli  1  —  </,  für 
q  =  i  sofort  in  die  drei  des  Systemes  |«|  im  §  c,  während  die  letzten  drei 
iinc  analogen  unter  tlen  früheren  1 5  niclit  besitzen. 

Um  die  übrigen  Relationen  aufzusuchen  nimm!   man  von 

die  Diflerenz  nach  i'  und  erhält 

-:^  J'(p  =  {i-a)q^-{l--2aqn'qMcc  +  1i)-h(i~aq)(p{a-^2),  {^{. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (2,  a)  ein,  so  entsteht  zunächst  eine  (Weicliinig 
zwischen  (p,  q)(a-\-'i),  g)(a-|-2);  ein  älinliches  Verhdiren  schalll  noch  eine 
Gleichung  zwischen  g),  q)(ß^i'),  (p(ß-\-'2')  und  eine  dritte  zwisclien  q),  (p{y-\-i), 
(f(y-\-'2),  also  drei  Gleichungen,  welclie  dem  Systeme  [6|  im  §  c  ent- 
sjtreclien,  und  vollständige  Dill erenzongl eich imgen  mit  der  Veränderlichen  resp. 
a,  ß,  y  sind,  zu  denen  (2,  a)  seihst  als  vierte  vollständige  mit  der  Veränder- 
lichen ^  gleichberechtigt  hinzutritt. 

Diese  drei  Gleichungen  bilden  folgendes  System   |6| 
1(1+9 — a)c  —  aq-\-ax(a  —  b)]q)  =  (1  — a)(c—  abx)cp(a  +1) 

-\-q{c  —  a)(p{a  —  i) 
\{\-\-q  —  b)c~-bq-\-bx(b  —  a)\q)  =  (i  —  b)(c— abx)cp(ß-\-i) 

+  q{c-b)(p{ß—\) 
(c—  i)\c(q—  c)  -\-  x(ac  -\-  bc  —  ab  —  abq)\  cp  =  (a — c){b—  c)x(p{y-\-i) 

—  {q  —  c)(i  —  c)(c—abx)(p(y  —  i). 
Ich   füge  noch   die  fehlenden  9  Gleicliuugen  hinzu,  die  mit  den  drei 
ersten    und    den   drei   letzten    sännntliche   Beziehungen    zwischen    (p    und   zwei 
solchen  verwandten  Functionen  liefern,  hei  denen  einer  der  Buchstal)en  a,  b,  e, 
aber  nicht  x  geändert  wird.     Diese  liilden  das  System  [c] 

(abq-\-abc—acq—bc)g)  =  b{a  —  i)(c — abx)q)(a-]  i)-\-aq(b—c)(p(ß—i), 

(c  — 1  )[(1—  a)c' — (b  —  c)xa-]q)  =  ax(a  — c)(b  —  c)g){y-{-i) 

—  c(l  —  a)(l  —  c)(c  —  abx)q){a-\-l), 

( abq-\-abc — bcq—  ac)  (p  =  a(  b —  1 )  ( c —  abx)(p  {ß-\-i)  +  bq(  a — c)q){(x — 1 ), 

(a—b){cq  —  abx)(p  =  (c — b)aqcp(ß  —  i)-{-(a — c)bq(p(a  —  \), 

(c — i  )(cq-—abx)<p  =  ax(b  —  c)q)(y -\-i)~cq(t  — c)q>(a  —  i), 

\c\ q -  a )-{-a^(c—  bq)x](p=  { c—  a )cqcp( a—  \)-{-a(q-- c )( c—  abx)^(y—  1 ), 

{c  —  i)\(l~b)c''  —  (a  —  c)xb^\(p  =  bx(a  —  c)(b-c)q)(y^i) 

—  c(l  — 6)(1-  c)(c—  abx)(p{ß-\-i), 
(c  — 1  )(cq — abx)cp  —  bx(a  ~  c)g)(y -\'i)  —  cq(i  —  c)g)(ß— l), 
\c\q—b)-{-b"(c—aq)x\g)=(c-b)cqg)(ß—i)-\-b(q—c)(c—abx)q(y~l). 
Die  noch  übrigen  10  Gleichungen  erhält  man  durch  Klimination  aus  den  bis- 
herigen 18,  und  aus  der  19.  Gleichung,  welche  entsteht,  wenn  man  die 
DilVerenzcnglcich.  (2,  a)  in  eine  Gleichung  zwischen  cp,  (p(qx),  (p{q\v)  um- 
setzt,  woraus  diese   19'"  hervorgehl 

q(\  —  x)(p  =  \c-\-q—(a^b)qx\q(^-\-i)—(c  —  abqx)(p(^^2). 
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Vollsländiiie    Hiffereuzeugleiohungen ,    denen    (f    genügt,    sind,    ausser    der 
(ileicliiing  (2,  rt),    noch  drei  andere,    die    hier   nicht    von  Bedeutung    werden. 
Jcli  setze  von   ihnen  diejenige  hierher,   welche  sicli  auf  a  bezieht: 
ü  =  (aq — l)(t;—  ahqx)J'y  -\-  yaq(c — q)  -\-  c(q  —  i ) 

-f  oqxib  —  '2abq-\-  (tq)\  Jy  -]-  b''q-x(  1  —  b)y. 
Die    zweite    entsteht   hieraus    dinx'h    Vertauschuug    von    a    mit    ß;    die   dritte, 
welche  sich  aul  die  unabhängige  Veränderliche  y  bezieht,  ist  /.icnilicli  couiplicirl. 

IV.     L  111  lorniu  ng  der  verallgeineiuerteu  Uciiicn. 

(e)   Aus  (1,  rt)  i'olgl,    wenn  ß  =^  y  =  i    gesetzt  wird,   lür  die  specielle 
Reihe  (p  —  (f  (a,  l,  \,  q,  ^)  die  Gleichung 

(l—a)xq^(ai-i)  =  (p-(p(^-\-i). 
Verbindet   man  hiermit  einen  Theil  des  Syslenis  (3,  a),  nämlicii 

so  giebl  die  Elimination  von  g)(a-\-i) 

1  —  ax        j. 

cp  =  — -<jp($-f-l). 

^  1  —  X 

Ka   q)  lür  |  =  3C   gleich   1    wird,  so  erhält  man  durch  wiederholte  Anwendung 

dieser  Formel,    vorausgesetzt    dass  ^  und  a -\- ^  positiv  sind,    die  bekannte 

Gl  eichnng 

,    ,        ^          {l  —  ax)(l  —  aqx)(i  —  aq'^x)... 

^'^■•-     ^^^'''''^'^^='    il-xHi-Uii-q'x)... 

Von  dieser  Formel  sind  zwei  specielle  Fälle  besonders  hervorzuheben;   be- 
deutet g  wiederum  das  positiv  Uueudliche,  so  erhält  mau  aus  ihr 

,4,a)...     v^g.i.i,g,^,=-^^_-—-±-^—^-^^i  +  -^ 

+  (i_^)(i_7y  +  - 

(4,  6)  . . .    (p{-g,i,i,q,  ^+9)  =  (  i—x)H  —  qx)(i  -  q'x)  ...  =  i-  ~j^ 

qx 


'     (i-q)(i-q"-) 

n(n — 1) 

wenn   bei   der  zweiten  Reihe  der  Factor  von  x"  im  Zähler  gleich  q     -       ist. 
Hieraus   I'olgl   die  allgemeinere  Gleichung 

{4,  c)  ...     cp{a,\,i,q,^)q>(ß,l,i,q,a-]-^)  =  q{a-[^ß,l,\,q,B)- 
(/")   Mit  Hülfe  von   (4)    ergiebt    sich   eine  Umformung  der  ursprünglichen 
Reihe,   welche  wiederum   deutlich  zeigt,  dass  das  letzte  Element   hier  nicht  die 
besondere  Rolle  spielt,    welche    ihm  bei  der  Gauss  sehen  Reihe  vor  ilen  drei 
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ersten  zukommt.  Zur  Abkürzung  lusso  mm  bei  der  Bezeicliuung  das  vierte 
Element,   q,   fort. 

Da  mau  nach  (4)   lial 

(l~bc)(i-bcq)... 
'P^y''''-^^'=     (i-b)ii-bq)...    ' 
so   wird 

<f>{y,i,Uii)<f(a,ß,ßi-y,B)  =  cp  (y,  1,  \,  ß)  ^--^^X(f{y,  1.  \,ß-^\) 

üiduL't  man  die  rechte  Seile  nach  aul'sleigenden  Poleuzen,  uichl  vou  x  soudern 
von  b,  so  verwandelt  sie  sich  in 

1  — a     r,        1  — c  ,  (1  — c)(l  — CO)  ,,  ,,   ,      1 

(l-a)(l-a9)       r         1-c..  ,    '^-^Hl-cg)  l 

+    (l-9)(l-(/^)    ^   I-    +    \-q  ^'^  ^     (l_^)(l_g')  ^^^    +       I 

+ 

Die  Zusaiumenfassuug  der  in  jeder  einzelneu  Verlicalreihe  stehenden  Glieder  giebt 

Kies  entspricht  dem  Ausdruck  der  Gauss 'sehen  Reiiie  durch  ein  bestimmtes  Integral. 
ln(h'm  icli  schliesslich  (p(ci,  1,  1,  ^)  herausziehe  und  die  Gleich.  (4)  benutze, 
finde  ich  lolgende  allgemeine  Formel: 

(5)  .  .  .  cp{y,  \,\,ß)  cp{a,  ß,ß-\-y,  ^)  -  cf(a,  1,1,1)  q>(y,  ^,  «+  i,  ß). 
Abgesehen  vou  dem  ersten  Factor  auf  jeder  Seite,  der  nach  (4)  ein  sehr  ein- 
faches Produkt  ist,  wird  also  eine  Reihe  qp  in  eine  andere  derselben  Art  um- 
geformt, bei  der  das  frühere  letzte  Element  §  nur  im  zweiten  imd  dritten 
Element  vorkommt,  während  das  frühere  zweite  die  letzte  Stelle  einnimmt. 
Die  erwähnte  Umformung  in  Produkte  giebt 

(5,«)  ...     ,(„,,,„ö  =  ,(,-,,,«^-^,.).,^,ö^g^>. 

(^)  Einige  Beispiele  für  die  Anwendung  dieser  Formeln  mögen  hier  folgen: 
Erstens  für  a  — •  1,  y  =  ß-^i   oder  a  =  q,  c  =^  bq  erhält  man 

^'^'^^    ••     jh'^J^-qb-^T^-^'' 

=      1-1-        ^         ,         6^         , 
t  -  a;  "^  1  —  </.r  "^  1  -  g'.r  "^ 

eine  Gleichung,  die  man  sofort  veriiiciren  kann,  indem  man  links  nach  Potenzen 
von  b  entwickelt. 

iMultiplicirt  mau  sie  mit  ^x,   vertauscht  q  mit  f/^,  6  mit  q,    endlich  x 

mit  qe'^  und  setzt  die  imaginären  Tlieile  auf  beiden  Seiten  gleich,  so  entsteht 
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"^  1— 2«/ 'cos 2a; +  ^'  "^      J' 

(l.  i.  Jacobi's   Formel  m  fk'u  FiiiulaiuoiUa  §  39,   S.  102, 
Zweitens  setze  man  in  (ö,  a) 

ferner  für  q  und   ^  resj».   </^   und   g -{ Dann  erliält   man 

+ 'iL + ..  .1 . 

Drittens  setze  man  §  =^  y — a  —  ß  und  findet 
(p(a,ß,y,q,y-a  —  ß)  = 

In  der  Function  (p  auf  der  Rechten  ist  das  erste  Element  gleich  dem  dritten, 
so  dass  beide  zugleich  mit  1  vertauscht  werden  können;  benutzt  man  (4),  so 
entsteht,  unter  der  Voraussetzung,  dass  y — a  —  ß  positiv  sei,  die 
Gleichung 

(6)    ...       y(„,^,y,,,y_„-^)  =  „A_i__JL^^^. 

durch  welche  ich  die  verallgemeinerte  hypergeomelrische  Reihe  vermittelst  eines 
unendlichen  Produktes  summire,  ein  Resultat,  welches,  wie  im  nächsten  Ab- 
schnitt weiter  ausgeführt  wird,  dem  von  Gauss  gefundenen  entspricht,  nach 
welchem  F(^a,  ß,  y,  1)  bei  positivem  y —  a  —  ß  durch  ein  unendliches  Produkt 
summirt   werden  kann. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  aus  der  fünften  Gleich,  im  System  \c\ 
des  §  d  ableiten,   indem  man  a-j-1   für  a  und  dann  ^  =  y  —  a  —  ß  setzt. 

Dadurch  findet  man  für  dieses  | 

6(l-c)y.  =(6-c)y(a-fl,y  +  l). 
Berücksichtigt  man,   dass  (p(cc-\-g,  ß,  y  -\-  g,  ^)  für  ^  =  3C   nichts  anderes  als 
(f(ß,  i,i,q,§)  ist,    dass  dieses  sich  nach   (4)  durch  ein  unendliches  Produkt 
ausdrücken  lässt,  so  giebt  die  unendlich  oft  wiederliolle  ^Vnwendung  der  obigen 
Formel  die  Gleichung  (6). 

Bei  dem  Beweise  der  Convergenz  dieser  unendlichen  Produkte  zu  verweilen 
würde  überllüssig  sein,  da  zu  einem  solciien  die  gewölmlichen  Regeln  für  eine 
derartige  Untersuchung  ohne  irgend  ein»;  Schwierigkeil  angewandt  werden 
können. 

V.    Summa  tion  der  iiypergeometiischen  Rciiieu   für  besondere 
Werlhe  des  letzten  Elements. 

(h)  Gauss  hat  in  der  Sectio  tertia  seiner  Abhandlung  ganz  allgemein  die 
(Jouverj(euz  einer  unendlichen  Reihe  von  Gliedern 
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9i'  9i'  ««L-,  gn,  etc. 
iititersuchl,   welche  so  bescIiaHen  sind,   dass  das  Verliältniss  zweier  aiifeinander- 
folgeudeii  durch 

gn +1  _  n^  +  Ah'  -'  +  Bn' '  -  -f  Cn^-^  +  •  •  • 
g„    ~"  n'  +  an^~^  -{-  bn^~'^  -\-  cn^~^  +  •  •• 
ausgedrückt  wird,   wenn  A,   A,  a,   B,  b,  etc.  von  n  unabhängige  Grössen  be- 
zeichnen,   die    dort  reell  gedacht  sind.     \\\  dem   Falle  der  hypergeonietrischeu 
Reilie  geht  das  Verliältniss  für  x  =  1   in 

9n         (w  +  l)(w  +  y) 
über,  so  dass 

A  =  a-\-ß,     B  =  aß,     a  =  y-\-i,     b  —  y. 
während   C,   c,  etc.  Null  sind.     Gauss  zeigt   (m.  vergl.  oben  §  17,  S.  79  die 
Sätze,   welche  dort  speciell  l'ür  die  hypergeoinolrisciie  Reihe  angegeben  wurden): 

1)  Von  einem  gewissen  Werlhe  von  n  an  haben  sämmtliche  Glieder  g 
gleiche  Zeiclien  und  nehmen  immerfort  zu  oder  iumierfort  ab,  je  nachdem  die 
erste  der  Dilferenzen  A  —  a,  B  —  6,  C — c,  etc.,  die  nicht  verschwindet,  das 
positive  oder  negative  Zeichen  besitzt. 

2)  Ist  A  —  a  positiv,  so  wachsen  die  g  ins  Unendliche,  ist  A  —  a  ne- 
gativ, so  werden  sie  unendlich  klein. 

3)  Wenn  A  —  a  ^=  0,  so  streben  sie  einer  endlichen  von  Null  verschie- 
denen Grenze  zu. 

4)  Die  Reihe  <;, ,  g.^,  g^,  etc.  hat  eine  Summe  nur  und  immer,  wenn 
A  —  a  -f- 1   negativ  ist. 

5)  Ist  zwar  A  —  a  negativ  aber  A  —  a-\-i  nicht  negativ ,  so  con- 
vergirt  noch 

(1— ^)(f/i  -\-9iX  +  9iX"+---) 
für  x=i,   und   zwar  wird  es  zu  Null. 

6)  3Ian  kann  hinzufügen,  was  ich  bereits  im  §  17  unter  No.  7  bewiesen 
habe,  dass  im  .5.  Falle  die  Reihe 

91  + 92^+93^'-^  ••■ 
noch  couvergirt,   wenn  c  //x  =  1   aber  x  nicht   -\-i   ist. 

Hieraus  folgt,  ihss  F(a,  ß,  y,  x)  immer  und  nur  wenn  y — a  —  /9  positiv 
isi  für  X  =  i  convergirt ,  und  dass  die  Function  für  x  =:  i  die  Summe  der 
einzelnen  Glieder  zur  Summe  hat.  in  Betreff  der  Reihe  cp  ist  aber  ohne  Hinzu- 
fügung eines  irgendwie  eingehenden  Beweises  klar,  dass  (p(a,  ß,  y,  q,  ^)  für 
|  =  y — a — ß  convergirt  immer  und  nur  wenn  y  —  «  —  ß  positiv  ist. 

Den  Ausdruck  von  F(a,  ß,y,  i)  selbst  findet  Gauss  aus  der  dritten 
Gleichung  des  Systems  [6]  im  §  c,  indem  er  dort  x  =  1  setzt,  woraus  sich 
für  ein  positives  y — a—ß  ergiebt 

Berücksichtigt  man,  dass  F(a,  ß,  oo,  1)  =  1,  so  erhält  man 

„=x  «=ij(y  -  a  —  ß  -\-  n)(y  -j-  n) 
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(i)  ludeni  man  die  Funcliou 

einfülirl,  die  mit  r(.r  +  l)  ühereinslimml  so  laiifje  a;-|-l  reell  und  posilis 
lileihl ,  lässl  sieh  das  Produki  (6,  a)  Tür  n  =  :x;  dm-ch  Funeli.  aen  TT  aus- 
driirken,  und  Gauss  erhält  schliesslich   die  wichtige  Formel 

(8)...   F(«./?.^i)-  ;7(^_„_i)/z(y_^:rr)- 

Den  sehr  bekannten  Beweis  von  Gauss  l'iir  die  Existenz  der  Grenzen  il 
übergehe  ich  der  Kürze  wegen  und  bemerke,  dass  ich  auch  bei  den  ent- 
sprechenden Sätzen,  die  für  die  Reihen  (jp  gellen,  keinen  Beweis  geben  werde. 
al)er  dort  wegen  der  Einfachheit  desselben. 

Um  zu  einem  ähnlichen  Ausdruck  für  die  Sunune  der  verallgemeineilen 
Reihe  zu  gelangen  setzen  wir 

(9)   ...     O(9,D  =  (l-7^+0(l-9^+-)(l-'/'+')---  =  O|9.x|, 

(9,«) ...  ß('/.^)-^^§^--^n7.^i. 

oder  kürzer,  wo  keine  Zweideutigkeit  entstellt,  res]).  0(i?)  und  fi(i')  statt 
0(7.^)  und  n{q,^). 

Die  ß  entsprechen  völlig  den  Tl  und  man  hat   z.  B.   für  eine  ganze  Zahl  $ 

ß(9.^)  =  (l-7)(l-'/'0  ••(l-9')  = 
ferner  Q(^q,  0)  =  1    und  allgemein 

ß(7,,^)  =  (i-r^)ß((/,^-i). 

Die  Summationsformel   (6)  geht   dann  über  in 

(8.  a)   .  .  .      <jp(«.  ß,  y.  qr        r)  =.  ,_^„__-^_^--^--^-^  ._ 

0(Y-a-i)0(Y~ß-^) 

0{y-\)O{y-<x-ß-i) 

AI.    Die  Functionen  0   und   12. 

(A)  Die  folgende  Zusammenstellung  der  Q  mit  den  IT  lässt  die  bekannten 
Eigenschaften  der   Eulersciien  Integrale  in  einem  neuen  Lichte  ersclieim-n  : 

1)  Die   77  sind   Bestandlheile  der  Sinus  oder  Cosinus  in   der   Art,   dass 

/I(a;)7T(-a-)  =  -^^^^; 

^  SUiaJTT 

die  ß  sind  in  ähnlicher  .\rt  Best  a  inl  I  hol)  c  dfr  .lacoli  i"s  eh  cu  F  iiucl  j  oucu 
0  oder  H. 

2)  Der  Salz  von  Legend  re 

{2ity^n{nx)  =  n"'+mxn(^x-  — )  n(x-  — )•••  /i(j--  -^-) 

giebt  die  Function  J7  des  «fachen  Arguments  nx  aus  ilenen  des  einfachen  x, 
und  liefert  daher  die  Multiplikation  für  dir  liigituiMnetrischcn  Fiuu'liouen.  Für 
die   ii((/,  ^)   lindet    mau   im   §  ///   /wci   t'nlspitMht'udf    Sülze,    (leren   Zusammen- 


^\Q  Zusatz  zum  zweiten  Kapitel. 

Stellung  einen  Ausdruck  für  0  (q,  n^)  und  damit  die  Multiplikation  der  0  giebt. 
Aus  diesem  fliessen  die  Formeln  von  Jacobi  für  die   Multiplikation  der  0. 

3)  Die  Differentialquotienten  von  logß  oder  logO  nacli  dem  Argumente  ^ 
fübren  auf  die  der  Gaussischen  Function  ^  analogen.  Wie  aus  den  «Feine 
Cotangente,  so  wird  aus  jenen  Functionen  Jacobi'sZ  oder  sin  am  erzeugt. 
Die  Logarithmen  der  0  selbst  geben  einfache  Reihe,  durch  welche  sich  u.  a. 
log©  ausdrücken  lässt.  so  dass  die  eil  iptisclien  Integrale  dritter  Gat- 
tung darauf  führen. 

Wir  erinnern  daran,  dass  £},  0  und  auch  ihre  Reciproken  l:ß  und 
1:0  nach  den  drei  Gleichungen  (4)  einfache  Reihen  (f  sind,  z,  B.  die  ersten 
beiden 

Oiq,B)  =  cf(~g,i,i,q,B  +  g-\-i). 
(/)  Um   das  im   § /c  unter  1  Angegebene  weiter  auszuführen,  bemerken 
wir,    dass    man  nach  (9)  hat,    wenn  wir  die  Norm  einer  Zahl   mit  dem  vor- 
gesetzten e/^  bezeichnen 

J'0{q,  y  +  2qa-i)  =  (1— 2g'/  +  «cos2.r  +  gf^"+2)(l  — 29."+-cos2ar  -}-  /"H). 
Man  hat  also   für   i)ekannte,    in   der  Theorie    der    elliptischen  Functionen    vor- 
kommende Grössen  Ausdrücke  durch  0,  nämlich 

entsprechend  der  Gleich.  /!(—  ^)  =  /tt,  ferner 

(10,  a)  •  . .     0(^)  =  0{q\  0).J'^O(q\  (\xi—i), 

(10.  b)  ...     h(^^)  =  '2smxVqO{q\  0).JWiq\  (\xi). 

Auch  einige  woniger  bekannte  Ausdrücke  für  die  0  giebt  Gleich.  (8,  o), 
nämlich  zunächst 

0(o*  Q(X%\ 
(jn(4-f  q.rii~qxi  \,  q\  i)  =  {i-q)J'  o^\—i)  ' 

..   .^         y-,  Oiq^,  axi — i) 
q^{(\xi,  —<]Xt,  ^,  q-,  i)  =  rP     Q^^~V^    • 

Setzt   mau   für  die  rechten  Seiten   ihre  Wertlie  aus  den  drei  (ileichungen  (10), 
so   erhält   man 
„/•2Kx\        ^  «~   /2k'K    sina;  f'     ,      1  — 2ocos2a;-f  g"      , 

{i  —  '2qcos2x-\-q'){i—2q^cos2x-\-q^)    ,         T 

fi-g^)(i-g1(i-g^)(i-g^)        ^  "^"■J' 

f^2KxS^     I2k^r         2.(i-cosj^ 
^\   7t    y       I     TT     L^  (1  — g)(l— g^)^^ 

2.(1 — cos2j;)(l — 2g-' cos 2a; +  9^)   2,       "j 

Diesen  Formeln   kami  man  noch  ähnliche  hinzufüi^en. 
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(m)  Der  zweilo  im  § /r  erwälnUo  Punkt   l)eln(ri  die  Vergleiclumg  eines 
vSatzes  von  Legen  (Ire  mit  den  Salzen  über  die  MiiUipIikation  der  &. 

1 

Setzt    man    in    den   Ausdrut-k     1 — O' * '     für    ^    die    Werllie    ^  =  — , 

•2  n — 1 

^  ==  — ,  etc.   ^=  ,   lui'   q  ItM-nor  o"  und   midlipliciil   alle  diese  Binome 

n  '  n 

mit  einander,   so  entsteht 

Daher  wird 

0{q\  ^)0(q\  f-i-)...  0(9^  ^-^)  =  0{q,  n^}, 

indem   die  linke  Seite  das  Produkt  aUer  Faotoren   1  —  g"^+«    von    a  =  1    bis 
a  =  oc,  d.  h,   0(g,  n§)  ffiehl. 

Die  zweite  Ucbertragung  folgt  aus  der  Gleichung 

(i—x")  =  (i  —  x)(i—Qx)...{i—Q''-'^x), 
wenn  q  eine  primitive  w'*'  Wurzel  der  Einheit   bezeichnet.      Daher   wird 

0{q",  I)  =  {i—q"x"){i—q'^''x'"){i  —  q^"x")... 
das  Piodukl   von  n  Produkten,  von  denen  das  erste  ist 
[i  —  qx)H  —  q"-x)...  =  0{q,^). 
Man  erhält  dadurch 

Oiq",  a)  -  0{q,  ^)0(q,  ^J^  l-.-2jvqi)..  .o(q,  ^-f  '^•27rqi). 

Verbindet   man  diese   Formel   mit  der  oben  abgeleiteten,   so  entsteht  als  Glei- 
chung für  die   Multiplikation  der  0 

Nach   10.  a  und  b    erliält    man   hieraus   die    bekannten  Formeln  von  Jacob  i 
für   0  und  H  des  n  fachen  Arguments. 

(n)  Um  auch  in  der  dritten  Richtung  die  0   zu  untersuchen,    geht    man 
von  der  (ileichung  aus 

\ogO(q,^}  =  hg{i-qx)-\-\og{l-q'x)i-'-; 
man   führt   dann   eine  Function   O  ein,  indem   man  setzt 

(12)   .  .  .     d\ogn{q,  ^)  =  _(/logO(g,  ^)  =  \ogq0{q,  ^)d^. 
Dadurch  erhält  man 

((■2,„)...  fl,(,.«=^^+^:^+  i!^+.... 

^  i  —  qx       i  —  q^x'      1  —  q^x^ 

eine  Formel,   welche  man  auch  nach  (5,  ö)  mit 

vertauschen   kann.     Es  sei  daran    erinnert,    dass  Gauss    die    Iranscendenle 

Function  fr^-'^    mit    ^--  bezeichnet   und   im   Rd.  IH.  S.  201    seiner   Werke 

sagt,   dass  sie   „gleichfalls   eine   besondere   Heuen  iiuu';    verdiente*'. 
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Weuu  man  hier  ^  ^^  a:{:qz,i  setzt,  so  erhält  man  durch  die  Verl)indung 
der  beiden  aus  (12,  b)  entstehenden  Formeln 

(«)•••    i  (t>{q,a—qzi)-\-  ^  ©(^.a+q-O  ^^zi^coss-f  ^--^cos2ä+... 
iß)...   — a)(9,a— qsi)  — Y(Z>(q'.a4-q55«)  =  ^— sins  +  ^— -^sin2Ä+.... 

Man  bemerkt,  dass  diese  Ausdrücke  für  specielle  Werthe  von  «  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  eine  bedeutende  Rolle  spielen.  So  hat  man  für 
Of  =  > ,  wenn  man  q  mit  q"^  vertauscht,  und  mit  Jacobi  setzt 

'2K „r2Kz\        .  jgsin2s       q^ü\\^:>        ^'sinöj  ) 

die  Gleichung 

entsprechend  der  Formel  von  Gauss 

^'{ Z) ^{Z^ 1)  =  TTCOtangZTT. 

Anraerk.  Beraerkensvverlh  ist,  dass  Ausdrücke,  welche  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  auftreten,  häufig  auf  die  Sinusreihe  (/?),  nie  auf  die  Reihe 
(^a)  füln-en.  die  einen  anderen  Charakter  zu  besitzen  scheint.  Ein  Beispiel  giebt 
die  Zalileulheorie.  Die  Sätze  über  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  un- 
geraden Zahl  durch  die  Form  x'-\-y'^  oder  a;'-j- 2?/^  drückt  man  nach  Di- 
richlel  durch  die  Gleichungen  aus 

v-l  y  (i,-l)(„-3) 

2qvv+YY  =  ^(—i)  -   — ^-^>     2q^''+''-yy  =  2( — 1)       ** 

wenn  über  alle  geraden  Zahlen  y  incl.  0  und  über  alle  positiven  ungeraden 
V  summirt  wird.  Die  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  entstehen  aus  (/?)  für 
5  =:  Ifc  resp.  ,3  irr  I TT  luul  die  Transformation  der  Ausdrücke  auf  der  Rechten 
und  Linken  verscbail't  direkt  den  Beweis  ihrer  Gleichheit  (cf.  Grelle,  J.  f. 
Math.  Bd.  39,  S.  127).  Anders  verhält  es  sich  mit  der  Form  j-' — 2?/*  der 
positiven  Determinante  2,  für  welche  der  entsprechende  Satz  lautet 

vv — 1  „ 

■■ —        0 

-Vn^x—lyy  —   v, \\    8     2 

^  ^^       ■>         i—q^^' 

wenn  links  für  x  alle  positiven  ungeraden,  für  y  alle  positiven  Zahlen  ge- 
setzt werden,  für  welche  3y  <_  2x.  Die  rechte  Seite  entsteht  aus  (a)  für 
s  =r  -|7r.  Diese  Gleidiimg  direct  zu  beweisen,  war  mir  bislier  unmöglich 
selbst  wenn  ich  die  Ungleichheit  3y  ^  2x  elimiuirte,  indem  ich  sie  in  zwei 
ähnliche  Sätze  theilte,  von  denen  der  erste  sich  auf  die  Darstellung  von  Zahlen 
der  Form  Sw-f-l,  der  andere  auf  die  Form  8m-j-7  bezieht.    Der  erste  lautet 

Sq""'  -{-22q''''+^''y+yy  =  2( — 1)  ^''    q"" — ^^• 

Die  rechte  Seite  ist  augenscheinlich  nichts  anders,  als  die  über  alle  positiven 
m  und   ii  genommene  Summe  von  Gliedern 

q{S,n  (  l)tS./+  1) ^(Sm  I  3)(««  +  3) g(^:>,\  5)(.«'i  +  r.)  ^  ^(Sm  +  7)(S«  +  7)_ 
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(o)  Die  Function  <Z)(|)  lässl  sich  aut  verschiedene  Arl  (hircli  Produkte 
von  Reihen  darstellen,  die  nach  Potenzen  von  x  geordnet  sind,  so  z.  B.,  nach 
der  Definition  (12),  von  der  Reihe,  in  welche  man  1  :  0(|)  uacii  (4,  a)  im  §  e 
verwandeln  kann  imd  der  für  dO(^')  :  dx. 

Die  Functionen  h)gO  seihst,  aus  denen  die  0  durch  DiflVrentiation  iier- 
vortrelien,  sind  oflenhar  die  Beslandtlieile  von  log©.  Man  hat  uacli  der  De- 
finition (9)  der  0 

9        4  ^         ^ 

QX  Q  X  q  X 

-i«gO(,,f)  =  j5_^  +  ^^L_+ 3^f^^  +  .... 

und  hieraus  nach  (10,  a),   wenn  nach  n  von   1   his   oc  summirt   wird, 

Das  hitegral  (hitter  Gattung  in  Jacohi's  Bezeichnung  ist 
7I(.,a)  =  ..Z(a)  +  4log||=g-. 

Anmerk.  Da  nach  (10,  a)  der  wesenlliclie  Tlieil  der  Functionen  0  dem 
cos s TT  ehenso  wie  Z  dem  cotangSTr  entspricht,  so  Avürde  dem  Theile  des 
Integrales  dritter  Gattung,  welcher  logarithmisch  unendlich  wird,  der  Aus- 
druck logcos(s  —  a)7i  —  logcos(3  4' a)^  z"  vergleichen  sein.  Diesen  kann 
man  aucli  auf  folgende  Art  in  ein  hestimmtes  Integral  umsetzen: 

Da  nach  Gleich.  79   hei  Gauss 

^(-|  +  .)-^(-i-.)^/^iM^^.^. 

■i      ^-y      h 

dieses  aher,    nach  der  Definition  von    'F,    gleich   ist  dem  Differenlialquotienten 
nach  X  von 

logir(~-^  +  ^)-'7( —  2 — ^)  =  lOoTT — logCOSCCTT, 
so  giehl  eine  Integration  nach  x  von  x  bis  z,  die  beide  unter  \  hegen, 
cosa;7r  ^r'(y'  +  j/"^)  -  (y-  + .'/"')  dy 

coszn      J  logy  (1  — i/)|/y 

Subslituirt  mau  hier  log?/ =i  M,  so  erhält  man  das  Integral 

cosiwa;  —  costMz      du 


COSSTT  .    f 

{a)  ...    log ■=  %  I 


sin^tM  u 

welches  den  geforderten  Ausdruck  gieht,  wenn  z  und  x  durcii  z  —  a  und  s-j-a 
ersetzt  werden. 

In  der  Formel  (a)  mussten  x  und  s  reell  genommen  werden,  wäjirend 
der  Logarithmus  auf  der  Beeilten  noch  für  imaginäre  x  und  z  durch  ein  ähn- 
liches Integral  ausgedrückt  werden  kann.  Eine  allgemeine  Methode  derartige 
Formeln  zu  finden,  beruht  auf  der  Gleichung   von  Dirichlet 


-/*  f(ß) cos nßdß  =  71 2 f(2nn). 


die  besteht,  wenn  auf  beiden  Seiten  nach  n  von  0  bis  oc  summirt  und  für 
n  =  0  die  Hälfte  genommen  wird.  Hieraus  folgt ,  dass  die  Summe  nach  n, 
ebenso  in  Bezug  auf  U  und  über  alle  geraden  n   genommen,  gleich  wird 

Heine,  Tbeorie  der  Kugelfuuctioueu.    2.  Aull.  ^ 
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^MU(0)  +  fin)  +  f(27i)4---l 
über  alle  ungeraden  n  genommen  gleich 

Dieses  wende  man  auf 

ß'tn g — an  fg—'inan g— '2n6'?\ 

log— -—  =  {a  —  b)n—'2.n^~ ^ 

an,   wenn  a  und  b  positiv  reell  sind,   indem  man  setzt 

g — bx p — ax 

f{x)  = , 

X 

wodurch  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  gerade 

7i2f{2nn) 
wird,  so  dass  man  erhält 

log =22:  /    7, cos  nß  dß 

>=  ßbn_ß-b,t  ^^J  ß  t-    H 

für  71=^0  die  Hälfte  genommen. 

Das  Integral  auf  der  Rechten  ist  gleich 


2     r^        ^  ,^  f^cosbx — cosaa?    , 


und  nach  Umkehr ung  der  Integrationsordnung 

'"^  _     (cos6a: — cosaa;) 


/ 


X 


dx. 


so  dass  die  Ausführung  der  Summation  giebt 

e"'^ — e~"'^         /**  ea*-j- e~2^     cosfta;  —  cosaa; 

KP)    •  •  •  8    g6n_g-67i    ~J         gix — g~\x    '  ^ 

II 

Ein  drittes  hierher  gehörendes  Integral  findet  man   von 
ausgehend,   worin  gesetzt   wurde 

Q—ax a — bx 


dx. 


A(^)  = 


X 

'      Nach  unserem  Satze  ist  die  rechte  Seile 


cosnßdß. 


die  Summe  über  alle  ungeraden  n  genommen.     Die  Zusammenstellung  giebt 
g/>7r_|_  g-ft.i  /"cosaar — cos 6a;     dx 


ahn   \    a—bn  /' 

(y)     ...       log^i-ni^ =,    2    / 


(p)  Das  Theorem  für  die  Multiplikation  von  </>(^j,  nämlich  den  Ausdruck 
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von  0(q,  n^)  durch  eine  Summe  von  Functionen  0(q,  C),  in  welchen  die 
Ditterenz  C— §  nur  eine  Summe  ganzer  Vielfaclien  von  i:n  und  von  2T[(\i:n 
ist,  ergiebt  sieh  unmittelbar  aus  der  Formel  (11)  durch  Nehmen  des  Loga- 
rithmus und  darauf  folgende  Differentiation. 

Für  die  Functionen  «f  gewinnt  Gauss  im  §  33  in  deu  zwei  Formeln 
(74)  und  (75)  seiner  Disquisitiones  gen.  circa  ser.  inf.  das  Resultat  ,.Wz  ge- 
neraliter  pro  quovis  valore  rational  i  ipsius  z,  positivo  seu  negative  per 
Wff  atque  logarithmos  determinari  posse,  quod  theorema  saue  maxime  est  me- 
morabile",  was  er  auch  in  der  schon  erwähnten  Anzeige  dieser  Schrift  S.  201 
hervorhebt.  Die  entsprechenden  Formeln  für  die  0  übergehe  ich  hier,  da  sie 
zwar  eine  äussere  Aehnlichkeit  mit  den  von  Gauss  erwähnten  besitzen,  aber 
keine  Reduction  auf  einfachere  Functionen  geben. 

VII.    Die  Integration  einer  Differenzengleichung. 

(q)  Ein  Verfahren,  welches  Herr  Kummer  im  15.  Bd.  des  Grelle 'sehen 
Journals  angewandt  hat  um  Beziehungen  zwischen  partikulären  Integralen  der 
Difterentialgleich.  (2)  für  die  Gaussische  Reihe  zu  entdecken,  lässt  sich  auch 
auf  die  Dillerenzengleich.  (2,  a)  anwenden.  Durch  dasselbe  ergab  sich  u.  a. 
eine  Gleichung,  welche  der  wichtigen  Euler'schen  Transformations- 
formel 

F(a,  ß,  y,  X)  =  (1  —x)Y-"-ßF(y—  a,y  —  ß,  y,  x) 
entspricht,  nämlich 

(13)  ...  (p((i,ß,y,q,i.)=^(p{a^ß—y,\A,l)cp{y—a,y-~ß,y,q,'e.-\-a^ß—y). 
Der  erste  Factor  auf  der  Rechten  ist  jene  einfache  Function  qp,  welche  nach 
(4)  ein  unendliches  Produkt  giebl,  und  nach  der  Zusammenstellung  auf  S.  99 
als  Uebertragung  der  binomischen  Reihe  zu  betrachten  war. 

Die  Resultate,  welche  sich  bei  dieser  Behandlung  im  34.  Bde.  des 
Crelle'schen  Journals  ergaben,  sind  später  von  Herrn  Thomae  nach  den 
Prinzipien  abgeleitet  und  erweitert  worden,  nach  welchen  Riemaun  die  Reihe 
von  Gauss  behandelt  hat.  Indem  ich  hier  l)ei  dem  ursprünglichen  Verfahren 
bleibe,  verweise  ich  auf  die  Arbeilen  des  Herrn  Thomae  über  diesen  Gegen- 
stand im  70.  Bd.  von  Borchardt's  Journal  und  im  4.  Bd.  2.  Serie  der  Annali 
di  Matematica  pura  ed  applicata. 

(r)  Wir  beliandeln  die  Differenzengleichung 

(2,6)  ...     J'y^gJy^hy^ü,     {|} 
worin  gesetzt  ist 

c~q^{a^b—2ab)qx  (1— a)(l— 6) 

(«)...     g  ■= j ,     Ä  = '-  qx. 

0  —  abqx  c  —  abqx      ^ 

Angenommen  wird,  dass  die  a,  ß,  y,  oder  a,  b,  c  allgemein  bleiben,  d.  h, 
dass  keine  algebraische  Gleichung  zwischen  ihnen  bestehe,  oder  dass  wenigstens 
das  Bestehen  gewisser  Gleichungen  unter  ihnen  ausgeschlossen  sei. 

Wir  versuchen  das  Integral  y  in  ein  Produkt  y=.v.w  zu  zer- 
legen, in  welchem  w  das  Integral  einer  Differenzengleichung  wird,  der 
(p(a',  ß',  y',  q',  ^')  genügt,  wenn  a',  ß',  y',  q'  Constante  und  |'  eine  von  | 
abhängige  Veränderliche  bezeichnen.  Es  zeigt  sich,  dass  w  dadurch  als  Function 
von  I  und  |'  von  selbst  bestimmt  ist. 

Macht  man 

8* 
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tr^  ■=  ir  +  Jir,     u\,  =  ii\  -^  Jw^, 
so   wird,   nach  welchem  Buchstaben  Qian  auch  die  Differenzen  nimmt, 
Jy   ■=  n\Jc  -]rV>Jw 
//"-y  —  w.^  J'^v  -j-  2Jw,  Jv  +  vJ^w. 
Setzt  man  dies  in  (2,  b)  ein,  so  findet  man 

(/?)  . .  .  w.,J'v  +  (2^«',  +  gu\)Jc  +  (J-w  +  gJw  +  hw)  v  =  0,  {|j. 
Diese  Gleichung  wollen  wir  mit  einer  solchen  in  Uebereinstimmung  bringen, 
welcher  eine  Function  r  =  tp  («',  ß',  y\  q' ,  |')  genügt.  Man  setze  zunächst 
lest,  wie  ^'  von  i,  abhängen  soll.  Hier  handeln  wir  ausschliesslich 
über  die  Ergebnisse  der  einfachsten  Festsetzung  |'  =  |4-f,  wo  ! 
eine  Constante  bezeichnet,  so  dass,  wenn  |  um  eine  Einheit,  |'  um  ebenso- 
viel zunimmt ;  daher  darf  in  der  Diflercnzengleichung  die  unabhängige  Variabele 
I  mit  i!  vertauscht  werden  und  umgekehrt. 
Man  bringt  nun  {ß)  mit  der  Gleichung 

(y)  ...     J^v  +  .9'^»  +  h'c  =  0.     }|'j 
in  Uebereinstimmung,  wo 

,         c'-~q'-hia'-\-b'-2a'b')q'x'  (^-^')i^-b')    .. 

W'--     9=  c'-a'b'q'x'  '  c'-a'b'q'x'"^ 

Dies  geschieht,  indem  man  setzt 

{€)...     w,{g'—i)  =  w,(g—2} 
(l)  ...     tc,{g--2){h'^i-g')^ic{g'-2)ih+i-g); 
sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  wird  auch 

(14)  . .  .       y  =  w  (p(a',  ß',  /,  </',  I  +  f ) 

ein  Integral  von  (2,  6)  sein. 

Dadurch,   dass  man  ^  in  (3)   mit  |  —  1   vertauscht   und    dann  w^.iv  eli- 
minirt,   erhält  man 
(14,  a)  ...     f/(l  -  xXc-abx)[q'+c'-(a'+b')x'\  \q'+c'-(a'+b')q'x'] 

=  q'(i  —  x'Xc'-  a'b'x')[q  +  c—{a  +  b)x]  [q -\- c  -  (a -\- b)  qx] . 
Hieraus  folgt,  dass  x'  als  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades  die  Form  hat 

Tj(x) 
wo  T]  und  xU  ganze  Functionen  höchstens    des    zweiten,   ;(  des  vierten  Grades 
sein  können.    Durch  Vertauschung  von  |  mit  ^-{-i   gehen  ferner  x  und  x'  in 
qx  und  q'x'  über,  so  dass  

folglich    auch   ]^x  rational    ist   und    mit  xp  zu   einer  Function   zweiten  Grades, 
die  wieder  Ui  heisse,   zusanuneugezogen  werden  kann.      Man  hat  also 

x'.r](x)  =  xp{x). 
Aus  der  Annahme  |'  =  |  -}- !  folgt,  wenn  e  und  h  Constante  bezeichnen, 

x'  =  {q')i'  =  kq'^  =  kx^     q'  =  q'. 
Nach  dem  unmittelbar  Vorhergehenden  kann  e  nur  ganz  und  höchstens  2  sein, 
so  dass  als  einzig  mögliche   Fälle  übrig  bleiben 
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1)  x'  =^  kx        iiinl  ztijileicli  (}'  =  q 

2)  x'  =  k:x      ..  ..  q'  =  \  -.q 

3)  .r'  =  kx'        ..  ..  r/'  =  </' 

4)  x'  ^  k  :  x'     ..  ..  q'  --^  1  :  «?\ 

Das  Bestehen  der  Gleich.  (14,  a)  forderl,  dass  die  niedrigslen  uod  ebenso 
die  höchsten  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  gleiche  Factoreu  haben;  folg- 
lich ist 

(q  +  cy  ^(q'+cy^    (a  +  by  ^{a'-\-by  ^ 

qc  q'd      'ab  ab       ' 

d.  i. 

(rf)  ...     q' :  c'  =  q  ■  c     oder     q'  :  c'  =^  c  :  q 

a' :  b'  ^^  a:  b       ..       a' .  b'  =.  b  :  a. 

Bringt  man  (14,  o)  in  die   Form 

(0)  ...     (l-xXi~pxXi-r'x'Xi-q'r>x') 

:=(i-x')(i-p'x'Xi-rxXi-qrx), 
wo  gesetzt  ist 

_a&  _  aj-b        ,  _  oTb^        ,  _   «'  +  b' 

P~'V'  ''-JJ^'  P  ~  '7^'  ''-q'+c'' 
so  überzeugt  man  sich  davon,  dass  der  dritte  und  vierte  Fall  nicht 
eintreten  können,  indem  a,  ß,  y  unabhängig  sein  sollen.  Würde  man, 
um  den  Beweis  in  einem  von  den  beiden  Fällen,  wozu  wir  willkürlich  den 
dritten  wählen,  zu  Ende  zu  führen,  in  (ß)  setzen  q' ^  q'' ,  x' =  kx^ ,  so 
hätte  man 

(1  - x) (1  -  pa;)(l  - kr'x') (1  -  kr'q'x') 

=^(i  —  kx'X^—kp'x'Xl-  i'x)(i  -  qrx). 
Da  die  linke  Seite  für  x  =  i  verschwindet,  so  nuiss  zugleich  die  rechte  Null 
sein,  also  auch  einer  der  beiden  Factoren  zweiten  Graden.  (Sollte  nämlich 
(1  —  r)(l  —  qr)  =  0  sein,  so  wäre  r  oder  qr  gleich  1;  also  könnten  «,  ß,  y 
nicht  unabhängige  Grössen  bedeuten.)  Dieser  wäre  dann  1  —  x^ ,  so  dass  ein 
Factor,  also  ein  quadratischer,  der  linken  Seite  für  x  =  — 1  verschwindet. 
Die  linke  Seite  wäre  also 

(i—x){i  —  px){i  —  x')(i  —  q±\x'), 
und  der  Factor  1 — rx  auf  der  Rechten   müsste   mit  einem    der  Factoreu   auf 
der  Linken  für  dasselbe  x  Null  sein  —    was  (wegen  der  Unabhängigkeit  von 
a,  ß,  y)  unmöglich   ist.     Es  bleibt  nur  noch  der  erste  und  zweite  Fall  übrig. 

1 )  Man  setzt  q'  =  q,  x'  =  kx,   und   hat 
(i—x)(i—px){\—kr'x){i—kqr'x)  =  (i—kx){i~kp'x){i—rx)(i  —  qrx). 
Für   X  =  i    oder  px  =  i     können    auf  der    Rechten   nur   die   beiden    ersten 
Factoren  verschwinden  und  es  ist  also 

ab        a'b' 
entweder  k  =  l  und      n     =z  ly,     d.  h.      —  =  — — 

'  '  c  c 

ab  L   >       i  ^*'^'         ^ 

oder  k  =-  n  =  —      .,       kp   =1.         ..         — ,-  =  —y 

'  r  '  i'  ah 

Combmirt  man   hiermit  die  vier  verschiedenen  Fälle   imler  {q),  so  ergehen  sich 
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folgende  vier  Syslenie  von  Werthen  der  Elemente 

a'       b'       c'      q'       x'       oder      _a[ ß'  /      q'  I' 

a  ß  y      9  l 

y—a        y—ß       y      q   ^+a+ß—y 
a  +  l—y  ß-\-i—y  2— y  q  ^ 

i—a         i—ß     2  —  yq^-\-a  +  ß—y. 

2)   Eine  ganz  älinliche  Untersuchung    versoliafll   für   den  Fall  q'  =  1  :  q, 
x'  =  k  :  X  noch  vier  andere  Systeme  von  Werthen  der  Elemente 

a>      b'       c'       q'     x'     oder     a'  ß'  /  q'  |' 


a 

b 

c 

9 

X 

c 

c 

ab 

c 

q 

X 

a 

b 

c 

qa 

qb 

t 

9 

X 

c 

c 

c 

q 

9 

t_ 

9 

ab 

X 

a 

6 

c 

c 

—     —     - —     —     ,,       a      a+l — y  a  +  1 — ß  —  c 

a      aq      aq       q        X  q 

A     A     i_     ±     4_    „    \-ß     y-ß     a^-\—ß  ^  ^^-a-Yß-y 
q        c        aq       q       abx  "^    q 

b       bq      bq       q        X       "        '      '  ^        ^  ^^  q 

a^      a^      a      J^       c  j_^  ß+i-a  -    Hct-\-ß-y- 

q        c        bq       q       abx  q     ' 

Die  vier  Reihen  (p  von  diesen  Elementen  lassen  sich  nach  S.  98   in  solche 

verwandeln,  deren  viertes  Element  q  und  nicht  —  ist ;  in  der  Zusammenslel- 

9 
lung  des  folgenden  Paragraphen   sind    sie    in    dieser  Form    angegehen.     Nichts 

desto  weniger  konnten  sie  nicht  unter  No.  1  stehen,  weil  wir  S.  116  fest- 
setzten, es  sollen  nur  solche  Transformationen  aufgesucht  werden,  bei  welchen 
I'  =  |4-f,  nicht  solche,  bei  denen  |'  =  —  |-|-f- 

Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  diese  Elemente  der  Bedingung  (14,  a) 
wirklich  genügen. 

Für   jede    dieser  Functionen  v  hat    man    schliesslich    das    dazugeiiörige  w 
nach  («)  aufzusuchen,   also  durch  die  Gleichung 

_  q'-\-c^—{a'^-  b') x'       c  —  abx 

q-j-c  —  {a-j-b)x       c' — a'b'x     '' 
die  man  wiederholt  anwendet,  so  dass  w  durch  ein  Produkt  ausgedrückt  wird, 
welches    in    den    acht   Fällen,    —   den  Fall  wo   es   1    wird    eingeschlossen  — 
in  welchen   w   aufzusuchen  ist,    eine  einfache   Form  annimmt.     So  erhält  man 
z.  B.  in  dem  zweiten  Falle  von  No.  1,  in  dem 

a'     b'     c'     q'     x' 
gleich 

c        c  abx 

—      j-     c     q     

ab  c 

sind,  die  (ileichimg 
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c  —  abx 

c(i X)        ' 

also  indem  mau  w^  gleich   1   setzt,  das  unendliche  Produkt 

_   (i  —  q^'+ß-y x)(i—q^+"+ß-Y x)H  —  q'''+''+f^-yx) . .. 
'^~  {\—x){\-qx){\  —  q'x)...  ' 

welches  nach  (4)  gleich  (p{a-\-ß — y,  1,  l,?,  |)  wird. 

(s)  Auf  diese  Art  haben  wir  folgende  8  Lösungen  der  Differenzen- 
gleichung (2,  a)  gefunden,  die  sämmllich  das  gleiche  vierte  Element  q 
haben,  welches  deshalb  bei  der  nachstehenden  Zusaramenslelluug  fortgelassen 
werden  durfte 

1)  <jp(a,/9,y,|) 

2)  x^-r(p(a^\—y,ß^\—y,2—y,l)  ' 

3)  a;-«qp(a,a4-l— j/,a+l— /?,y+l— a— /!?— I) 

4)  x-ß<f){ß,ß^\—y,ß^\—a,y+\—a-ß-l) 

5)  ff>(a^ßJ^y,\,i,^)ff{y-a,y-ß,y/e.^ci^ß-y) 

6)  x^-y(f(a^ß—y,\,\,'^)(p{i—a,i—ßr2—y,i.^a^ß—y) 

7)  x-^cp{a-^ß—yA,\,y  +  i—a—ß—l)(f{i—ß,y—ß,ci+\—ßA—l) 

8)  a;-^9)(a+/S— y,l,l,/-j-l— a— /?— |)(jp(l— a,y— a,/^  pl— of'l— D- 
Da  das  erste  und  fünfte  Integral  sicli  nach  aufsteigenden  ganzen  positiven 

Potenzen  von  x  entwickeln  lassen  und  für  a;  =  0  sich  in  1  verwandeln ,  so 
sind  sie  gleich,  und  liefern  die  oben  als  Verallgemeinerung  der 
Euler'schen  hervorgehobene  Gleichung  (13).  Durch  Anwendung  der- 
selben verwandeln  sich  die  ersten  vier  in  die  letzten.  Wir  haben  also  die 
vier  verschiedenen  Lösungen  1  —  4  der  Differentialgleichung  (2,  a)  gefunden, 
welche  den  Forderungen  entsprechen  [y  =  v.w,   |'  =  ^  +  f)- 

Zwischen  den  verschiedeneu  Lösungen  existiren  ähnliche  Beziehungen  wie 
die,  welche  man  bei  den  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
kennt  und  die  von  doppelter  Art  sind.  Die  eine  Art  giebt  lineare  liomogene 
Gleichungen  zwischen  drei  Lösungen,  die  andere  verbindet  zwei  Lösungen  mit 
ihren  DifTerentialquotienten,  hier  mit  ihren  Differenzen  ^.  Nur  bei  der  Ueber- 
Iragung  dieser  Art  von  Gleichungen  verweilen  wir,  indem  die  Formeln,  welche 
man  bei  der  andern  Art  gewinnt,  vorläufig  keine  Anwendung  finden,  und  die 
Uebertragung  der  betreffenden  von  Kummer  aufgestellten  Gleichungen  keine 
Schwierigkeil  liat. 

Sind  y  und  z  zwei  verschiedene  Lösungen  von  (2,  a),  so  Avird 
zJ'y  —  yJh-{'g(zJy~-yJz>)  =  0. 
Setzt  man 

so  wird 


iJy-yJz  =  x> 


Jx=  {^-\-^^)  ^'y  -(y  +  ^y)  ^'^- » 
z  J'^y  —  y  J''z  =  Jx-\-  'J^^  ^y  —  -^'y  ^2 ' 

und  aus  der   gegebenen  Differeuzengleiclmng  für  y  und  z 

J'zJij-^  J'yJz  ~  h{i/  Jz---  z-Jij)  -=-  -   A/, 
so  dass  für  x  die  Dillerenzengleichuug  erster  Ordnung  eutsteiit 
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Setzt  man  Jx  =  %,  —  yi,  z/^,  =^2  — Xi'   ^^'^■■>  ^^  gi^^^  ^^^^ 

—       *— ^ 
'^'  ~    c  —  abqx  ^^ 

und  die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel 

_     ,_    (l  —  gi+"+/5-yj;)(l  — 9^+«+/^-ya;)(l  — q^+« '/''->' a;)... 
^-^     '  (i_^)(i_q^)(l_q'a.)... 

Nennt  man  die  aus  y  und  z  durch  Vertauschung  von  a;  mit  qx  hervorgehen- 
den Functionen  ?/,  und  z^  ,  so  kann  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  auch 
durch  J5J/,  —  y'Z^  ersetzen.  Hierdurch  erhält  man  die  in  Rede  stehenden  Glei- 
chungen, nämlich  den  Ausdruck 

^y.—y^>  =x^-y(p(a  +  ß  +  l-y,  1,  i,g, I), 
in  welchen  man  für  y  und  z  irgend  zwei  verschiedene  der  Lösungen   1    bis  4 
einzusetzen  hat. 

Anmerk.  Hätte  man  allgemein  die  Transformationen  untersucht,  bei 
welchen  |'  =  »'|-f-f,  wenn  v  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  dürfte 
man  im  §  r,  /?  nicht  die  Diflerenz  von  ü  nach  |'  mit  der  nach  |  vertauschen. 
Lässt  man  ^  in 

v=^<f){a',ß',y,q',^') 
um    J    oder  2  wachsen,  so  geht  v  in 

ü,  =r  fp(a\  ß\  /,  q\  §-Vv),        »3  =  </)(«',  ß\  /,  q',  |'4  2v) 
über,    und  man  kann  (/9)  nicht  mit  (y)  assimiliren,  sondern  mit  einer  Gleichung 

(v,—  2y,  +  «)  +  G(»i  -  r)  4-  Fü  =  0, 
also   einer  homogenen  Gleichung  zwischen  drei  Functionen  v>  von  der  Form 

An-{-Bv,  +  Cv,  =  0, 
in  welcher  für  A,  B,  C  Functionen  von  «',  ß',  y',  q',  |'  aufzusuchen  sind. 
Aus  den  Relationen,  welche  unter  den  verwandten  Functionen  bestehen,  folgt, 
dass  für  jedes  gegebene  v  eine  solche  Gleichung  wirklich  gefunden  werden  kann, 
im  allgemeinen  um  so  leichter  je  kleiner  v  ist.  Diese  Coefficienten  A,  B,  C 
verglichen  mit  den  w  geben  die  (14,  ä)  entsprechende  Gleichungen,  durch 
welche  die  Elemente  a',  ß',  y',  q',  |'  mit  den  ursprünglich  gegebenen  a,  ß, 
y,  q,  I  zusammenhängen.  Untersuchungen  über  diesen  Zusammenhang  habe 
ich  noch  nicht  angestellt. 

VIII.     Anwendungen  auf  die  Theorie  der    elliptischen  Functionen. 
(f)  Im  §  64  seiner  Fundamenta  setzt  Jacob i  für  die  unendlichen  Produkte 

die  nach  (4)  im  §  e  ihnen  gleichen,  nach  auf-  oder  absteigenden  Potenzen 
von  s  =  cos2x-|-*sin2x  geordneten  Reihen,  multiplicirt  einerseits  die  beiden 
Produkte,  andrerseits  die  ihnen  gleichen  Reihen  und  findet  so,  dass  das 
entstehende  unendliche  Produkt,  welches  wesenthch  die  Jacobi'sche  Func- 
tion ©  wird ,  gleich  einer  nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen  von  z  ge- 
ordneten Reihe  sei,    in   welclior  inil   i-os^nx  eine  nur  von  q  abliäugigc  Reihe 
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iniiltiplicirt  ist,  die  diircli  eine  Ijesondere  Mctliodc  suniniirl,  eiuc  einlaclie 
Summe  liefert. 

Von  dem  allgemeineu  Standpunkt  aus,  den  wir  hier  einnelmien,  indem 
wir  die  zu  multiplicirendcn  Reihen  als  hesondere  Fälle  der  Function  q)  be- 
trachten, zeigt  sich,  dass  jene  Summation,  welche  der  Factor  von  cos2«a;  liefert, 
gelingt,  weil  die  zu  summirende  Reihe  eine  solche  hypergeomelrische 
(p{ct,  ß,y,  q,  ^  wird,  hei  welcher  |  den  Werth  y  —  a — ß  annimmt  (Vergl. 
(8,  a)).  Dieser  Tnistand  macht  es  möglich ,  eine  einzige  allgemeine  Formel 
(§  w,  17)  aufzustellen,  die,  direkt  oder  nach  geringen  Umformungen,  nii  lit  nur 
die  unendlichen  Produkte  für  die  0  und  H  in  die  hekannten  trigonometrischen 
Reihen  umsetzt,  sondern  dasselbe  auch  für  sin'ani,  cosam,  z/am  etc.  (Jacobi 
§  39)  leistet.  Ferner  gewinnt  man  auch  noch  Formeln,  die  ich  an  anderen 
Stellen  noch  nicht  bemerkt  habe,  von  denen  einige  hier  Platz  finden  mögen 
in  Ansehung  des  Interesse,  welches  man  Entwickelungen,  die  sich  auf  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  beziehen^  zuzuwenden  pflegt.  (M.  fmdel  diese  Art 
der  Beliandlung  in  meiner  AJdiandlung:  Abriss  einer  Theorie  d.  eil.  Funct.  im 
.39.  Bde  des  Grelle' sehen  Journals,  wo  ich  mehrere  Untersuchungen  weiter 
ausgeführt  habe,  als  es  hier  geschieht.) 

(m)  Um  die  erwähnte  allgemeine  Gleichung  und  zugleich  nocii  allgemei- 
nere Transformationen  zu  gewinnen,  geht  man  von  (4)  aus.  Es  ist  liiernach 
\-aq--.  _         6-a        (h—a)(h—aq),  , 

^-1=6^- '  +  i-q^  +  TrrgxTzi^- +  ••' 

wenn  das  Produkt  hier  wie  im  Folgenden  nach  dem  Buchstaben  n  genommen 
wird,  der  alle  ganzen  Zahlen  von  0  ind.  zu  cc  durchläuft.  Ist  z  =  cos2.r-j-isin2x 
also  ,  f{:i  =1,  so  kann  man  z  mit  z"^  vertausclien.  Multiplicirt  man  die 
so   entstehende  Gleichung  mit  der  vorigen,  so  erhält  man  sogleich 

,     ,  „1—20«+"  cos  2a;  4-0-"+-" 

(15)...     n -Vr -^ —     .,,..     =  Cr,  +  2c.  cos  2a;  -f  2c..  os  4a;  -j-  •  •  • , 

wo   Cy   eine  hypergeometrische  Reihe  ist,  nämlich 

{b  —  a){b  —  aq)...(b  —  aq'-^)V         (h  —  a){b—aq^) 


Cy 


['+#;- 


(l-'/)(l-<?0---(l-r)      L     '    (l_q)(l_q>'+.) 

{h-ä){b-aq){b  —  aq^){h~aq^^')  1 

{\  —  q)(\  —  q-'-){\-q-+^){\  —  qry^-)     -^   '  Y 
Der  in  der  Parenthese  eingeschlossenen  Reihe 

(15,  a)  ...     cp{a  —  ß,  et  +  v—ß,  v  -|  1,  2ß) 
kami  man  nach  (13)  resp.  nacii   (5,  a)  aucli   die   Formen  geben 

v(in  denen   die  letztere  nach  wiederholter  Anwendung  von  (13)  sicii  auch   mit 
vertausclien   lässl. 


122  Zusatz  zum  zweiten  Kapitel. 

(tj)  Zunächst  erhält  man  die  Zerlegung  des  sehr  allgemeinen  Pro- 
duktes auf  der  linken  Seile  von  (15)  in  sogenannte  einfache 
Brüche.  Setzt  man  die  Form  (15,  c)  ein,  so  wird  (a,  ß,  a  —  ß  positiv 
vorausgesetzt) 

dieser  Coefficient  lässt  sich  also  durch  eine  Reihe 

ot^q^"  +  ii,q"-^^^ß-^*^"-\ |-x,„q(«->5)''H(/9+m),._|_... 

darstellen,  in  welcher  die  x  von  v  unabhängig  sind.    Multiplicirt  man  Cy  mit 
2cosvar,  c^  mit  1,    und    führt    die  Summation  zuerst  nach  v  und  dann  nach 
m  aus,  so  erhält  man  die  Zerlegung  durch  folgende  Formel 
0(0).  0(0)  1— 2g"+"cos2ir  +  g-«+2« 


=  2: 


0{a—ß—i)0(ß  —  a)  ^'l  — 2g/5+»cos2j;-f-g2/S+2» 


'Oiß—a-{-n)0{2ß—i-\-n)   \—2qß+"cos2xi-q^ß+-'»' 
in  der,  wie  festgesetzt  wurde,  n  auf  der  Linken  und  Rechten  die  Zahlenreihe 
von  0  incl.  bis  oo  durchläuft,  und  das  bei  den  0  fortgelassene  vierte  Element 
überall  q  ist. 

Diese  Gleichung  enthält  die  Zerlegung  der  elliptischen  Functionen  in 
PartialbrücJie  (Jacobi  §  35,  S.  87)  in  sich,  z.  B.  erhält  man  die  für  sinam 
indem  man  «  =  1,  ß  =  ^  setzt  und  q  mit  q'  vertauscht,  die  für  cos  am 
wenn  a  =  i-^-qni.  Macht  man  a  =  oc,  so  entstehen  die  Formeln  für  die 
Zerlegung  von  1  :  0  und  i  :  H,  die  Jacobi  im  §  66  S,  187  giebt,  nämlich 
zunächst  wenn  ß  allgemein  bleibt 

^ID,  «J...       ■'^i_2^/?+»c0s2x+g2;9+2n 

=  ^(-l)"7    ,  t^«  i      q 


0(2/?— 1  +  w)  i—2qß+"cos2x-\-q''fi+^» 
(w)  Wir  gellen  wieder  zurück  zu  (15)  und  suchen  die  Fälle  für  a  und 
ß  auf,  in  welchen  die  Reihen  für  c„  sich  summiren,  also  das  Produkt  auf 
der  linken  Seite,  welches  nach  (15)  eine  Doppelreihe  giebt,  sich  in  eine  ein- 
fache trigonometrische  Reihe  (in  Rezug  auf  x)  verwandeln  lässt.  Die  Aus- 
drücke, welche  wir  gewinnen,  werden  bei  der  Anwendung  auf  specielle  Fälle 
zum  Theil  durch  folgende  trigonometrische  Formeln  vereinfacht: 

sin(2wi -|-l)x 

—     .         ■'     =  l  +  2cos2a;-l-2cos4a;-l \-2i:os2mx, 

smx 

sin  2m  x  „      ,         ,         .^  .. 

=  cosj;  -f-  cos  3a;  -j f-cos(2;» — i)x, 

^=  colang  x  —  2  sin  2u;  —  2  sin  4x 2  sin  2m  x, 

-  2sin  X  —  2  sin  3x 2  sin (2m — 1 )  x. 

smx  smx 

1)    Die  in  r,,   vorkommende  Reihe   lässt  sich,    wenn   a  =  ^   und  ß  po- 
sitiv ist,  in  der  Form  (15,  a)  durch  (8,  a)  summiren,    in    der  Form  (15,  d) 


2sin2; 
cos(2»»-[-l)ic 
sin  X 
cos  2m  X  1 
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ohne  andere  Hülfsmittel.     Man  findet 

""^  0(0)0(2/9-1)       '  0(-ß—\  +  v) 

und    erhält    daher,    wenn    man   noch  q   mit   q\    '2ß  mit   ß  vertauscht,    die 
Gleichung 

1-29^^+1  cos 2j;+9^"+^    _  (i-qß+^~n+iy         ^ 

Dies  ist  eine  von  den    allgemeinen  Formeln,    auf  welche   im    §  (t) 
hingewiesen  wurde. 

2)  Einen  ähnlichen  Ausdruck  gewinnt  man  i'ür  a  =  i,  wenn  mau  x  in 
(17)  um  »TT logg  wachsen  lässt,  aber  auch  direkt  aus  (15,  c),  welches  für 
0  =  1   giebt 

Multiplicirl  mau  (15)  mit  sinx,  so  erhält  man 

(c„ — cjsinx  +  (c,  —  C2)sin3x  -f  (c, —  C3)sin5.^  -)-•••; 
diese  Differenzen  der  c  liefern  einfache  Ausdrücke.     Es  ist  nämlich  Cy—Cy+\ 
offenbar  gleich 

O(-ß)Oiß) 


0(0)0(2/5—1 
und  man  hat  daher  mit  Hülfe  von  (4), 


^i_q,'^)fjrr>cp(2ß,i,i,v-\-i  —  ß). 


(17,  a)  ...     sinx/7 


l_2q''+'cos2x4-(?-"+^    _    OßO(ß~\) 
l_2g^+»  cos  2x+ 9-^+2"  ~  0(0)0(2/?— 1) 


1)L         ^ 


Anmerk.  Macht  man  a  =  tx:;  in  (15),  so  verwandelt  sich  der  Zähler 
auf  der  Linken  in    1,   während   man  aus  (15,  c)  erhält 

"'  =  ömw-^f^'"-  ''*•  »•»+'+'  '■  (*  =  '')• 

Man  findet  also  die  Gleichung 

^^      1— 2<?^+»cos2a;+q-/'+2'« 

wenn  rechts  für  *  =  0  die  Hälfte  genommen  wird. 

(.r)  Aus  den  Formeln  (17)  und  (17,  a)  entstehen  die  von  Jacobi  ge- 
gebenen Entwickelungen  der  unendlichen  Produkte  in  Reihen  durch  einfache 
Substitution  specieller  Wertlie  für  a  und  ß.  z.  B.  0  und  H  wemi  man  ß 
gleich  oc  setzt;  in  dem  Falle,  dass  in  (17)  /9  =  2  ist,  wenn  es  sich  also 
um  die  Ouotienton  1  :  sin  am  oder  1  :  cosam  etc.  handelt,  hat  man  die  enl- 
sleliendeu  Gleichungen  nocii  durch  sino;  zu  dividiren,   um  die  gewöhnliche  Form 
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zu  erhalten.     Dadurch  entsteht  auf  der  rechten  Seite    mit  Hülfe  der  oben  an- 
gegebenen trigonometrischen  Gleichungen 

{c^-\-  2 2^  c,)  —  As'mx  2!  Cy—  MnSx 2!  ("-y 

sinic  r=i  v=i  >'=2 

Abgesehen    von    dem    vor    der  Parenthese    befindlichen  Factor  ist  c^  gleich   1, 
und  Cy   gleich 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  ergiebt  sich  die  bekannte  Formel 

?«  +  2y      1— 2g-"+icos2x-i-y-*»+2 


1  /i—o-'^f-iN-      1 


gi'Jn  t  ly        1 — 29'-''+-cos2a;-[-^-*"+-* 
1       .     4o  4ö' 

sm.c       1  —  </  1 — q 

welcher  mau  noch  die  zweite  hinzufügen  kann,  die  durch  Division  von  (1 7,  a) 
mit  cosaj  entsteht,  nachdem  mau  q^  gleich  — q  gesetzt  hat 


/     1 — q"+^\^        i  —  2q"^^cos2x-\-q-"  +  - 


=  langj; —  -— ; — sin  2a;  4- 5sin4j: • 

l-f7  1   f  «/' 

Indem  man  x  in  (a)  gleich  ^n  macht,  wodurch  die  linke  Seite  das 
Quadrat  von 

(1  +  9^"+')  (1-9^"+^) 
(l_q-^»+i)(l-j-q^»+-^) 

wird,   während  dieses  sich  in 

—  'X 

verwandelt,   weil 

/J(l_g-'«+I)(l_^q"+l)  =.    1, 

so  erhält  man  auch  den  schon  auf  S.  112   erwähnten  Satz 

4o  4g' 

(l  +  29'+2(?'+...)^=M-^-j£^  +  -- 

Aus  den  Gleichungen  (17)  zieht  man  auch  die  Formeln  für  die  Ent- 
wickelung  der  Produkte  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren,  Setzt 
njau  in  (17)  für  ß  eine  ungerade  Zahl  2m-|-l,  so  erhält  man  die  endlichen 
Ausdrücke 

III  \ ({iu         m  1 O-'" 

n  — i— -  77(1— 2q>-'cos2a;-f  q-^."--)=l— 2, f— :jq'cos2x 

u= I ^     y        •  M=i  T 

4-2—^^ r— 4^T ..    /■!    Q-^cos4j; 

Diese  Formel  mit  dem  nachfolgenden  sehr  einfachen,  der  Eigenthümlich- 
kcil  des  speciellen  Falles  eiilspreclienden  Beweise  findet  man  in  dem  äusserst 
werllivoUen    von    Herrn    Hermite    verfassten    Anhange    zu    Lacroix,    Traite 
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el^mentaire  de  calcul  difT^rentiel  et  int(5fj:ral  (DeiUseh  von  Natani;  IV,  S.  30). 
Sie  riilirt,  wie  Herr  Hermite  dort  bemerkt,  von  Cauiliy  her,  der  damit  auf 
die  einfachste  Art  das  unendliche  Produkt  für  0  in  die  unendliche  Irigono- 
metrisclie  Reihe  verwandelt  hat,  und  kommt  vor  in  Cauchy's  Memoire  sur 
les  fonclious  dont  plusieurs  valeurs  sont  li^es  entre  elles  par  une  equation  Unfaire, 
et  sur  divers  transformations  de  produits  coraposes  d'un  nomhre  ind^fini  de 
facteurs,  Comptes  rendus,  T.  XVII  (1843)  p.  523  —  531  u.  567—572,  auf 
S.  568.  Dies  genaue  Citat  verdanke  ich  einer  gerälligen  Mittlieilung  des  Herrn 
Enneper. 

Um  das  endliche  Produkt 

(l  +  9s)(l  +  q^2)...(l  +  9^'-'c).(l+|-)(l+  f)-"(l+-^) 

in  eine  Reihe  zu  verwandeln,  bringt  man  es  auf  die  Form  eines  Produktes  von 
den  beiden  Faktoren 

(1  +  s9'-2r) (1  ^  zq^-''^) . . . (1  +  zq-^-i) ,     z-^q''\ 
Der   erste    von   ihnen    lässt   sich   durch    die  einfachsten  lange  bekannten  Mittel 
(oder  durch  die  sehr  leicht   abzuleitende  Gleichung  (4))   nach  Potenzen  von  z 
in  die  Reihe 

q>{^  —  v,i,i,q\t-^v-{-i),       (q^C  =  _;:,) 
entwickeln,  welche  mit  dem  zweiten  Faktor  multiplicirt  die  verlangte  Dai-stel- 
lung  giebt. 

Zum  Schluss  füge  ich  noch  die  Gleichung  hinzu 

i-q'"'-'       „i.,...,o,„,  (1-9"'-') (1-9"'-^)  03. - 


-9 


,2m+l 


(I_g^m+i)(l_q2„.+3j9''si"3x+^j_^,,„_^^^^^^^_^,„,^5^q- sm5a;+ 

deren    rechte   Seite    mit   wachsendem    m  sich   dera     wesentlichen    Theile    der 
Function  H  nähert. 
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Die  Kugelfunction  zweiter  Art.     Cylinderfunctioii. 

§  22.    Die  Kugelfunction  zweiter  Art  wurde  im  §  17  eingeführt 
nnd  ist  vermöge  der  Gleich.  (12) 

_        l>2...n       /  (n+l)(n  +  2)  ^_„_3  ,  .   ^ 

^<^^^-  3.5...(2n  +  l)V^         ^    2.(2w  +  3)  ^     ^ 

so  lange  definirt  als  c  fix  >  1 . 

Es  zeigte  sich  ferner,  dass  Q'Xx)  ein  Integral  der  Differential- 
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gleich.  (8)  ist,  d.  h.  von 

(8)  ...     (l-x')d\-2xdz,dx  ^n(n-\-l)zdx'  =  0. 

Da  die  Ausführung  von  dergleichen  Integrationen  durch  Reihen  in  der 
Folge  mehrfach  gefordert  wird,  so  soll  an  dieser  Stelle  das  Verfahren,  wie 
man  es  in  den  bekannten  Werken  *)  über  Integralrechnung  findet,  kurz  er- 
örtert werden. 

Um  für  die  Gleichung  Lösungen  zu  erhalten,  welche  nach  Potenzen  von 
X  altsteigen,  setze  man 

Ä  =  x«  4-  a.^x"--  -\-  a^x"-*  -| 

in  dieselbe  ein,  und  ordne  dann  nach  Potenzen  von  x.  Da  der  Coefficieut 
einer  jeden  von  ihnen  für  sich  Null  sein  niuss,  damit  die  linke  Seite  für  jedes 
x,  wenigstens  für  grosse  Werthe  von  x,  verschwinde,  so  findet  man  zuerst 
aus  dem  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 

«(«  +  !)  =  w(n  +  l) 
und   allgemein  von  j/  =  0  an  (a^  =  1) 

_  (g  — 2y)(«-2y  — 1) 

"'"+'" '^'''■(a-2,._2)(a-2v-l)-«(«+l)' 
Der  Nenner  lässt  sich  vermöge  der  Identität 

m(tti-\-\^—n(n-\-\')  =  (m  — n)(m-j-  w-fl) 
vereinfaclien  j    ferner    erhält   man   zwei    verschiedene   Werthe  für   a,    nämlich 
a  =  n  und  a  =  — n — 1.     Setzt  man  den  ersten  Werth  für  a  in  den  Aus- 
druck für  die  Coefficienten  ein,  so  erhält  man  die  Lösung  P"(^x);    setzt  man 
aber  a=  — n  —  1,  die  Lösung  Q"(a;). 

Bedeuten  a  und  b  willkürliche  Constanten,  so  ist,  so  lange 
c/f^x>l^  z  =  aP" -^-bQ"  das  allgemeine  Integral  von  (8).  Für 
X  =  oo  wird  P  =  oo^  Q  z=  0,  so  dass  nur  ein  Integral  von  der 
Form  6!^  für  x  =  oc  verschwindet.  So  lange  c//<^(a;)>l  ist  daher 
eine  Function  als  Q"(x)  völlig  bestimmt  dadurch,  dass  sie  ein  eon- 
tinuirliches  Integral  von  (8)  sein  und  mit  a;"+'  multiplicirt  für  a;=  oo 

sich  in  „  -,   '  /^"  .  ^^   verwandeln  soll. 
3.5...  (2«  4-1) 

Noch  blieb  willkürlich  was  Q  vorstellen  solle,  wenn  c/#a;^l 
(M.  vergl.  S.  80);  wir  wählen  die  Fortsetzung  von  Q  so,  dass  sie 
in  keinem  angebbaren  Flächenstücke  aufhört,  der  Gleich.  (8) 
zu  genügen. 

Dies  kann  so  geschehen,  dass  Q(x)  in  der  ganzen  Ebene  der 
a;,  nachdem  man  die  Punkte  + 1  ausgeschieden  hat,  nicht  nur  end- 
lich, sondern  auch  continuirlich  bleibt  und  auch  in  keiner  Linie 
aufhört,  (8)  zu  genügen ,  und  zwar  ändert  Q  sich  dann  auf  jedem 


*)    Z  B.  in  Euleri  institutiones  calculi  integralis,  Vol.  II,  Sectio  I,  Cap.  VIII. 
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gegebenen  Wege  (der  nicht  durch  die  Punkte  + 1  geht)  auf  völlig 
bestimmte  Art.  Sie  ist  dann  aber  nicht  monodrom ;  man  langt  viel- 
mehr, wie  sich  aus  der  Gleich.  (IT,  c)  S.  96  schliessen  lässt,  bei  dieser 
Art  der  Fortsetzung,  wenn  man  verschiedene  Wege  einschlägt ,  in 
demselben  Punkte  x  auch  im  allgemeinen  mit  verschiedenen  Wer- 
then  an,  die  sich  um  ganze  Vielfache  von  iTtP'ix)  unterscheiden. 

Eine  solche  Art  der  Fortsetzung  wurde  jedoch  nicht  unserer 
Forderung  entsprechen,  nach  der  Q  einen,  wenigstens  wenn  c/^a;>l, 
durch  (12)  völlig  bestimmten,  von  dem  Wege  unabhängigen  Werth 
besitzen  soll.  Man  kann  aber  eine  einwerthige  Fortsetzung  er- 
halten, wenn  man  auf  die  Continuität  der  Function  beim  Ueber- 
gang  in  die  Gerade  verzichtet,  welche  die  zwei  Punkte  +1  mit 
einander  verbindet,  die  also  einen  Theil  der  Axe  des  Reellen  aus- 
macht.    Diese  endliche  Linie  heisst  im  Folgenden  Querschnitt. 

Eine  eindeutige  Function  von  x  ist  bis  an,  aber  nicht  bis  in 
den  Querschnitt  bestimmt  durch  folgende  Bedingungen: 

1)  Sie  soll  bis  an  den  Querschnitt  der  Differentialgleichung  (8) 
genügen; 

2)  bis  an  den  Querschnitt  continuirlich  bleiben;  nur  in  den 
Punkten  +1  darf  sie  unendlich  werden; 

3)  mit  ic"+*  multiplicirt  für  a;  =  cc  gleich  werden 

1.2...n 

3.5...(2«  +  l)' 

Diese  Function  heisst  Q"{x)  ausserhalb  des  Quer- 
schnittes. Es  wird  sich  zeigen  (§  23),  dass  eine  solche  Function 
wirklich  existirt,  dass  sie  zu  beiden  Seiten  des  Querschnitts  ver- 
schiedene Werthe  besitzt  —  was  aus  dem  Umstände  stammt,  dass 
'^x''—\  zu  beiden  Seiten  des  Querschnitts,  nach  S.  40,  ent- 
gegengesetzte Zeichen  erhält,  —  und  zwar  ist  der  Werth  am 
Rande  des  negativen  Ufers  um  inP''(x)  grösser  als  am  Rande  des 
positiven  Ufers  für  das  gleiche  x.  Positiv  heisst  das  Ufer,  auf 
dem  sich  die  positive  Axe  des  Imaginären  befindet. 

Ist  x  ein  Punkt  im  Querschnitt,  so  dass  also  — l<;a;<l,  und 
bedeutet  e  eine  positive  reelle  Grösse,  so  ist  x-\-€i  ein  Werth  am 
positiven  Ufer,  Q"(x-\-£i)  die  Function  Q  auf  demselben,  und  es 
existirt  eine  Grenze,  Gr.  Q'X-r  -f  eO  für  £  =  ü  oder  (J"(x-\-Ü.i\  in  der 
svmbolischen  Bezeichnung  die  man  in  solchem  Zusammenhange  an- 
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zuwenden  pflegt.  Dies  ist  der  Werth  am  Rande  des  positiven  Ufers, 
während  Gr.  Q"(x  —  ei)  für  £  =  0 ,  oder  Q\x  —  0 .  i),  den  Werth  am 
Rande  des  negativen  vorstellt.  Die  Differenz  Q"(x—0.i)—  Q"{x-\-0.i) 
verseh windet  daher,  wenn  x  eine  beliebige  complexe  Zahl  be- 
zeichnet, und  Q(x+0.i)  stimmt  dann  mit  Q(x)  tiberein;  für  einen 
Punkt  X  im  Querschnitt  ist  sie  aber  inP'Xx). 

Im  Querschnitte  war  bisher  Q'^Qc)  nicht  definirt ;  es  wird  nun- 
mehr festgesetzt:  Im  Querschnitte  soll  Q"(a;)  das  arithmeti- 
sche Mittel  aus  den  beiden  Werthen  an  den  Uferränderu 
bedeuten;  also  ist  im  Querschnitte 

Q\x)  =  ^-(?>  +  O.0+l(?"(^-O.i), 
zugleich  eine  reelle  Grösse. 

Die  Function  Q\x-^ei)  bleibt,  wenn  x  zwischen  —1  und  +1 
liegt,  nach  x  und  s  continuirlich,  wie  nahe  auch  e  der  Null  kommt. 
Ebenso  sind  die  Ditferentialquotieuten  von  Q{x+ei)  nach  x^ei 
continuirliche  Functionen  von  a  bis  an  £  =  0,  und  die  Grenzen 
derselben  gleich  den  entsprechenden  Ditferentialquotieuten  nach  x 
von  den  Grenzwerthen,  nämlich  von  Q{x+{).i).  (Amieichtesten  er- 
kennt man  dies  aus  dem  Ausdruck  für  0  auf  S.  96.)  Hieraus  folgt, 
dass  Q(x)^  wie  es  oben  definirt  wurde,  auch  im  Querschnitt  sich 
continuirlich  ändert  und  der  Differentialgleichung  (8)  genügt.  Fasst 
man  Alles  zusammen,  so  bleibt  das  so  definirte  Q{x)  in  der 
ganzen  Ebene  mit  Ausschluss  der  beiden  Punkte  +1  endlich;  in 
der  Ebene  bis  an  den  Querschnitt  und  im  Querschnitt  continuirlich, 
aber  nicht  mehr  bis  in  denselben,  d.  h.  nicht  mehr  beim  Ueber- 
gange  zum  Querschnitt;  es  genügt  der  Differentialgleichung  (8)  in 
der  Ebene  mit  Ausschluss  der  Umgebung  des  Querschnitts,  genügt 
ihr  wieder  im  Querschnitte  selbst.  Die  Differentiation  für  einen 
Punkt  X  im  Querschnitt  ist  so  zu  verstehen,  dass  man  dort  x  nur 
einen  reellen  Zuwachs  dx  geben  darf. 

An  merk.  Es  mag  der  Punkt  x  dem  Querschnitt  angehören 
oder  nicht,  so  wird  immer  Q{x)  das  arithmetische  ]\Iittel  aus  den 
Werthen,  welche  die  Function  Q  in  den  Punkten  annimmt,  die  auf 
der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  welcher  mit  einem  unendlich 
kleinen  Radius  um  den  Punkt  x  beschrieben  ist. 

§23.  Um  die  so  definirte  Function  für  alle  Werthe  von  a; 
wirklich  darzustellen,  und  zwar  zunächst  durch  eine  Reihe, 
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entwickele    ich    sie    nach    aufsteigenden    Potenzen    von 


^  =  x—]^x'—l.  Ueber  diese  Substitution  und  ihre  geometrische 
Bedeutung  vergl.  m.  S.  49  und  50,  wo  das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel so  festgesetzt  wurde,  dass  c.f^^:^l.  Die  Punkte  x  des 
Querschnittes  geben  also  Bilder  f,  die  auf  die  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises fallen,  während  den  übrigen  Punkten  x  Bilder  ^  im 
Innern  desselben  eindeutig  entsprechen. 

Die  gesuchte  Reihe  erhält  man,  wenn  man  (8)  in  der  Form  (d) 
auf  S.  50,  wenigstens  so  lange  c/^^<l,  nach  der  bekannten,  im 
Eingange  des  §  22  auseinandergesetzten  Methode  iutegrirt.  Da- 
durch findet  man  zwei  Lösungen 

;;,  =  |«+'FG,w-fl,«  +  |,r). 
Die  erste  ist  eine  endliche  Reihe,  und  eine  Vergleich ung  mit  (a') 
auf  S.  18  zeigt,  dass  z^  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  P"(x) 
übereinstimmt.  Die  Lösung  z.,  verschwindet  aber  für  a;  =  oc ,  ist 
also,  so  lange  ofCx>\^  nach  S.  126  gleich  bQ"(x)  zu  setzen.  Um 
die  CoHstante  b  zu  bestimmen  multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser 
Gleichheit  mit  a;''+',  setzt  x  =  oc  und  beachtet,  dass  dann  x^  sich 
in  I  verwandelt.  So  erhält  man  die  beiden  Lösungen,  von  denen 
man  die  erste  schon  aus  S.  18  kennt, 

(18) ...  Q\x)  =  2-  3^^5"^;^2n^^\)  rHFa,n-n,n4-i,r), 

wo  c//'^<:l.  Die  letztere  Gleichung  habe  ich  in  der  vorigen  Auf- 
lage des  Handbuchs  mitgetheilt. 

Nach  den  zwischen  x  und  ^  bestehenden  Gleichungen  wird 
für  ^  =  +1  auch  a;  =  +1.  Für  ^^  =  1  ist  ferner  QXx)  =  oc,  da 
in  der  betreffenden  hypergeometrischen  Reihe  a-\-ß  —  y  =  0  (S.  79, 
No.  5).  Daher  nehmen  (Ebendas.  No.  4)  die  Glieder  der  Reihe, 
abgesehen  von  der  Potenz  von  ^  mit  der  sie  multiplicirt  sind,  fort- 
während ab,  und  die  Reihe  besitzt  (No.  7)  noch  einen  endlichen 
Werth,  wenn  ^/^^  =  1  ohne  dass  ||  =  1. 

Dies  führt  uns  zu  dem  Ausdrucke  von  Q"(x)  im  Querschnitte. 

Es  sei  X  =  cosO  ein  Punkt  im  Querschnitte  0<Ö<:7r,  und 
zwar  möge  vorläufig  o- positiv,  d.h.  d<:.^n  sein.  Ein  benachbarter 
Punkt,  der  nicht  dem  Querschnitt  angehört 

Ueiue,  Theorie  der  Kugelfuuctioucii.     :;.  AiiH.  Q 
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ist  dann  ein  Punkt  x^OA^  und  befindet  sich  auf  dem  negativen 
oder  positiven  Ufer,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen 
g-ilt.     Ferner  ist 

]/a;^ — 1  =  «eosö+isinö, 
da    die  Quadratwurzel    mit  x    das    gleiche   Zeichen    besitzen    soll 
(S.  40,  No.  2).    Hieraus  folgt 

I,  ==  x^—]'^^  =  (1— £)(cos(9  ±isinö), 
so  dass  Ö"(cosö+O.i)  die  Grenze  für  e=0  ist  von 

Nach  dem  schon  erwähnten  Satze  von  Abel  wird  die  Potenz- 
reihe F,  weil  sie  noch  für  e  =■  0  convergirt ,  an  der  Grenze  £  =  0 
gleich  der  Reihe,  deren  viertes  Element  cos2ö+«sin2ö  ist.  Der 
vorstehende  Ausdruck  zerfällt  an  der  Grenze  in  einen  reellen  und 
imaginären  Theil,  so  dass  Q  am  Uferrande  die  Form  hat 

Q'XGOsd:^.O.i)  =  A±Bi. 
Hier  ist  der  imaginäre  Theil  bekannt,  nämlich  nach  (15,  c)  auf 
S.  89  gleich +l7riP" (cos  ö).  Da  ferner  A  das  arithmetische  Mittel 
aus  O"(cosö  +  0.i)  und  (?"(cosö — O.i)  bildet,  und  dieses  Mittel  nach 
der  Definition  ^"(cosö)  wird,  so  ist  A  =  O"(q,os0).  Eine  ähnliche 
Untersuchung  für  den  Fall,  dass  d  zwischen  -^n  und  n  liegt,  liefert 
ähnliche  Resultate,  so  dass  sich  in  beiden  Fällen  gemeinsam  ergiebt: 
Für  einen  Punkt  im  Querschnitte  selbst,  a;  =  cos ö,  wird 

(18,«)  ...    QXx)^2.^^^^1-y{.oKn4-lW^ 

1.3.(n  +  l)(^^+2)  .         \ 

+   1.2.(2n4-3)C2n+5)    ^OB(n^ö)di- -J, 

während  die  Function  Q  am  Uferrande  des  Querschnittes 
die  Werthe  annimmt 

(18,  b)  ...     Q\x±0.i)  =  Q'\x)  +  i  inP'Xx). 

Durch  18,  18,  a  und  18,  b  ist  die  Existenz  der  Function  0(ar), 
die  im  §  22  durch  ihre  Eigenschaften  in  der  ganzen  Ebene  definirt 
wurde,  nachgewiesen,  und  diese  Function  selbst  in  demselben  Um- 
fange durch  Reihen  dargestellt. 

§  24.  Am  Schluss  des  §  22  war  bereits  erwähnt,  dass  Q{x\ 
wie  es  von  uns  definirt  wurde,  der  Diflferentialgleich.  (8)  sowohl 
im  allgemeinen  als  auch  im  Querscbnitte  genügen  müsse.    Aus  (18) 
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lässt  sich  diese  Eigenschaft  dadurch,  dass  man  die  Diflferential- 
quotienten  von  Q(x)  mit  der  Summe  der  Differentialquotienteu  von 
den  einzelnen  Gliedern  der  Reihe  vertauscht,  zwar  im  allgemeinen 
verificiren  ,  aber  nicht  mehr,  wenn  x  im  Querschnitte  liegt,  da  in 
letzterem  Falle  die  Diflereutialquotienten  der  Glieder  aufhören  eine 
convergente  Reihe  zu  bilden.  Es  lassen  sich  aber  die  Reihen  (18) 
Summiren,  und  geben  ein  bestimmtes  Integral,  welches  QXx) 
in  demselben  Umfange  darstellt,  wie  die  Reihen  (18),  d.h. 
für  alle  Werthe  von  x.  Dass  dies  Integral  noch  im  Querschnitte 
eben  so  gut  wie  ausserhalb  (8)  genügt,  zeigt  sieh  im  §  25. 

Das  Integral  findet  man  vermittelst  der  Formel,  durch  welche 
nach  Eule r 's  Ent Wickelungen  im  2.  Bde.  seiner  Institut,  calc. 
integr.  Sect.  I,  Cap.  11  die  hypergeometrische  Reihe  summirt  wer- 
den kann.  In  die  Gestalt,  in  welcher  sie  jetzt  bekannt  ist,  wnrd 
sie  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Legendr e  gebracht,  welcher  den 
Zusammenhang  des  Euler  sehen  Integrales  erster  mit  dem  zweiter 
Gattung  giebt,  nach  welchem 

(a) ...    n(^r -V)J'\ß-\i-uy-ß-' du  =n{ß-\)n{y-ß-\\ 

0 

wenn  ß  und  y—ß  positiv  sind.  Multiplicirt  man  nämlich  die 
Gleichung 

(l-|u)-°^l+  "  |u+  "^^^^^  IV4-- 

mit  dem  Factor 

uß-^{\  —  n)y-ß-^du 

und  integrirt  nach  u  von  0  bis  1 ,  so  lässt  sich ,  sicher  so  lange 
c'fCi.  <  1 ,  das  Integral  der  Summe  mit  der  Summe  aus  den  Inte- 
gralen der  einzelnen  Glieder  vertauschen.  Diese  Integrale,  nach 
(a)  durch  U  ausgedrückt,  geben  mit  Hülfe  des  Satzes  Tlv  =  vn{v—\) 
die  bekannte  Summationsformel 
{h)  ...     F(a,/J,y,|) 

n{ß-\)n{y-ß—\)J  "     ^'     ^        y     ^  ) 

Diese  wenden  wir  auf  die  Summation  der  Reihe  in  (18)  an. 
Setzt  man  nämlich  a  =  w  +  l,  ß  =  {.,  y  =  n-\-^  und  ||  für  |,  so 
wird,  da  ß  und  y — ß  positiv  sind 

9  * 
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=  Z'  ?f-Hi— «)"(i-M|*)~"~^rf»<. 


Multipliciit  man  auf  beiden  Seiten  mit  |"+',  so  steht  auf  der  Linken 
Q"{x).  Die  rechte  Seite  verwandelt  sich  dann  vermittelst  der  Sub- 
stitution 

I?  —  1  1  -f  M 


?/  = 


0+1  1— W 

in  das  Integral 

Man  findet  also  schliesslich,  wenn  man  für  ^  seinen  Werth  in  x 
setzt  und  v  =  cosi?/  macht,  die  Gleichung,  die  für  alle  Punkte 
X  gilt,  welche  nicht  im  Querschnitte  liegen 

(19)    .  .  .        Q\X)  =    r -"W::. 

Hier  ist  ^x^—X  mit  demselben  Zeichen  zu  versehen,  wel- 
ches X  besitzt. 

Diese  Gleichung  habe  ich  in  meiner  Abhandlung  „Theorie  der 
Anziehung  ei  es  EUipsoides"  mitgetheilt  *). 

Die  Gleichheit  des  Integrales  (19)  und  der  Reihe  ist  zwar  voll- 
ständig nur  nachgewiesen,  wenn  JC^<i  1,  besteht  aber  noch  für 
jfii.  =  \.  Am  leichtesten  sieht  man  dies  aus  der  ursprünglichen 
Form  (c)  des  Integrales,  welches  offenbar,  die  Punkte  ^  =  +1  aus- 
geschlossen, sich  mit  |  continuirlich  ändert,  da  dCi  nicht  1  über- 
schreitet. Dasselbe  gilt  aber  von  der  Reihe.  Indem  nach  S.  40 
zu  den  Werthen  x  =  cosö+O.i  die  Werthe 

]/jj-— 1  =  i^isin^,       I  —  coüO^ismO 
gehören,  erhält  man  also  für  einen  Punkt  o;  =  cos^    im  Quer- 
schnitt (0<  0  <:n) 

r"^  du  /'^ du 

(19, a)  ...  IQ  (x)  =J ^^T^—^^^zi^-n    J (a;-cosm.]V-l)«+ ' ' 

(19,  b)  ...     Q  (x-\-().i)  =  /     -. n^.  '-;, ^^^Tm  " 

^     '    ^  V  V   ._       '.    j      (cosö+ismacos«M)"+' 

1»       ^         — 

Zu  diesen  Gleichungen  tritt  -noch  (18,  b)  hinzu  und  besagt,  dass 

*)    Grelle,  Journal   1".  Math.  Bd.  42,  S.  73  und  7Ö. 
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(19,  r) . . .  r "^-^ r ^- 

./      (cosö-f- »sinöcostM)"^'    'J      (cosö  — isinöco8tM)''+' 

=  — 171  P"  (cos  0). 

Diirfh  die  Glciclitingeii  (19)  },'t'l»e  ich  eine  [»arslclluntr  ilcr  Kiifrelfunotinn 
zweiter  Art,  weliiie  rleni  Aiisdriick  der  P  diirrli  diis  Iiiletintl  von  Laplace 
oder  vielmehr  diircl»  die  Gleidiiin},^  (5.  a)  ents|iriclil.  Während  dort  nach  w 
von  und  bis  tz,  wird  hier  auf  der  Axe  des  Imaginären  von  0  his  i.->c  in- 
tegrirt.  Wemi  dort  §  10,  S.  37  von  den  P  gesagt  wurde,  die  Integrale 
können  auch  als  Definition  der  P  Iteiraclilel  werden,  so  gilt  etwas  ähn- 
liches für  die  Integrale  (19)  und  die  Q.  Dagegen  kann  man  hier  für  u  nidil. 
wie  hei  den  P,  eine  i>eliebige  eninplexe  Zahl  setzen,  sondern  nur  solcjie,  für 
welche  ii-j-l  einen  posiliven  reellen  Theil  besitzt.  Da  (8)  unverändert  bleibt, 
wenn  man  n  mit  — n — 1  vertauscht,  so  wird  man  noch  immer  ein  zweites 
Integral  erhalten,  wenn  auch  der  reelle  Theil  von  — ii  positiv  ist.  Man  hat 
also  in  jedem  Falle  das  vollständige  Integral  von  (8)  durch  die 
Integrale  P  und  Q  ausgedrückt.  Neben  die  Integrale  (19)  treten  im 
§  36   andere,   welche  ihnen   so  entsprechen,   wie  (5,  o)   den  Integralen  (.5). 

Auch  die  Formeln   (18;    bleiben    für    negative   Werthe   von   h   brauchbar, 
nur     muss     man    sie    so     inodificiren,     dass    die    multiplicirende    Conslante    in 
TIn  .■)/ n  :  TI(n -\- }^^  verwandelt  wird   und   beachten,   dass   luan   bat 
mxan.Tla  7I( — a)  =  an. 

§  25.  Für  jeden  gegebenen  (ganzen  positiven;  Wertli  von  n 
kann  man,  ohne  eine  andere  Schwierigkeit  als  die,  welche  in  der 
Weitläufigkeit  der  Rechnung  liegt,  das  Integral  tilr  C'"  durch  die 
bekannten  Reductiousformeln  ausführen,  wenn  mau  es  durch  die 
Substitution  u  =  log«  in  die  Form 

o»(.) = 2^r^^ """''' - 

'  ^         ^      (]'x'-l-{-2xv  -{-v'\'x'-iy+' 
bringt.     (Man  übersehe  nicht,  dass  das  Integral  nur  so  lauge  (>(.r) 
vorstellt,  als  x  nicht  zugleich  reell  und  kleiner  als   1,    oder,   was 
dasselbe,    so    lange    <■  f^ ^   nicht    1    ist.     AVohl    darf  man    aber 
cosö+O.i  für  X  setzen.)     Ferner  hat  man 

., ,..      ^  _  JA^      Q^(^         n''-*-f"\, f «.-.=0; 

o.Q...(2w-|-l)'      X  .i.o...(2«— 1) 

1   '>      n 
■'^^"^=3.Ö...C2n+r)-  '"'■^=-- 
Einen   direkten   Beweis   dafür,    dass   das   Integral    Q    der 
Differentialgleichung  (S)   genügt   (m.  vcrgl.  den  Schluss  des 
§  22j,  übergehe  ich  hier,   um   eine  Wiederholung  im  §  50  zu  ver- 
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meiden,   und   gebe  im  Anschluss   an  die  Methode  des  §  12  einen 

indirekten : 

Eine  ebenso  einfache  erzeugende  Function,  wie  man  sie  in  der 

Quadratwurzel  für  die  P  besitzt,  liess  sich  für  die  C^  nicht  auffinden ; 

eine  geeignete  Function  erhielt  ich  durch  die  Betrachtung,  dass  das 

Integral 

P== — - — 1 

„      a{x-{-Q,o^€p.\x^  —  V)  —  \ 

wenn  aber  x  im  Querschnitte  liegt  jedes  der  beiden  zu  .c+O.i  ge- 
hörenden sich  also  nur  durch  das  Zeichen  der  Quadratwurzel 
unterscheidenden  Integrale,  für  g  =^  n  in  tt  T  (8.  36)  übergeht,  und 
für  diesen  Werth  von  g  der  partiellen  Diftereutialgl.  für  T  auf  S.  47 
genügt.  Bleibt  die  Constante  g  allgemein,  so  muss  daher  i/,  in  die 
linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  eingesetzt,  einen  Ausdruck 
geben,  welcher  für  g  =  n  verschwindet.  Nach  Ausführung  der  Rech- 
nung wird  dieser  gleich 

a  sing- 

\l^-^'  {a{x^C0^g.\'^-^')-\Y  ' 
verschwindet  also  nicht  nur  für  g  =  0  und   n  sondern   auch  für 
g  =  i.oc\  führt  man  für  q)  eine  Veränderliche  u  durch  die  Glei- 
chung cp  =  iu  ein,  wo  ti  von  0  bis  cc  wächst,  so  genügt  daher 

du 


(«)...     y  ^f 


„       «(ic -j-cosew.  V^x'^— 1)  — 1 

der  partiellen  Diflferentialgl.  Nimmt  man  a  hinlänglich  gross  und 
entwickelt  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  so  schliesst  man 
hieraus,  in  ganz  ähnlicher  Art,  wie  man  auf  S.  47  schloss,  dass  der 
Coefficient  von  a~"~'  der  Differentialgl.  (8)  genüge.  Dieser  ist  aber 
Q^{x\  genauer  0"(a;+O.i),  wenn  man  x  mit  ic  +  0.«  vertauscht. 

Der  ausgeführte  Werth  der  erzeugenden  Function  für  die  ö, 
nämlich  von  t/  in  (a)  ist  für  unsere  Untersuchungen  unerheblich; 
nur  der  Vollständigkeit  halber  sei  erwähnt,  dass  man  findet,  es  sei 


1  ,      aa;-l-f]/l— 2aa;4-a' 

»  =   log —^—=:l ■ , 

i\—1ax-^cr  a]/a;*-l 


wo  ]1  — 2a.r-|-a'  ein  solches  Zeichen  erhält,  dass 


.  (({ax  - 1  +  l^l -  2a.r  +  a')  >  c (({cix-X -  ]'l-2aa:4-  «*) 
und  der  imaginäre  Theil  des  Logarithmus  zwischen    -  i^ni  und  \ni 
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liegt.     Man  ersieht  dies   aus  einer    Formel,   die   am  Schlüsse  des 
§  37  abgeleitet  wird. 

Indem  man  sich  der  erzeugenden  Function  (a)  bedient,  findet 
man  die  Verallgemeinerung  der  Gleich.  (19,  c)  auf  den  Fall,  dass 
X  nicht  im  Querschnitt  liegt,  nämlich  den 

Satz.    Ist  X  eine  positive  Zahl  von  der  Form  a+fei,  wo 
a  und  b  nicht  negativ  sind,  und  ]  x' — 1  positiv,  so  wird 
/•"  du  r  du  ._.     „„     , 

■f,      (x-\-cosiu.yx^ — 1)"+'     «^      (x — cosiM.ya;* — 1)"+^ 

Eine  Ausnahme  bildet  der  Fall  dass  h  =  ()  und  zugleich  a  >  1, 
in  welchem  das  abzuziehende  Integral  (otienbarj  keinen  Werth  be- 
sitzt. Der  Fall  eines  im  Querschnitte  befindlichen  Punktes  ist  als 
Grenzfall  eingeschlossen.  Durch  Multiplication  der  Gleichung  mit 
(— 1)"^^  erhält  man  sogleich  das  Resultat  für  den  Fall  eines  ne- 
gativen X. 

Beweis.  Die  erzeugende  Function  der  im  Satze  vorkommen- 
den Differenz  ist  die  Differenz  zweier  Integrale  wie  (a),  welche  sich 
durch  die  Substitution  ismiu  =  v  in 


2a\^x'—l/'j 


2ax  +  a'^a\l-x')i>' 

zusammenzieht.  Um  die  Integration  nach  v  auszuführen,  welche 
über  die  positive  Axe  des  Reellen  zu  erstrecken  ist,  denke  man 
sich  a  reell,  hinlänglich  gross  und  positiv  und  setze  aü}/l — x"^  —  z, 
indem  man  die  yi— c",  die  sicher  einen  reellen  Theil  besitzt,  po- 
sitiv nimmt.  Nach  den  Bestimmungen  unseres  Satzes  kann  man 
diese  Wurzel  für  a;  =  a+öi  mit  +«v^x' — 1  vertauschen.  Da- 
durch geht  die  erzeugende  Function  in 

dz 


vi         -'^- 

—J  1  —  'lax  4-a' 


über.  Die  yl — x'^  wird  durch  einen  Punkt  im  ersten  oder  vierten 
Quadranten  vorgestellt,  so  dass  die  Gerade,  welche  von  dem  An- 
fangspunkte des  Systemes  A  durch  denselben  gelegt  wird,  einen 
spitzen  Winkel  mit  der  positiven  Axe  des  Reellen  bildet.  Ueber 
diese  Gerade  soll  nach  •:>  integrirt  werden;  es  ist  aber  erlaubt,  statt 
dessen  die  Integration  über  die  Axe  des  Reellen  v(»n  <)  bis  -c  aus- 
zuführen.    Ist  nämlich  P  —  p^lii  ein  Punkt  der  bezeichneten  Ge- 
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i  1-x^y 

n 
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V       d 

)                 R 
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raden,  so  bleibt  die 
zu  integrirendeFimc- 
tion  endlich ,  wenn 
man  für  z  eine  Zahl 
setzt,  die  dem  Innern 
oder  dem  Rande  von 
APQ  angehört.  In 
der  That  wird,  wenn 
man  für  a  grosse 
Zahlen  nimmt,  der 
Nenner  nur  dann 
Null,  wenn  nahezu 
—  «*,  also  z  nahe  der  Axe  des  Imaginären,  also  zwischen  AP 
und  dieser  Axe  liegt.  Daher  kann  man  statt  über  AP  auch  über 
AQ  und  QP  iutegriren.  Das  Integral  über  QP  wird  mit  wachsen- 
dem p  unendlich  klein,  es  bleibt  also  für  p  —  :>ü  nur  das  Integral 
nach  z  von  0  bis  p  übrig. 

Die  Ausführung  der  Integration  giebt  '^-^nT,  wenn  T  mit  po- 
sitivem reellen  Theile  genommen  wird.  Geht  man  von  den  er- 
zeugenden Functionen  auf  die  erzeugten  über,  so  erhält  man  un- 
mittelbar den  zu  beweisenden  Satz. 

Ohne  Rechnung  findet  man  denselben  mit  Hülfe  einer  imagi- 
nären Substitution  im  §  38,  2.  Anmerk. 

§  26.  Auf  S.  127  wurde  eine  solche  Fortsetzung  von  Q  er- 
Avähnt,  welche  überall  (8)  genügt,  bei  der  man  auf  die  Continuität 
in  den  beiden  Punkten  x  —  +1 ;  ausserdem  auf  die  Einwerthigkeit 
verzichtet.  Diese  Function  soll  hier  untersucht  werden  *).  Sie  ist 
völlig  bestimmt  und  werde  durch  q^"'>{x)  bezeichnet. 

Abel**)  hat  eine  Methode  augegeben,  die  sich  allerdings  im 


*)  Als  die  erste  Auflage  des  Handbuchs  erschien,  waren  die  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  lineare  Uifterentialgleichungen,  wie  man  sie  bei  Herrn  Fuchs  findet, 
noch  nicht  bekannt,  und  ich  bediente  mich  zur  Ableitung  der  Resultate  solcher 
Methoden,  die  sich  zunächst  auf  die  zweite  Ordnung  bezogen,  und  die  besonders 
leicht  zum  Ziele  führen,  weil  eine  von  den  particulären  Lösungen  eine  ganze  Func- 
tion wird.  Dieser  Umstand  veranlasst  mich,  dieses  Mal  die  speciellen  Untersuchun- 
gen des  früheren  §  ol  zu  wiederholen,  anstatt  auf  die  allgemeinen  jetzt  bekannten 
Sätze  zu  verweisen. 

**)    Grelle,  Journal  f.  Math    Bd    II.  S    22:   Ucbcr  einige   bestimmte  Integrale. 
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wesentlichen  bei  Etiler  ■••)  findet,   welche   ntjiii   mit  Vortheil  ange- 
wandt hat,   um  durch  ein  gegebenes  Integral  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  eine  zweite  Lösung  auszudrücken. 
Ist  z  irgend  ein  Integral  von  (8) 

(a)  ...     (1  -  J-')  d'z  —  2.r  dz  dz-  -j-  n  (n  |  1 )  z-  dx'  =  0, 
der  auch  P"  genügt,  so  dass  mau  auch  liat 

(b)  ...     (1  -  .r')  d'P  -  2x  dPd.r  -I  //  (n  i  1 )  Pdx:'  =  0, 
so  ergiebt  sich,  indem  man  (a).P  —  (b')z-  bildet, 

(l—r')d(Pdz  —  z dP)  -  2.r(/V5  -  :. dP)dx  -^  0, 
also,  wenn  h  eine  Constante  bezeichnet 

und  endlich,  nach  Division  durch  P^  und  darauf  folgende  Integration 

dx 

{:x^-r){Xx)f 

Hier  soll  z  das  Integral  sein ,  auf  dessen  Verfolgung  es  allein  an- 
kommt, welches  so  lange  c(Cx:>\  bleibt,  mit  Q" {jc)  übereinstimmt; 
dann  muss  man  für  rc  =  oo  haben  (§  22) 

dx  1 . 2 . . .  w 


"'^¥i.'--^m 


,.n4  I 


=  hP"{x)x-+'/^- 


{x'—\)(P{x)Y        3.5...(2w+l) 
Entwickelt  mau  das  mittlere  Glied   nach   absteigenden  Potenzen 
von  a;,  so  ergiebt  sich  ä=  —  1;  es  zeigt  sich,  dass  dies  Integral  z 
die  gesuchte  Function  q  sei,  so  dass  man  erhält 

Die  Function  unter  dem  Integrale  wird  nämlich  nur  unstetig  für 
X  —  +1  und  a:  =  a,  /?,  etc.,  wenn  durch  diese  Buchstaben  die 
Wurzeln  der  Gleichung  P"(x)  =  0  bezeichnet  Averden,  die  nach 
§  7  und  12  sämmtlich  reell,  kleiner  als  1  und  verschieden  sind. 
Durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  nimmt  sie  die  Form  an 


{x  —  ay  x  —  a  X — 1  .r-f-1  ' 
wenn  die  Summenzeichen  JS"  sich  auf  alle  Wurzeln  er,  ß^  etc.  von 
P"(x)=0  beziehen.  Es  ist  wesentlich,  dass  jedes  A  Null  wird 
(s.  u.);  daher  stammt  es  nämlich,  dass  die  Q  den  Logarithmus  zwar 
von  den  Factoren  ar+l,  aber  nicht  der  anderen  Factoren  im 
Nenner  enthalten.     Auf  einem  ähnlichen  Umstände  bcrulit  es,  dass 

*)    Institutione.s  calculi  integrali.«;,  Vol.  II.  Sectio  1    Caip.  IV,   rrobleiiia  104. 
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in  allgemeineren  Functionen,  den  La  nie 'scheu  F,  die  im  §  100  auf- 
treten, nur  elliptische  Integrale  der  ersten  und  zweiten,  aber  nicht 
der  dritten  Gattung  vorkommen. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  setze  man 


x^\^^)  - 'f^-''^ 


und  hat  dann 

a  ^  qp(«)       A  —  (p'{a)       b  —  {       c=—^. 
Die  ersten  beiden  Differentialquotienten  von  P^"\.r)  nach  x  werden 
durch  P'  und  P"  bezeichnet;  dann  ist  zunächst 

Nimmt  mau  auf  beiden  Seiten  den  Logarithmus  von  (f>(x)  und  diffe- 

rentiirt  darauf,  so  entsteht 

(p'(x) X  _1 P'(x) 

2^(x)  "~       P-^  '^x-a       P(x)  ' 

Für  X  =  a  bleibt  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  endlich  und 
bestimmt,  während  die  Summe  des  zweiten  und  dritten  die  unbe- 
stimmte Form  ^  annimmt.  Die  erste  Differentiation  des  Zählers 
und  Nenners  giebt  als  Werth  des  Ausdrucks 

(a-x)P"(x)  _ 

P(x^-\~(x-a)P'(x)  ^"^       "^ 

also  wiederum  §,  während  die  zweite 

P"(a) 
2P'(a) 
liefert.     Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  ein  und  bringt 
die  rechte  Seite  auf  gleiche  Benennung,  so  entsteht 

_    (f'(a)   _  (a'-l)P"(a)4-2«r(a)  _ 
"  2r/)(«)  ~  2(a'-l)P'(a)  ' 

die  rechte  Seite,  also  auch  (p'(a)  also  A  ist  nach  (8)  gleich  Null. 
Man  erhält  daher 

rix)  ==  jr(^)iog^  +  r(.r)v__^^-. 

Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  ganze 
Function  von  x  des  Grades  n — 1;  wir  bezeichnen  es  mit  — Z"(x)  und 
setzen  daher 


p"(x-):e~^^  =  -z^"\x). 
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Somit  wrd  diejenige  Lösung  von  (S),  welche  in  der  gan- 
zen Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  x  =  +1  endlich  und 
stetig  bleibt 

(20)  ...     '/^"\a-)^iP«(^)log|±|-Z^''V.r), 

wenn  der  Logarithmus  durch  die  Gleichung  definirt  ist 
(20,«)    ...     .l„g-^^=/"^-,^. 

X 

wobei  die  Integration  auf  dem  zurückgelegten  Wege  auszuführen  ist. 

Geht  man  mit  dem  Werthe  ^"(a;)  =  0  für  x  —  cfo  aus,  so 
stimmt  </"(.t)  so  lange  mit  Q^ix)  genau  überein,  als  der  Weg  nicht 
den  früheren  Querschnitt  trifft.  Wir  erhalten  dadurch  im  §  27  eine 
dritte  Art  der  Darstellung  von  Q"  selbst. 

Die  Function  Z  ist  dieselbe,  welche  schon  S.  96  auftrat ;  ihre 
dort  gegebene  einfache  Form  findet  man,  indem  man  in  (8)  für  z 
den  Ausdruck  </  aus  (20)  einsetzt;  der  Factor  des  Logarithmus  im 
Resultate  der  Substitution  ist  dann  Null,  und  es  bleibt  zur  Be- 
stimmung i^on  Z"  die  Gleichung 

{c)  ...     d{{\—xyiZ")^~n{n-\-\)Z''dx'  =^  2dP"(x)dx, 
deren  rechte  Seite  sich  nach  (16,  d)  in  das  Produkt  aus  dx  und 

verwandelt.  Setzt  man  für  die  Function  n — 1'*""  Grades  Z"  eine 
Summe  von  Kugelfunctionen 

Z''(x)  =  :5a,P'""(x% 
die  Suramation  von  v  =  l  bis  u  oder  n — 1  ausgeführt,   in  (c)  ein 
und  reducirt,  so  wird 

2v(2n  —  v^l)a,,P'-''  =  2:S(2n—2vi-l)P"-'''+'- 
also  «0 ,  «2 ,  a_, ,  etc.  zu  Null  und 

2«  — 2^  +  1 

«.',-1 


(2»'-l)(w+l— rO' 
man  hat  also  den  Ausdruck  von  Z  auf  S.  96  gefunden. 

Da  log(a;-fl)  —  log(j;  — 1)  beim  Umkreisen  der  Punkte  -(-1 
resp.  — 1  in  positiver  Richtung  (d.  h.  in  einer  solchen ,  dass  die 
positive  reelle  Axe  nach  einer  Drehung  von  90"  in  die  positiv  ima- 
ginäre gelangt)  um  —2in  resp.  2in  zunimmt,  so  findet  man  den 
Satz;    Die  verschiedenen  Werthe,    welche   q"(x)   in   dem- 
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selben  Punkte  annimmt,  unterscheiden  sieh  unterein- 
ander nur  um  ganze  Vielfache  von  mP\x).  Man  kann  den 
Weg:  immer  so  wählen,  dass  q"(^)  bei  Zurückkehren  des  Punktes  x 
an  eine  frühere  Stelle  um  ein  beliebig  gegebenes  ]>ositives  oder 
negatives  Vielfaches  von  i5TP"(a;)^zugeuommeu  hat. 

§  27.  Der  Logarithmus,  welcher  durch  (20,  d)  definirt  wird, 
ist  ein  solcher,  dass  der  imaginäre  Theil  desselben  so  lange  zwischen 
—  in.  und  in  liegt,  als  x  den  früheren  Querschnitt  nicht  über- 
schreitet. 

In  der  That  kann  man  statt 

/'"     dx 
J       x'-l   ' 

wenn  nur  .r  bei  der  Integration  von  x  =  a-{-  bi  den  Querschnitt 
nicht  übersehreitet,  die  Summe  der  beiden  Integrale  derselben 
Function  nehmen  erstens  auf  der  Geraden  von  a-\-bi  bis  -^o  ^  bi, 
und  zweitens  auf  der  Geraden,  die  parallel  der  Axe  des  Imaginären 
läuft,  von  cc-j-bi  bis  c<o;  das  letztere  Integral  ist  offenbar  Null, 
das  erstere  gleich 

/-+-_d^_.    /-/ ^1 1 X 

J  x'-l~-J      \x-l-\-bi         x  +  l+biJ 

a  +  bi  (I 

Der  imaginäre  Theil  hiervon  wird  gleich 

dx 


/rt+i 


x'  +  b'' 

hat  daher  das  Zeichen  von  —b  und  ist  kleiner  als  ^n.  Verbindet 
man  hiermit  die  Bemerkung  im  vorigen  Paragraphen  über  die 
Gleichheit  der  Werthe  von  fj  und  Q  ehe  x  den  Querschnitt  trifft, 
so  findet  man,  dass  Q,  wenn  x  nicht  im  Querschnitte  liegt,  durch 
die  Gleichung  (17,  c)  auf  S.  96  ausgedrückt  wird,  wo  man  den- 
jenigen Logarithmus  zu  nehmen  hat,  dessen  imaginärer  Theil  der 
möglich  kleinste,  d.  h.  der  zwischen  —ircP^x)  und  inP"(x)  lie- 
gende ist. 

Die  Function  Q  im  Querschnitte  ergiebt  sich  nach  der  De- 
finition des  §  22  auf  S.  128  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden 
Werthe  von  jIog(x--l-]) — Jlog(;r  — 1),  wenn  man  a^-fO.e  und  .r — O.i 
für  X  setzt,  wo  ./;  ^  cosö  reell  und  kleiner  als  1  ist.  Dieses  Mittel 
wird,  nach  dem  Anfange  dieses  Paragraphen,   gleich  dem  reellen 
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Weithe 

4^  log— =  logcotaug^ö. 

Zum  Schluss  stelle  ich  hier  die  hauptsächlichen  Resultate  zusammen,  welche 
in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gewonnen  wurden. 

Dieselbe  Function  Q"(x),  welche  als  Reihe  durch  (18)  und 
(18,  a),  als  Integral  durch  (19)  und  (19,  a)  definirt  war,  findet  man 
auch   drittens  durch  die  Gleichungen 

(20.  6)  .  .  .     Z"(.)  =  ^  P-'(.)  +  3^^P«-(.)-f-.  , 
(20,  c)  ...     Q'^ix)  =  iP"ix)log^-Z"{x), 

(20,  d)...     Q\x)  =  |r(x)log-J±|-Z"(.r), 

von  denen  für  Q  die  letztere  anzuwenden  ist,  wenn  der  Punkt  x 
im  Querschnitte  liegt,  die  vorhergehende  in  den  übrigen  Fällen. 
Der  Logarithmus  ist  so  zu  neiimeu,  dass  der  Modulus  seines  ima- 
ginären Theiles  möglichst  klein  wird. 

Die  auch  im  Querschnitte  continuirl  iche,  nur  für  a;  ^ +1  dis- 
continuirliche  mehrwerthige  Function  q  ist,  je  nach  dem  Wege,  den  man  ein- 
schlägt, um  zu  dem  Punkte  x  zu  gelangen,  erstens  wenn  x  nicht  im  Quer- 
schnitte liegt,  gleich  Q  oder  dieser  vermehrt  um  jedes  positive  oder  negative 
ganze  Vielfache  Yon  inP;  zweitens  wenn  x  im  Querschnitte  liegt,  gleich 

Q  \-  iinP, 
oder  dieses  vermehrt  um  jedes  positive  oder  negative  ganze  Vielfache  von  inP. 
§  28.  Eine  mit  der  vorhergehenden  eng  zusammenhängende 
neue  Form  für  die  Kugelfunetion  zweiter  Art  hat  Herr  F.  E.  Neu- 
mann  (Königsberg)  gegeben*).  Man  findet  dieselbe,  indem  man 
in  der  Gleich.  (11)  auf  S.  78 

den  Coefficienten  von  P\y).,  also  {'2.n-\-\)Q"(x)  vermittelst  (9,  a) 
auf  S.  67  durch  ein  Integral  ausdrückt.  So  erhält  man  Neu- 
mann's  Integral 

(21)...     (,.„  =  i/'r(y)^. 
Wegen  der  Voraussetzungen,  welche  der  Ableitung  zu  Grunde 

*)  Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  37,  S.  24:  Ueber  eine  Entwickelung  der  in 
ollipti.schen  Coordinaten  ausgedrückten  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte  in 
Reihen,  welche  nach  den  Laplace'schen  Y^  fortschreiten,  und  Anwendung  dieser 
Reihen  zur  Bestimmung  des  magnetischen  Zustandos  eines  Rotati()nselli])soi<is,  welcher 
ilurcli  vertheilende  Krälte  erregt  ist. 


y 
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liegen  (§  13),  bedarf  die  Gleichung  einer  Verification.  Man  zeigt 
leicht,  dass  das  Integral  bis  an  den  Querschnitt  einwerthig  und 
stetig  ist  und  (8)  genügt,  ferner  mit  a;"+'  multiplicirt  für  x  =  x, 
die  vorgeschriebene  Constante  giebt.  Daher  gilt  (21)  so  lange 
c4{^<^\.  Die  Function  im  Querschnitt  erhält  man  aus  (21)  ver- 
mittelst der  Werthe  am  Uferrande.     S.  u. 

Der  Uebergang   von   der  Form  (21)  für  Q   auf  (20)  geschieht 
dadurch,  dass  man  (21)  in 

— 1  ^  —1  * 

umwandelt.    Das  letzte  Glied  der  Rechten  ist 

während  das  erste,  das  Integral  von  einer  ganzen  Function  von  x 
und  y  vom  Grade  w  — 1,  selbst  eine  ganze  Function  von  x  vom 
Grade  n  —  1  wird.  Der  obige  Logarithmus,  obgleich  anders  definirt 
als  der  des  §  27,  ist  wiederum  ein  solcher,  bei  welchem  der  Mo- 
dulus  des  imaginären  Theils  unter  n  liegt.  In  der  That,  setzt  man 
a;  =  a  -|-  6i,  so  wird  der  imaginäre  Theil  von 

loo- ^^+i = r^^ = r  ""  — 

^  x  —  l      J     x  —  y      J      a-\-bi  —  y  '' 

augenscheinlich  zwischen  — ni  und  ni  liegen.  Die  Gleichung  (a) 
mit  (20,  c)  verglichen,  giebt  einen  neuen  Ausdruck  für  Z,  nämlich 


(21,  a)  ...     Z"  =  ^f 


P\x)-P"y 


dx. 


_i       ^-y 


Ein  Integral  von  der  Form  (21)  kommt  schon  in  Gauss  Me- 
thodus  nova  iutegr.  val.  per  approx.  inven.  §  8  vor.  Dort  wird  sein 
Werth  für  ein  solches  x  betrachtet,  welches  eine  Wurzel  von 
p"(x)  =  0  ist;  wie  aus  (21,  a)  hervorgeht,  stimmt  es  dann  mit 
—  Z"  überein. 

Von  der  Formel  (21)  gelangt  man  zu  der  früher  schon  ge- 
wonnenen Reihe  für  (?".  Man  findet,  J{,{x)  >  1  vorausgesetzt, 
die  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  Reihe  (12)  zu- 
nächst in  der  Form  einer  Summe  von  v  =  0  bis  oo  nämlich 

Q\x)  =  ^2x-^-'f'p\y)y^dy, 
—1 
So  lange  v  kleiner  als  n  ist,  verschwindet  das  betreffende  Glied  in 
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der  Summe,  so  dass  die  Reihe  erst  mit  der  —n  —  V"  Potenz  von 
X  begiuut,  die  Coeffieienteu  der  übrigen  Glieder  ergeben  sich 
aus  (10). 

Ein  grösseres  Interesse  nimmt  das  Verfahren  in  Anspruch,  ver- 
mittelst dessen  man  aus  (21)  die  Reihe  (18)  gewinnt.  Dazu  setzt 
mau  cosö  für  y  und  führt  wieder  |  statt  x  ein  durch  die  Gleichungen 

2x  =  l-i  +  l,     2|/^^^1  =  ^-'-l 
Hierdurch  erhält  man 

^  r(cos6>)sinÖrf(9 


0"W^^/'B 


}|cosö  +  |^   ' 
also  die  Entwickelung 

Q"(x)  =  Jl"  /  "p\coB6)i^mvddd. 

Führt  mau  die  Integration  vermittelst  (15,  b)  auf  S.  89  aus,  so  giebt 
die  rechte  Seite  die  Reihe  (18). 

Anmerk.  Des  gleichen  Verfahrens  kann  man  sich  bedienen, 
um  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Werthe  von 

V^   x—y 

an  dem  Uferrande  des  Querschnitts  zu  finden.    Es  wird  nach  Ein- 
führung von  I  das  Integral  gleich 

v'-=\    ^  1   2v — 1 

also  das  Mittel  im  Querschnitt  {x  =cosö) 

2(1  cosö  +  -J^cos3ö  +  |cos5(? +  •••), 
d.  h.  die  reelle  Grösse 

,       1  +  ^  ,       f  +  l  ,       1-fiC 

Dieselbe  Methode  lässt  sicli  anwenden,  um  die  Differentialgleich,  der 
hypergeometrischen  Reihe  durch  eine  Reilie  zu  lösen,  die  nicht  nur,  wie 
F(a,  ß,  y,  x),  so  lange  convergirl  wie  o1Cx<i\,  eventuell  auch  noch  wenn 
^fCx  =  1  ,  sondern  welche  in  der  ganzen  Ebene  oder  doch  nur  mit  Aus- 
naiime  von  einzelnen  Linien  und  nicht  von  Fläclienstücken  endlich  und  ein- 
deutig bleibt.  Zur  weiteren  Ausführung  bedient  man  sich  der  Gleich.  (6)  auf 
S.  131 

wobei  ß  und  y  —  ß  ])ositiv   vorausgesetzt   werden  müssen,   wenn  man. 
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wie  es  hier  geschehen  soll,  für  die  hitegralion  den  reellen  Weg  von  0  his  1 
vorschreibt.  Dieses  Integral  genügt  der  Dift'erentialgleich.  nach  x  und  hat  einen 
endlichen  Werlh,  wenigstens  so  lange  nicht  x  positiv  reell  und  zugleich  grösser 
als   i    ist. 

Dies  Integral  wird  in  eine  Potenzreihe  verwandelt,  welche  in  demselben 
Umfange  eine  Lösung  der  Difl'ereutialgleicii.  gieht  wie  das  Integral  seihst.  Setzt 
man  nändicii 

z^  -{-  z~i  =  2x~K 
und  nimmt  diz  <i  1,  so  werden  durch  z  alle  Punkte,  welche  nicht  auf  der 
positiven  Axe  des  Reellen  zwischen  j;  =  1    und  a;  =  30  liegen,  auf  das  Innere 
des  Einheitskreises  abgebildet.     Die  Substitution  in  das  Integral  ergiebt  aber 

t(a,(i,y,x)-   n(ß-i)n(Y-ß-i)J     [1  +  2.(1-2^0  +  ^1" 

Die  — a'*"  Potenz  unter  dem  Integrale  lässt  sich  in  eine  nach  z  aufsteigende 
Reihe  entwickeln,   die  couvergirt,  da  dl  iß)  <•  !•    Üurch  ein  Verfahren,   welches 

dem  ganz  ähnlich  ist,   durch  welches  P"(cosö)  im  §  5  nach  Potenzen  von  sin''-^- 

entwickelt  wurde  (M.  vergl.  (49,  c)  im  §  69),  kann  man  auch  hier  den 
Coefficienten  jeder  Potenz  von  5,  welcher  eine  Function  von  1  —  2?^  ist,  nach 
Potenzen  von  u  entwickeln  und   findet  so 

F(a,/J,7..rj  =  (14-z.)^«  Jf/,J^ 

j'=0 

wenn  man  setzt 

JT(2a-t-r-l)n(y-l) 


tL  = 


/ 


flvn(2a-l)n{ß-i)n{y  —  ß  —  i) 
1 
uf!-i(i  —  u)y-ß-^F(—v,  ia  +  v,  a+^,  ii)du. 


Man  hat  also  den  Satz: 

Dasjenige  Integral  der  Differentialgleichung  für  die  hyper- 
geomelrische  Reihe,  welches  (ixxrch  F(a,  ß,  y,  x)  ausgedrückt  wird 
so  lauge  c/fC(x)<C  1,  lässt  sich  für  alle  Punkte  x  der  Ebene  mit 
Ausnahme  derjenigen,  welche  auf  der  Axe  des  Reellen  zwischen 
1    und   -}c  liegen,   durch 

(1  -f  if'^  Z  Uy  z\       S5  +  s-^  =  2a;-i 

darstellen,   wenn  z  so  bestimmt  wird,  dass  dCz  <  1. 

Diese  Darstellimg  hat  denselben  Umfang,  wie  die  durch  die  Kettenbrüche 
von  Gauss.  Wenn  auch  ß  oder  y — ß  nicht  positiv  sind,  so  lässt  F(a,ß,y,x) 
sich  dennoch  mit  Hülfe  zweier  derartigen  Reihen  darstellen,  da  diese  Function 
in   die  Form  gebracht  werden  kann 

4 F(a  4-  w— 1 ,  /S  -f  w,  y  +  2w— 1 ,  x)-]-  B F(a-]-  n, ß  -\-  n,  y  +  2n,  x), 
wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl    bezeichnet   und    A  und  B  ganze  Functionen 
von  x  sind. 

Die  Gleichungen  (21)  hat  Jaeohi  wesentlich  erweitert,  indem 
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er  sie*)  im  56.  Bande  von  Borchardt's  Journal  §2  ganz  allgemein 
auf  solche  Diftereutialgleicliuugen  übertrug,  deren  Integrale  hyper- 
geometrische Reihen  sind. 

DieBuchstaben  p  untl  q  werden  gewählt,  um  Functionen  zu  liezeichnen,  welelie 
die  Verallgemeinerung  von  P  und  Q  vorstellen  sollen.  Es  möge  nun  z  =  p(x) 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  für  die  Reihe  F(a,ß,y,x),  nämlich  von 

x{\  —  x)(Pz  +  {y  —  {(x^ß-\-\)x)dzdx  —  aßzdx''  =  0 
vorstellen.     Unten  wird  bewiesen,   dass 

(21.  h)  ...     q(a.)  =  x^-yiS-xy-'^-rj    ^      ^ ^^ p(y)rfy 

,'/ 
eine  zweite  Lösung  ist,    wenn    die  Integration   auf  reellem    Wege   ausgeführt 
Avird,  und  g  und  h  irgend  zwei  von  den  (Jrenzen  0,   1,  +oü  sind,  zwischen 
denen  das  Integral  einen  Werth  behält,  vorausgesetzt  dass 

(21,  c)  .  .  .     yy(l_y)«+^+i-yi^Z:^)-=K^ 

für  die  Werthe  y  =  g  und  y  ^=  h  verschwindet.  Es  existirt  ein  noch  all- 
gemeinerer Satz  für  ein  Integral,  welches  im  Neimer  statt  der  ersten  Potenz 
von  X  —  y  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene  enthält. 

Setzt  man  im  besondern  Falle  für  |)(a;)  eine  ganze  Function  von  x,  d.  h, 
eine  hypergeometrische  Reihe,  deren  erstes  Element  a  eine  negative  ganze  Zahl 
ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar 

(21,  d)  ...   xY-xi-xy^ß-y.q(x)  =  \>{x)f'yy-\i-~yy'+ß-y-^-i. 

Es  wird  also  g,  ähnlich  wie  früher  Z,  eine  ganze  Function  von  x,  vom 
Grade  — a — 1,  und  die  Stelle  des  Logarithmus  in  der  specielleren  Gleichung, 
welcher  dort  Factor  von  p{x)  ist,  nimmt  hier  eine  hypergeometrische  Reihe 
ein,  die,  wenn  z.B.  g=0,  h=i  ist,  als  erstes  Element  1  hat  und 
gleich  wird 

Dieses  Resultat  tritt  in  seiner  Beziehung  zu  den  Kettenbrüchen  noch  einmal, 
im  5,  Kapitel,  auf.  Im  §  35  wird  sich  zeigen,  wie  in  diesem  Falle  der  Aus- 
druck von  q  sich  vereinfacht. 

Um  zu  beweisen,  dass  q  in  (21,6)  derselben  Differentialgleichung  wie  :|) 
genügt,  setze  man 

n  =  x"-''(i  —  xy+^'-'(y  —  x)-'', 
und  hat  dann  die  Identität 

O^I5  gv  u    xCi.^~^x)v 


*)    Untersuchungen  über  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Roilie. 
Heine,  Theorie  der  KnKelfiiii''tioucii.     2.  Aufl.  IQ 


^    {     ..  N      ^M  a 
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die    man    auch    Euler's    Untersuchungen    im    zweiten    Bande   der  Institutiones 
calc.  integr.    Vol.  II.,  Sect.  I.,  Cap.  X.  entnehmen  konnte. 
Indem  man 

a  =  1,     6  =  2  —  y,     c  =  3  —  a  —  ß 
setzt,    wird    die    Differentialgleichung    von    z    durch    Muhiphkation    mit   V)  auf 
die  Form 

gebracht.  Inlegrirt  man  nacli  x  zwischen  g  und  h,  so  verwandelt  eine  zwei- 
mahge  Integration  durch  Theile  die  linke  Seite  in  die  Summe  eines  Ausdrucks, 
welcher  frei  von  dem  Integralzeichen  wird,  —  demselben  (21,  c),  von  dem 
oben  verlangt  wurde,  er  solle  an  den  Grenzen  g  und  h  verschwinden  —  und 
des  zweiten  Summanden 

J       ox  ^     y — X     / 
den  man  durch  die  obige  identische  Gleichung  umformt.     Setzt    man   noch    C 

für    Ivzdx,  so  wird 

y{\-y)d%Jr{'^-Y-(:i-o^-ß)y)dldij-{\-cx){\-ß)i;di  =  0; 
eine  einfache  Rechnung  zeigt,  dass 

nach  Vertauschung  von  y  mit  x,  dass  also  q  wirklich  derselben  Differential- 
gleichung wie  s  genügt. 

Aehnliche  Untersuchungen  über  die  Darstellung  einer  zweiten  Lösung, 
wenn  die  erste  gegeben  ist,  findet  man  im  II.  Theile  §  101  und  im  III.  Theile 
§  131. 

§  29.  Im  §  5  wurden  mehrere  Reihen  für  P"  zusammenge- 
stellt; während  die  Ableitung  einer  jeden  von  ihnen  nach  einer 
besonderen  Methode  erfolgte,  so  ergeben  sie  sich  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  aus  Gleich.  (8),  in  welcher  die  unabhängige  Veränder- 
liche X  oder  cosö  mit  sinö,  cos^ö,  tang^Ö,  etc.  vertauscht  wird. 
Dies  findet  keine  Anwendung  auf  die  Reihe  (/")  des  §  5,  deren 
Differentialquotient  nicht  mit  der  Summe  der  Differentialquotienten 
aus  den  einzelneu  Gliedern  vertauscht  werden  darf. 

Die  Integration  von  (8)  giebt  zugleich  ähnliche  Reihen  für  i^, 
von  denen  hier  einige  mitgetheilt  werden  sollen.  Um  die  Werthe 
der  Integrations  -  Constanten  zu  bestimmen  vergleicht  man  die  Lö- 
sungen, welche  man  hier  findet,  mit  den  früher  gefundenen,  welche 
Q  für  alle  Werthe  von  x  darstellen. 

a)  Entwickelt  man  das  Integral  der  Gleichung 

(\—x'')d''z,--2xdzdx+n{n  +  V)zdx^=-0 
nach  dem  S.  126  angegebenen  Verfahren  in  eine  nach  Potenzen 
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von  X  aufsteig:endeReihe,  so  wivcl  der  Exponent  a  der  niedrig- 
sten Potenz  von  x  durch  die  Gleichung  a(a  — 1)  =  0  gegeben,  hat 
also  die  zwei  Werthe  Ö  und  1.     Ferner  wird 

_  (w  — «  — 2y)(w  +  tt4-2v-fl) 

a,,^,  -  -  «^"      («-i-2v +!)(«  +  2v  +  2)      ' 

daher  das  allgemeine  Integral 

zz=  aM+6iV, 
wenn  a  und  h   willkürliche  Constante   und   M  und  iV  die  hyper- 
geometrischen Reihen  bezeichnen 

^^^  n{n-H)        ^.  I        n(;^-2)(n+l)(n  +  3)      ^, 


1.2  '  1.2.3.4 

(n-l)(n4-2)  (n-l)(n-3)(n  +  2)(n  +  4) 

^  ~  ^  273  ^  +  ~  2.3.4.5  ^ 

Von  diesen  bricht  eine  bei  a;"  ab,  die  erste  für  ein  gerades,  die 
zweite  für  ein  ungerades  7«,und  die  nicht  abbrechende  convergirt 
nur  wenn  M(a;)<l;  für  x  =  \  selbst  wird  sie  unendlich  (§17, 
No.  5,  S.  79).  Die  abbrechende  Reihe  muss  bis  auf  einen  con- 
stanten  Faktor  gleich  P  sein ;  durch  Vergleichung  der  Coefiicieuten 
der  höchsten  Potenz  von  a;  in  P  mit  der  in  M  oder  iV  vorkommen- 
den findet  man  zunächst  für  P  die  Gleichung 

(22)...   P»  =  (-l)"^^^<-|,^4'-0.  (-2^) 

Die  Function  Q"  im  Eiuheitskreise  muss  eine  lineare  Verbin- 
dung von  M  und  N  sein,  die  bekannt  ist,  wenn  man  sie  nur  im 
Querschnitte  kennt.  Da  sie  dort  nach  (20,  d)  nur  ungerade  oder 
nur  gerade  Potenzen  von  x  enthält,  je  nachdem  n  =  2v  oder 
=  21^-1-1,  so  hat  sie  resp.  die  Form  6JV  oder  aM.  Die  Constante 
a  resp.  b  bestinmit  man  als  Werth  von  Q{x)  resp.  Q{x) :  x  für  a-  =  0 
(M.  vergl.  S.  133),  so  dass  man  schliesslich  erhält  so  lange 
Mx<\  für  ein  gerades  oder  ungerades  n  resp. 

(22,  d)...    Q  (x^  =  t"-  ^-^--^a.F(-^,  -^,  -^^x^^h^^P  (x) 
nn,  X       .„.,    2.4...(n  — 1)  „/      n     n-\-\     1       A-n-    nv  n 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  x 

10* 
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auf  dem  positiven   oder  negativen  Ufer  liegt ,    während  für  einen 
Punkt  im  Querselmitt  selbst  der  imaginäre  Theil  fortfällt. 

b)  Um  P  und  Q  nach  Potenzen  von  q  =  ^^x^—l  zu  entwickeln, 
bedient  man  sich  der  Form  (c)  im  §  12.  Entwickelt  man  nach 
absteigenden  Potenzen  von  q,  so  erhält  man  ohne  Schwierig- 
keit die  Formeln 

(22, 6) ...  rw= M_^ii,.<-  ^,  - f , i^ -,-0 


c)  Entwickelt  man  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  (>,  so  wird 
der  Exponent  a  der  niedrigsten  Potenz  von  q  (S.  126)  durch  die 
Gleichung  aa  =  0  gegeben  und  daher  eine  erste  Lösung 

Da  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  a  hier  einander 
gleich,  nämlich  beide  Null  sind,  so  nimmt  eine  zweite  Lösung  nach 
den  Prinzipien  für  die  Integration  solcher  Gleichungen*)  die  Form 
Mlog^  +  Ä"  an,  wo  K  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden  kann. 
Durch  Einführung  von  1  +  x  als  Veränderliche  statt  x  in  (8) 
erhält  man  ähnliche  Resultate.     M.  vergl.  §  51. 

§  30.  Die  Kugelfunction  zweiter  Art  lässt  sich,  ebenso  wie 
diejenige  erster  Art,  als  vielfacher  Differentialquotient  einer  ein- 
fachen Grösse  darstellen.     (M.  vergl.  §  6.) 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (8) 

(8)  ...  (l—x')d'z-2xdzdx-{-n(n-\-l)zdx'  =  0 
vmal  nach  x  und  setzt  den  v^''"  Differentialquotienten  von  z  nach 
X  gleich  z^^'>,  so  entsteht  offenbar  die  Gleichung 
(23)...  (il-x')dhM-2(v-iiydz<^''^dx-\-(n—vXn+v-\-l)z('''>dx'  =  0. 
Beobachtet  mau  die  Art,  wie  hier  die  Differentialgleichung  für  einen 
Werth  von  v  aus  der  für  den  vorhergehenden  entsteht,  so  bemerkt 
man,  dass  auch  aus  der  ähnlichen 

(23,a)...    0—x^)d'Zy-\-2(v-l)xdZydx-\-(7i-v-\-l){7ii-y)z-ydx'  =  0 
durch  V  malige  Differentiation  nach  a;,  indem  man 

df^Zy  =  Zy-f^dxf* 
setzt,    sich  die  Differentialgleichung  für  Zy^^  und  hieraus,    durch 


*)    M.  vergl.  Euler's  Integralrechnung  an  der  schon  oben  bezeichneten  Stelle; 
problema  123. 
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v malige  Diflfeientiation,  für  ;„  oder  z  selbst 

(l—x')d'z  -  2xdzdx  +  w(«  +  1>  dx'  =  0 
ableiten  lässt. 

Die  allgemeinen  Integrale  z^'^  und  z-y  hängen  einfach 

zusammen*)-     Setzt  man  nämlich 

in  die  betreffende  Differentialgleichung  ein,  so  genügt  das  eine  wie 
das  andere  Mal  y  derselben  Differentialgleichung 
(l—x')d'y  ~2x{\-x')dydx  ^  [n(n-\-l)  - m'  -  ii(n  ^\)x']ydx'  =  0, 
so  dass  zwischen  den  allgemeinen  Integralen  :c^*)  und  c>  die  Glei- 
chung stattfindet 

(23,6)...     Zy  =  (x'-iyz(^\ 

Wir   betrachten   zunächst  jede   der   Gleichungen  (23) 
und  (23,  a)  für  sich. 

§  31.     Für  V  ~«-f-l  geht  die  letztere  in 

(1  —  X-)  d'''Zn+i-\-2tixdzn+idx  =  0 
über.     Sie  hat  das  Integral 

log     ^""^^  =  /elog(ic'— 1)4-  const. 

Da  aber  dz„+i  =  z„dx^  so  hat  mau  unmittelbar  ein  Integral 

Ein  zweites  ergiebt  sich  aus  der  Methode  des  §  26  S.  137  gleich 


und  damit   das   vollständige   Integral  z-^,    aus   diesem   aber  durch 
w  — vfache  Differentiation  r-,,  nämlich  (0^)'<w+l) 

da;"-"  '      dx"-"  L^  J      (a;  —  1)"+*  J  ' 

X 

also  endlich  z-^  oder  z  selbst 

rf"(a;'-l)"    ,  ^    d«    r,  ,     ,,„  r^        dx        1 

z  =  a  — ^ ^    4-  ö-i —    (x^—  1)"  /     y^ — TT— r    • 

dx"  '      da;"  L^  ^^      (a;'— 1)"+»J 

Einerseits  ist  dies  das  Integral  von  (8),  andererseits  hat  es  die  Form 

:,  =  aP\x)-\-ßQ\xy, 
bestimmt   man  die  Constanten   gehörig,   so  erhält   man  die  schon 
bekannte  Gleichung  (3)  für  P  und  eine  noch  nicht  im  Vorgehenden 
enthaltene  Form  für  Q,  nämlich 

*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  2G,  Ö.  185—216,  Anmcrk.  1. 
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{Z6,c)..,     (J{x)-        ^  ^^^l^x       \)J      .^_^y^,\, 

X 

wenn  x  nicht  im  Querschnitte  liegt. 

Bisher  wurde  Zy  betrachtet,  wenn  »'<w+l,  während  im  Fol- 
genden (§  47)  auch  die  Werthe  für  ein  grösseres  v  auftreten.  Wäh- 
rend man  aus  z„+i  durch  Differentiation  die  Functionen  mit 
kleinerem  Index  v  fand,  so  liefert  die  Integration  die  z  mit 
grösserem  Index.  Führt  man  eine  Function  ^  durch  die  Gleichung 
dt^=Zydx  ein,  so  zieht  man  aus  (23,  a),  dass  der  Differential- 
quotient nach  X  von 

Null,  dieser  Ausdruck  selbst  also  eine  Constante  sei.  Grelingt  es 
diese  zu  Null  zu  machen,  so  wird  zugleich  ^  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  für  Zy+i.  Man  ermittelt  diese  Constante,  indem 
man  für  x  einen  speci eilen  Werth  x  =^  x  einsetzt;  ist  derselbe  so 
gewählt,  dass  für  ihn  (1 — x'^)zy-i  und  2vZy  verschwindet,  nimmt 
man  ferner  für  ^  ein  solches  Integral  von  Zydx^  welches  für  x  =  x 
verschwindet,  so  ist  diese  Constante  Null.  Um  die  allgemeinen 
Formeln  noch  für  v  =  0  anzuwenden ,  muss  man  unter  s_i  den 
Differentialquotienten  von  z^  oder  z  nach  x  verstehen. 

Erstens  hat  man  eine  Lösung  z^  =  P'X-^)]  nimmt  man  x  =  l, 
so  folgt  hieraus,  dass 


--fpXx) 


dx 


eine  Lösung  Zy  für  j^  —  1  sei;  setzt  man  uach  und  nach 

l;=Jz^dx^     t=Jz.^dx^     ..., 
1  1 

so  erhält  man  hieraus,    dass  für  jedes  ganze   positive  v   die 
Gleichung  (23,  a)  eine  particuläre  Lösung 

Zy=       fF\x)dX^ 


1 


besitzt,  wenn  bei   der  v fachen  Integration  jedes  Mal  von  x  =  \ 
au  integrirt  wird. 

Ist  V  ^  w,  so  kann  diese  Lösung  offenbar  mit 
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d"-»(x'—iy 


Z-v   = 


vertauscht  werden,  ist  v'>-n  mit 

1 

Zweitens  geht  man  von  der  Lösung  z  =  Q^ix)  aus  und  setzt 

X  =  oo,  so  wird 

zy  =  f'Q\x)dx' 

X 

nur  so  lange  für  a;  =  oo  verschwinden  und  die  Coustante  zu  Null 
machen  als  v  ^  n.  Für  ein  grösseres  v  findet  man  aber  auf  an- 
derem Wege,  wenn  v  =  «  +  1,  w  +  2,  w  +  3,  etc.  die  Lösungen  resp. 

a  ,        1  3  ,       3a;  ^         6a;'' 3^ 

\,  X,  X  -^  2«  +  3'  ""  ~^2n  +  3'  ^  '^'2/j+3"^  (2«  +  3) (2«  +  5)  ' 
Jede  von  diesen  Functionen  ist  selbstverständlich  das  Integral  der 
vorhergehenden  (mit  einem  Zahlfaktor  multiplicirt)  aber  nicht  von 
derselben  untern  Grenze  x  an ;  die  zu  einem  bestimmten  v  gehörige 
Function  ist  nach  x  vom  Grade  v — n—1.  Das  allgemeine  Gesetz 
für  diese  Lösungen  ergiebt  sich,  indem  man  die  Gleichung  (23,  a) 
durch  Reihen  integrirt,  die  nach  Potenzen  von  x  absteigen.  Man 
findet  dann  als  particuläre  Lösungen  zwei  hypergeometrische  Reihen, 
von  denen  die  erste  immer  eine  ganze  Function  von  .r  ist ,  die 
zweite  so  lange  v>n\  nur  die  zweite  besitzt  den  Grad  v  —  n  —  \. 
Man  hat  demnach  den 

LvSatz.    Ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (23,  a) 
(\  —  x'')d'^Zy-\-2{v  —  V)xdZydx-\-{n  —  v-\-V)(ii^v')::ydx-  =  0 
ist  für  jede  Grösse  der  ganzen  positiven  Zahl  v  gleich 

\        2        '         2        '       2       '  xV' 
War  v>n^  so  ist  dies  eine  ganze  Function  von  a;;   wenn 
v^w,  so  kann  man  statt  dieser  unendlichen  hypergeome- 
trischen Reihe,   welche   verlangen    würde,    dass  JCx^X,  für 
alle  Werthe  x  das  Integral 

H{n  —  v)        J 

einführen.     Diese  particuläre  Lösung  heissc  £ll."'(a:). 

IL  Satz.     Ein  anderes  particuläres  Integral  der  Glei- 
chung (23,  a)  ist    für  jede  Grösse    der    ganzen    positiven 
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Zahl  V 

So  lange  v^n,  stimmt  dieses  mit  der  ganzen  Function 

(„)     _  n(n+v:)  d--xx^-iy 

^  T^f      «4-v        w  +  v— 1         2?<  — 1     1  \ 
iiberein,  wenn  aber  v~>n^  mit 

und  auch  mit 

Hier  ist  die  Constante  von  ^1"^  so  bestimmt,  dass  x-"-'ipt"\j^)  für 
a;  =  oo  gleich  1  wird. 

Beispiele. 

Für  «  =  0  findet  man  '^^y\x)  =  ix—\y. 

Für  /<  =  2,  v  =  5  ist: 

5^(2)  ^  i|^y  p(.2}(^x)dx'  =  X'-  lx'+dbx'  +  ^bx  —  b^x(x'i-\'). 

1 
§  32.    Wir  knüpfen  beim  Schluss  des  §  30  an  und  behandeln 
hier  die  Gleichung  (23).    Aus  dieser  findet  man  für  v  —  n 

folglich  für  s^^")  die  Gleichung 

X 

Dieses  ist  zugleich  der  m*^  Differentialquotient  von  z,  welches  die 
Form  hat 

:,  =  aPXx)-\-ßQXx), 
so  dass  man  durch  eine  w fache  Integration,  wenn  man  die  Con- 
stanten gehörig  bestimmt,    wiederum  die  Gleichung  findet,  welche 
schon  S.  81  angegeben  war 


l+l 
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Das  allgemeine  Integral  z^''^  wird,  so  lange  v<:h-\-1,  durch 
die  Gleichung  gegeben 

^yj  •■■    ^         «      d^y       ^P      dx"      ' 

wenn  aber  y>/«,  so  hat  dieser  Ausdruck  nur  eine  ^Tillkürliche 
Constante  ß.  Um  auch  für  diesen  Fall  eine  vollständige  Lösung 
zu  erhalten,  geht  man  von  der  Gleichung  (23)  aus,  die  sich  auf  den 
Fall  v=^n-\-l  bezieht 

(l-a;0dV"  +  ')-2(w  +  2)rfv("^')rfj:-2(w  +  l):i(''+i)(/a;'  =-  0, 
von  der,  wie  (13)  mit  (y)  verbunden  zeigt,   das  eine  Integral  ist 
(x^'—iy^-K   Nach  der  Methode  von  Abel  (§26)  ergiebt  sich  hier- 
aus ein  zweites  Integral  und  hieraus  das  allgemeine 

X 

Der  v  —  n  —  V'  Differentialquotient  hiervon,  nach  x  genommen,  ist 
das  allgemeine  Integral  z^^\  wenn  v^n. 

Endlich  kann  man  auch  die  Gleichung  (23)  durch  zwei  Reihen 
integriren  und  erhält  schliesslich  die  Sätze,  welche  den  beiden  des 
vorigen  Paragraphen  entsprechen: 

III.  Satz.     Ein  particuläres  Integral  der  Gleichung 

(23)  ...  (l—x')dh^^')-2(v^l)d-.('-^dx  +  (u-vXn-\-vi-l)z('Ux'^0 
ist  für  jede  Grösse  der  ganzen  positiven  Zahl  v  gleich 
der  Function 

1.3.5...(/.  +  l)    d^O^"\x) 
^     ^  n(n-\-v)  dx^        ' 

welche  sich  auch,  wenn  c/l(x):>l^  mit 

\       2        '        2        ^      2      ^  x^y 
vertauschen  lässt.     Dieselbe  Function  ist,  wenn  v--n-\-l, 
gleich 

J7(2/f  +  l)     r^    ^3;»+^-" 

n(n-\-v)  J      (a;'-l)«+^    ' 

wenn  v>n-\-\^  gleich 

, 77(2^:1)   d>-^' (0.^-1)   »-1 

Sie  heisst,  für  jede  Grösse  von  v,  Q^^(a;),  und  man  hat 
x-^-\^^^l\{x)  =  \      für     x  =  oo. 
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IV.  Satz.    Ein  zweites  particuläres  Integral  derselben 
Gleichung  ist,  so  lange  v:^n  die  ganze  Function 
njn  -  v)        d^P^''\x)  _  n{n—v)   d"+'-(a;''-l)" 
1.3...(2n— 1)        dx^        ~"     n(2n)  dx^+'' 

n~   vf      ^*  —  *'  n  —  V  —  1     2n  —  1      1  \ 

Wenn  aber  f>w,  so  findet  man  ein  solches  gleich 
2w  +  l  «/""-J 


^  [{\-xy^-^f\x^-\ydx\ 


n{y—n—V)    rfa?* 
und  dies  lässt  sich  auch  mit 

n-yrf         W — V  n V 1  2W 1        1    \ 

X-  "/^^^      ^-,         g      '        2~'~x^y 

+  (.     i;      {-n-ti)        [i.3.5...(2w  +  l)r  "^^ 

vertauschen.    Diese  Function,  welche  mit  x''"'*  multiplicirt 
für  a;  =  oo  in  1  tibergeht,  soll  '^-y(x)  heissen. 

§  33.  Nachdem  Zy  im  §  31  für  sich ,  im  §  32  darauf  z^"^  für 
sich  untersucht  worden  ist,  betrachten  wir  hier  die  aus  der  Glei- 
chung (23,  ö)  S.  149  hervorgehenden  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  beiden  Functionen  bestehen.  Wenn  auch  die  erwähnte  Glei- 
chung zunächst  die  allgemeinen  Integrale  verbindet,  so  kann  man 
sie  doch  sogleich  auf  die  particulären  Lösungen  übertragen,  deren 
charakteristischen  Unterschiede  in  Bezug  auf  die  Werthe  von  x 
für  welche  sie  unendlich  oder  Null  werden  augenfällig  sind. 

Zunächst  erhält  man  aus  dem  ersten  und  dritten  Satze  die 
Gleichung 

(a)  ...     £}';(a;)  =  (x'—iyQl.Cx)- 
ferner  aus  dem  zweiten  und  vierten 

(6)    ...       %(x)=^(x-^-iyr-r(^)' 

Benutzt  man  die  Formen,  in  welche  die  Functionen  £}  und  ^  ge- 
bracht sind,  so  erhält  man  aus  («)  für  v<.n-\-l 

dx* 

X 

was  man  auch,  durch  Verbindung  mit  (13),  auf  die  Form  bringen  kann 
Wenn  aber  v>-w,  so  erhält  man 


(c)  . . .     n{n-\-v)f^Q'''\x)dx^  =  n{n-v){l-xr-^^f^^^^, 
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n-\-l—v     n-^2  —  v    2n  +  3    J_\ 
'      2      '  x'J 


(e) 


2        '         2        ' 

JI(2«  +1)  ,,      ,,^  d^-"  -'  (i-xy 


Ferner  findet  mau  aus  (6),  wenn  v<:n-\-l  resp.  v>n~{-\ 

d''~^(x'—lY  ,  ,     ,,   (^"+"(0;'— 1)" 

((/)  ...  J'ix—xydx'-^ 

"  n{v-\-n)n{v  —  n—\)   dx^-^-^V  ^        J     ^  J 

Diesen  Formeln  kann  man  noch  solche  hinzufügen,  welche  auch 
Beziehungen  zwischen  den  hypergeometrischen  Reihen  euthalten, 
die  in  den  vier  Sätzen  vorkommen.  So  wird  z.  B.  die  wichtige 
Gleichung  (^)  nach  dem  zweiten  und  vierten  Satz  durch  folgende 
Beziehung  ausgedrückt 

^      /      n-\-v         n-\-v  —  \  2n — 1      1   \ 

x^J<[^         2~'  2        '  2^'^/ 

/  2     ^^    r^f      n  —  V         n — V  -\         2n — 1      1\ 

welche  ein  ganz  specielier  Fall  der  Euler'schen  Glei- 
chung ist 

F{a,ß,Y,x)^i\-x)Y--   >'FiY-a,y-ß,y,x). 
Hierdurch   zeigt   sich    zugleich    der    Charakter   der   übrigen   Glei- 
chungen, welche   man   aus  den  vier  Sätzen  durch  das  hier  ange- 
wandte Verfahren  erhält. 

Die  Gleichung  (f)  ist  von  Jacobi"^)  gefunden,  der  auch 
später**)  (g)  abgeleitet  hat.  Gleichungen,  wie  die  unter  (c)  und 
(d)  gegebenen,  habe  ich  in  einer  Abhandlung  aus  der  Wärmetheorie 
nur  angedeutet***),  während  Herr  Bertramf)  die  in  denselben 
enthaltenen  Beziehungen  wirklich  entwickelt  hat. 

§34.  Im  Anschluss  an  §.30  und  31  wird  hier  die  Formel 
von  Jacobi  (3,  a)  für  sin/wö  bewiesen,  welche  im  §  6  mitgetheilt 


*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  2,  S.  225:  Ucber  eine  besondere  Gattung  etc. 
**)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  S.  83:    Ucber  die  Eutwickelung  etc. 
***)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  Anmerk.  1,  Formel  22^24. 
f)    Jahresbericht  über  die  Küriigstädtischc  Realschule.     Berlin    1855:  Theorie 
der  Kugelfunctionen.    S.  !)  und   11-. 
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war    um    auf  die   Analogie    der   Kugelfunctionen    mit    den  Kreis- 
functionen  aufmerksam  zu  machen. 
Setzt  man 

z  =  sin  nd        x  =  cos  0        0  <  ö  <  tt, 
so  ist  z  ein  für  x  =  1  verschwindendes  Integral  der  Gleichung 

die  durch  Einführung  von  x  für  6  in 

(«)  ...     (l  —  x"^)  (Pz  —  x  dz dx  -[-  ti^ z  dx^  =  0 
tibergeht.     (M.  vergl.  §  20,    S.  93.)    Zu  dieser  gelangt  man  durch 
y malige  Differentiation  von  der  Gleichung  ausgehend 

(1 — x')d-Zy  -}-  (2»' — V)x  dZydx-\-{n' — v'')Zydx'  —  0, 
wenn  man  wieder  setzt  d*'Zy  ~  zdx^.     Für   v  =  ti  ist  ein  Integral 
derselben  eine  Constante,  ein  anderes 

y2n-l 

SO  dass  der  Gleichung  (a)  der  n^"  Differentialquotient  hiervon  also 


dx""-^ 

gentigt.  Ohne  dass  man  ein  zweites  Integral  wirklich  ermittelt,  ist 
man  sicher,  dass  dasselbe  für  x=l  nicht  verschwindet;  denn  das 
vorstehende  ist  für  x  =  1  Null ,  während  das  allgemeine  Integral 
a am  n6-\-b  cos  nd  für  x  =  0  nicht  Null  ist,  wenn  nicht  6  =  0.  Daher 
ist  jener  Werth  von  z  gleich  a  sin  wo  und  es  bleibt  nur  noch  tibrig, 
die  Constante  a  zu  bestimmen.  Dies  geschieht,  indem  man  durch 
]/l  — aj*  auf  beiden  Seiten  dividirt  und  .r  =  1  setzt;  dadurch  ver- 
wandelt sich  die  eine  Seite  in  wa,  und  es  kommt  nur  darauf  an, 
die  andere 

2n— 1 

ftir  X  =  1  einfach  auszudrücken.  Zerlegt  man  die  Potenz  in  das 
Produkt 

2«-l  2/.-1 

(l-.r)^(l  +  aO"^ 
und  wendet  die  bekannte  Formel  für  die  wiederholte  Differentiation 
eines  Produktes  au,    so  ist  klar,  dass  auf  dieser  Seite  für  x~l 
Alles  verschwindet  mit  Ausnahme  des  Gliedes 
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2n— 1  2n— l 

dieses  selbst  aber 

=  (-l)''-'.1.3.o...(2«-l) 

wird,  wodurch  die  Formel 


(3,a) 


2n— 1 

sinwö  (-1)"-'  d«-'(l-x')   - 


n  l.B...(2w  — 1)  f/x"-! 

bewiesen  ist. 

Jacobi  bat  diese  Gleichung  abgeleitet,  indem  er  sich  einer 
Formel  von  Lacroix  bediente,  um  direct  den  «  —  1"""  Differeutial- 
quotienten  zu  bilden.  Ich  benutzte  an  dieser  Stelle  eine  Arbeit  von 
Herrn  Liouville*). 

§  35.  Die  Methode,  deren  ich  mich  in  den  letzten  Paragraphen 
bediente,  kommt  wesentlich  auf  das  Verfahren  hinaus,  welches 
Ivory  und  Legendre  anwandten,  um  Eigenschaften  der  P  aus 
der  Differentialgleichung  abzuleiten.  Das  Vorstehende  klärt  auch 
die  Andeutungen  auf,  welche  in  der  Bemerkung  zum  §  6  bei  Ge- 
legenheit der  Formel  von  Rodrigues  gemacht  wurden. 

Jacobi*"^)  hat  dies  Verfahren  verallgemeinert  und  auf 
die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  in  dem 
Falle  angewandt,  in  welchem  diese  eine  ganze  Function,  also  eines 
der  ersten  beiden  Elemente,  eine  negative  ganze  Zahl  — n  ist. 

Es  genügt  z  =  F{a,  ß,  y,  x)  der  Gleichung 

Durch  V  niahge  Diflerentialiou  entstellt  liieraus,  wenn  z^^'^  wiederum  den  v'^" 
DilTerentialquotienten  bezeichnet 

Nachdem  man  zur  Ahkürzung 

ix  =  xy-\i— xy+ß-y,       (p  =  x(\  —  x) 
gesetzt  hat,  multiplicire  man  die  vorstellende  DifTerenlialgleichung  mit  ;i<qp'',  wo- 
durch sie  in 


*)    Journal  de  Math.  T.  VI:  Sur  iine  formiile  de  M.  Jacobi,  p.  69. 
**)    Borchardt,  .Journal  f.  Math.  Bd.  öG,  §3:  Untersuchungen  über  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  hypergeometrischen  Reihe. 
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Übergellt.  M.iclit  man  v  suecessive  gleich  0,  1,  2,  etc.,  so  entstehen  die  Glei- 
chungen 

aßi-izdx  =  d(j.i(f)z'), 

(a  f  \){ß-\-\)^i(pz>'dx  =  d{^g)^z'% 

{ai-2){ß-\-2)ft(p'z"dx  =  d{fxcp^z"') 

so  dass  man  für  jedes  ganze  positive  v  erhält 

a{a-^i),..{a-^v—\).ß{ß^-\)...{ß-\-v-\)i.izdx^r=d'{^(p^z^^^). 
Setzt  man  nun  /?  =  — w    und    macht   v  =^  n,  so  wird,    wenn    man    noch  a 
mit  cc-\-n  vertauscht, 

x^~y(i x)y~"       d" 

Die  Gleichung  (21,  6)  auf  S.  145  im  §  28  lässt  sich  vermittelst  dieser 
Formel  vereinfachen,  wenn  für  p  eine  ganze  Function  von  x  gesetzt  wird.  Es 
sei  dieselbe 

p(a;)  ==  F( — n,  a-{-n,  y,  x). 

Macht  man  .9  =  0  und  /»  =  1,  so  wird  ein  zweites  Integral 

q(rr)  ^  xr-^{\-~x)y-"f'~{r^y-'{i-yr^"-y]^- 

Ist  n  so  gross,  dass  n-\-y  und  \-\-n-\-a  —  y  das  positive  Zeichen  besitzen, 
so  kann  man  durch  Theile  integriren  und  man  erhält  schliesslich  zu  dem 
ersten  Integral 

P(,t)  =  F(—  n,  a  -f  ti,  y,  x) 
das  zweite 

(24,  a)  ...    q(iF)  =  ir'-)'(l-j;)y-Yt/"+3'-i(l—y)''+"-5'(rc— ?/)-«-' rfy, 

eine  Function,  die  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  mit  der 
—  n — 1'""'  beginnt. 

§  36.  Auf  S.  36  trat  neben  das  Integral  für  P^"\  welches  der 
Formel  (19)  für  Q^""^  entspricht,  ein  zweites  auf,  welches  aus  dem 
ersten  durch  Vertauschung-  von  n  mit  —  n — 1  entsteht.  Durch 
dieselbe  Substitution,  welche  im  §  10  augewandt  wurde,  um  die 
eine  Form  in  die  andere  zu  verwandeln,  gewinne  ich  auch  eine 
entsprechende  neue  Form  für  Q.    Im  Folgenden  sei  x  positiv. 

Zunächst  soll  ein  besonders  einfacher  Fall  behandelt  werden, 
der  Fall  eines  rein  imaginären  x. 

1)  Specieller  Fall:  a;  =  it/.   Die  Substitution  (m.  vergl.  S.  39) 

Mcosm-t- Vt/'+l         .  — isiniw 

cosx  =  ^^ ,— - ,     smx  = , 

y -{- QO^iu .y y"^ -{-1  y -\- ao^iu .y y"^ -{-1 

i-Y-r^  1  j  dti 

y-cosx.y«/ +1  = ; : — p?=F??     '^X  = 


y  -\-c,o»iu.^y''-\-\  t/ -j-cosiu.  J^y*  +  1 
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mit  der  Bestimmung  x  =  ^^  fi^i"  ^^  =  ^i  'beweist  dass 

=  i"+»^"(x)  =  i"+'  (?"(i!/)        (o  <  arccotgy  <  -^)- 

In  der  That  bleibt  %  reell,  während  n  von  0  bis  oo  wächst;  ferner 
ist  sinx  und  cosx  immer  positiv. 

2)   Der  reelle  Theil   von  x  ist  positiv.     Hier  wird   die 
Substitution  angewandt 


xcoi>,m-\-\x'^ — 1  ...  — i  sin  IM 

cos«y  = ,     — tsin«ü  = 


a;  +  costM. /ar*— 1  x -\-co^iu.yx^-\-\ 

' — costr.Va;  —  1  = ,        at»  = 


a;-f-cosi?/.  I^a;*— 1  a?-}- cosiw.  j^a-''— 1 

mit  der  Bedingung  v  =  0  für  w  =  0.    Durch  Einsetzen  des  Werthes 
für  n  erhält  man 

du 


JZi 


— -— =  (ar  —  ya;* — 1  .cosip)'*di\ 

(x  4"  yx* — 1 .  cos  iu)" 

Um  das  Verhalten  der  Differentiale  leichter  zu  verfolgen,  während 

u  von  U  bis  oo  wächst,  bringe  man  x  nach  S.  40  in  die  Form 

X  z=  r.cosO  -\-is.md}^r^—l, 

wo  nach  unserer  Festsetzung  — ^<6<^,r^l.    Wir  erhalten 

dann 

]/x^ — 1  =  ]V* — 1 .  cos  Ö  +  irsin  d. 

Wenn  r=l,  so  darf  man  wegen  der  Festsetzung,  dass  x  und  ]  x- — 1 
das  gleiche  Zeichen  besitzen  sollen,  6  nur  positiv  nehmen;  mau 
kann  aber  die  beiden  Ausdrücke,  welche  sich  auf  den  positiven 
und  negativen  Werth  der  Quadratwurzel  beziehen,  zugleich  er- 
halten ,  wenn  man  erst  im  Resultat  die  Grenze  für  r  =  1  nimmt, 
den  Punkt  im  Querschnitt  also  als  am  positiven  oder  am  negativen 
Uferrande  liegend  ansieht.  Dies  wird  hier  geschehen  (S.  u.  No.  4). 
Nach  dieser  Einführung  der  festzuhaltenden  Grössen  r  und  0 
für  a;  hat  man 

dv  =  [cos  6'(r  +  cos  IM .  ]/r*—  1)  -{- « sin  ö(y'r'  — 1+  rcosiw)]-'  du. 
Da  u  auf  reellem  Wege  von  0  bis  oo   wächst,  also   cosim  positiv 
ist,  so  hat  die  rechte  Seite  die  Form  (a  —  ibümO)di{,  wenn  a  und 
b  positive  Grössen  bezeichnen.    Daher  wächst  der  reelle  Theil  von 
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V  fortwährend  mit  n,  während  7Aigleich  der  imaginäre  abnimmt  oder 
wächst,  je  nachdem  6  positiv  oder  negativ  ist,  so  dass  v  selbst  die 
gleiche  Form  v  =  a—ibsind  besitzt.  Ferner  zeigt  der  Ausdruck 
von  —ismiv)  auf  S.  159  durch  w,  dass  auch  —  isiniv  die  Form 
hat  a  — i/9sinö,  wenn  a  und  ß  positive  reelle  Grössen  vorstellen. 
Hieraus  zieht  mau,  dass 

(e"— e~")cos(6sinö)  =  « 
positiv,  also  6  sin  ö,  daher  der  imaginäre  Theil  von«,  absolut, 
^n  nicht  überschreitet.     Ferner  wird    für   u  =  oo    die    obere 
Grenze  v  =  v^  durch  die  Gleichung 

X  „  x-{-l 


cosij;,,  = 


gefunden,  wo  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  v^  also  auch  e**» 
die  nothwendige  Form  a  —  ib ^ind  erhält.  Unsere  Formel  auf  S.  40 
zeigt,  dass  wir  dazu  das  obere  Zeichen  wählen  müssen.  Man  erhält 
also,  kurz  ausgedrückt,  %  =  4^1og(a;4-l) — 4^1og(:r— 1),  vollständig 

,      l/r'— 1 — isinÖ 

«0  =  log ^ , 

°  r — cosö       ' 

wenn  der  Logarithmus  so  genommen  wird,  dass  sein  imaginärer 
Theil  unter  ^ti  liegt. 

Nimmt  man  an,  dass  n  eine  ganze  positive  Zahl  sei,  so  ist  es 
gleichgültig,  auf  welchem  Wege  man  von  v  =  0  bis  «„  integrirt. 
Nach  einigen  einfachen  Transformationen  erhält  mau  dann  den 

I.  Satz.  Bezeichnet  a:  eine  Grösse  mit  positivem  reellen 
Theile,  und  setzt  man 

(?^1)     (—h^<:(p<in), 

so  wird 

/""  du  /•"»  / 

— .    ;-^^,„+i  =  /  C'c- GOf^w.yx'-iydr, 
„      (x-i-Gosiu.yx^—l)^      '-^ 

wenn  man  von  0  bis  «?„  auf  einem  beliebigen  Wege  integrirt. 

Zum  Schluss  stelle  ich  einige  hierher  gehörende  Formeln  zu- 
sammen : 

cc  =  r cos Ö  + «sin ö.y'r'' — 1,      (r  >  1),       (— ^;r  <  ö  <  ^tt), 

y/x'^—l  =  |/r'— l.cosö  +  isinö, 


Jr-\- CO80  J    r'—l 

=  1/ s-,     cosg)  =  l/-5 ^,     smcp  — 

r  r  —  cosö  '  ^        r  r — cos^'  ^ 


}/r' — cos*ö 
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Diese  Formeln   wenden   wir   auf  die   speeiellen  Fälle   an,    in 
welchen  x  reell  (positiv)  wird. 

3)  Speeieller  Fall:  x  reell  und  >  1. 
Hier  ist 


und  somit  »„  die  reelle  Grenze  l\og(x-{-l) — ^\og(x — 1). 

4)  Speeieller  Fall:  x  reell  und  <;  1. 

Wendet  man  die  ellii)tischen  Coordinaten  r  und  6  an  und  geht 
nach  Anleitung  von  S.  159  zur  Grenze  r  =  1  über,  so  wird  cosgp  =  0 
und  sinqp  =  +1  wenn  6  positiv,  —1  wenn  0  negativ  ist,  ferner^ 
gleich  dem  Zahlwerth  von  cotgiO.  Mau  findet  daher,  wenn 
0<Ö<^7i;,  r^  =  log cotg 4^0  +  ^71«, 

7 /i  I  •  •    zi ~^;r^  =  /    (cosÖ  +  isinö  ao^ivydv. 

(co8Ö+t8macos«M)''+'      J     ^  ^  ^ 

(J         ^  —  '^  u 

Die  rechte  Seite  kann  man  in  ein  Integral  von  0  bis  ^^ni,  und 
ein  zweites  von  dort  bis  v^  zerlegen,  welches  letztere  offenbar  reell 
ist.  Fasst  man  die  Resultate  dieses  Paragraphen  zusammen,  so 
erhält  man  den 

IL  Satz.  So  lange  x  positiv  ist  und  nicht  dem  Quer- 
schnitt angehört,  gilt  die  Doppelgleichung  (25,  c) 

OX^)  =-/ Vt ■■'^'\^~,M-.r    =/%-  COSi..)/P-l)''rf., 

'(,      (x-\-cosiu.yx^—iy+^      ^j 
wo  der  Werth  von  c^  durch  den  ersten  Satz  gegeben  ist; 
im  Querschnitte  wird 

(cosÖ— ssin^)"    _ZL-- 
-{-  \i  I      [(cosö-}-*sinöcosT/;)"  — (cos^  — isinöcosT/^)"]</i/>. 

u 

Schliesslich  wird  daran  erinnert,  dass,  auch  wenn  das  Integral 
nach  n  nicht  bis  ex; ,  sondern  bis  zu  einem  beliebigen  Werthe  ge- 
nommen wird,  es  einem  Integrale  nach  v  gleich  ist,  dessen  obere 
Grenze  sieh  durch  die  Transformationsgleichungen  auf  S.  159  be- 
stimmt. 

§  37.  Die  gewonnenen  Resultate  sollen  nun  auf  den  speeiellen 
Fall  «  =  0  angewandt  werden. 

1)  Es  sei  X  positiv  und  rein  imaginär  —  iy.    Dann  wird 

lleiue,  Theorie  der   Kugelfuiicliuueii      £.   Aufl.  J^  j^ 
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f   ^j==-  =  iQ\iy)  =  arc cotgy < ^n, 

•;,     «/  +  cos«j/.y.«/  +1 

ferner  nach  dem  Satz  auf  S.  1B5,  indem  P^"^  =  1, 
/•^  du 

-;,      «/  — cosm.}«/'-rl 
wenn  der  arc.  auch  hier  zwischen  0  und  \n  genommen  wird. 

2)  Ist  X  positiv  reell  und  >1,  so  wird 

(,       ^  +  \x  —  1 .  cos  m  x  —  i 

Vertauscht  man  ]'X^ — 1  mit  — jA-z;^— 1,    so  hat   das  Integral  keine 
Bedeutung. 

3)  Ist  X  positiv  reell  und  <1;  a?  ==  cosö,  so  wird 

/   n,  ■  ^'   a ^  =  logcotgjöqi^m 

J      cosa^-^smt/cos^?/ 

(j 

und  hieraus  O'^(cosö)  =  logcotg|ö. 

4)  Allgemeiner  Fall;   es  ist  x  positiv,   sonst   beliebig. 
Setzt  man 


/x  4-1 
_     — g(cosy  —  isin^),     — |7r<0<|7r,     $  >  1, 


so  hat  man  die  Gleichung 
du 


/                du 
— —7== =  0°(^)  =  log^  -  i(jp. 


x-\-  }'x  — l.cosiw 


Dagegen  wird 


r^  du 

I     T=^=^ r-  =  lo2:?-»<JP.  5 

»^       x  —  ^x — l.coseM 

wenn  9,  so  bestimmt  wird,  dass  es  zwischen  \n  und  n  oder  —  \n 
und  — TT  liegt,  während  tang^,  =  tang^  bleibt. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  dienen  auch  zur  Bestimmung  des 
Integrales 

r"^       du 

J      aArh  cos  iu  ' 

I) 

wenn  a  eine  positive,  h  eine  beliebig  gegebene  von  Null  verschie- 
dene Constante  vorstellt.  Für  den  ausgeschlossenen  Grenzfall  a  =  0 
wird  das  Integral  7r:26. 

Dividirt  man  das  Integral  im  Zähler  und  Nenner  durch  ^a^—  6', 
und  giebt  der  Wurzel  ein  solches  Vorzeichen,  dass 
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a 


X 


positiv  wird,   so  kann   man   die    obigen  Resultate  unmittelbar  an- 
wenden und  findet 

1)  wenn  a  reell,  b  reell  positiv  und  >•  a 


r- 


du                      1               ,         ]^b'—a' 
arc  tans: 


Gilt  das  obere  Zeichen,  so  ist  -f-^i'ctang  zwischen  0  und  jrr,  im 
andern  Falle  zwischen  —-in  und  —  tt  zu  nehmen;  ist  er  das  erste 
Mal  (p,  so  wird  er  das  zweite  Mal  g)  —  n. 

2)  Ist  a  reell,  b  reell  positiv  und  6<;a,  so  wird 

du  1        ,       a  +  /ä^^=l' 


y      a4-6cosm  ~~  i/n.^—  b^ 


4- 6  cos  m        ^la^_iy^      ^  b 

3)  Ist  a  reell,  6  rein  imaginär  positiv,  b  =  ßi^  so  hat  man 


r"         du  _         1        /         a+[/aH/?'-,.   N 

y      a±i/?cosi?/  ~  ]/^-f^'  ^    °  /?  +^*^/ 

4)  Im  allgemeinen  Falle  setzt  man 

T- =  ^(cos9  -  ^sm(3P), 


wo  y-  zwischen  — \n  und   ^n  liegt.     Da  die  ^a'—W  ein    solches 
Zeichen  besitzt,  dass 


b  —  b 


/cc 
a 


so  ist  ^^1.    Alsdann  wird 

du  1 

I  T ^~  =     ,  (logo  —  iw) 

+  &C0SIM  |V ji  ^     ="^  ^^ 

und,  den  zweiten  Fall  ausgenommen, 

J      a—bcoHin        i/ß«_  [,^  ^    °^       ^^^' 

wenn  tanggj,  =tang^,   aber    q)^    zwischen  —  |7r    und  —  ^,   resp. 
4^7r  und  TT  genommen  wird. 
Indem  man  hier 

a  =  ax — 1  6  =  a]/V — 1 

setzt,   erhält  man  den  Ausdruck  für  die  erzeugende  Function  der 
Q,  welcher  auf  S.  134  angegeben  war. 

11  ''■ 
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§  38.   Das  Integral  von  Laplace,  Gleichung  (5)  auf  S.  35,  nämlich 

1         rln  

p^''Var)  ^-~-         (x  4-  COS <^ .  ix^-  \y  d(p 


besagt,  (lass  bei  der  Entwickelung  von  (a;-f  cos gp.  V^x"—!)"  nach 
Cosinus  der  Vielfachen  in  die  endliche  Reihe 
c„  +  c,  cos  (f  +  P.  cos  2gp  -] — 
das  Glied  c^  gleich  F^^'^ipS)  ist.  Diese  Reihe  könnte  man  auch  da- 
durch erhalten,  dass  man  die  zu  entwickelnde  w""  Potenz  des 
Binoms  zuerst  nach  Potenzen  von  cos  9)  ordnet  und  dann  die  Po- 
tenzen von  cosy  in  Cosinus  der  Vielfachen  von  qp,  nach  den  be- 
kannten Formeln  umsetzt.  Da  v  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so 
erhält  man  aus  diesen  Operationen  dasselbe  Resultat,  wenn  auch 
w  eine  complexe  Grösse  vorstellt,  und  findet  daher,  wenn  \p  und  » 
iro-end  welche  reelle  Grössen  bezeichnen  und  c  die  früheren  Con- 
stanten sind 

Vx  -j-  cos(^-|-  xp  -\- it)) .'^ x"- —  \Y 

=  c^  +  c,  cos  (g)-|-i/;-fip) +  c,  cos  2  (qp  +  V'  +  *^)H 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration 

(26)  . . .     V{x)  =  1^—  /     (x  -f  cos ((jp  -f  i/>  +  tu)  .  ix''  -iyd(p, 

U 

SO  dass  in   dem   früheren  Ausdrucke   von  V  die  imaginäre  Sub- 
stitution gestattet  ist,  ohne  dass  dadurch  die  Grenzen  sich  ändern. 
Für  ein  x  mit  positivem  reellem  Theile  hat  man  nach  (6) 


r  ^  1     r"^^ 


dif 


,j         (a;  +  cos^.]V— 1)"+^ 
Aus  dem  IV.  Satze  des  §  8  S.  33  und  seiner  Verallgemeinerung, 
S.  34,  weiss  man,  dass  in  diesem  Ausdruck  für  P"    die    imaginäre 
Substitution  nicht  mehr  unbedingt  gestattet  ist.    Setzt  man  dort  x 
und  ix'—X  für  a  und  6,  so  findet  man:    Es  ist 

(26,  a)  . .  .     ?'^\x)  =  -L  n ^y         _ _  , 

wenn  x  einen,  positiven  reellen  Theil  besitzt   und  \p  und 
f  reelle  Grössen  bezeichnen,  die  letztere  eine  solche,  dass 

\    X—\ 

Ueberschreitot  ?' diesen  Modulus,  so  ist  das  Integral  Null. 
Es  soll  nun    untersucht  werden ,    unter   welchen  Bedingungen 


§  38,  26. 
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auch  in  dem  Integrale  (1^1)  für  Q  die  imaginäre  Substitution  vor- 
genommen werden  kann,  nachdem  die  Grenzen  vorher  in  —  cc  und 
oo  verwandelt  sind,  oh  man  also  in 

n(«Y^^  _  .    r  du 

ohne  die  Grenzen  zu  ändern,  cosi«  mit  cosi(u -\- 1^ -j- iip)  vertauschen 
darf,  wenn  v  und  ifj  reelle  Grössen  bezeichnen.  Klar  ist,  dass  man 
eine  Verschiebung  um  v  vornehmen,  d.  h.  cosm  mit  cosi(?^  +  tO 
vertauschen  darf,  ohne  die  Grenzen  zu  ändern;  es  fragt  sich  nur, 
ob  eine  Vertauschung  von  u  mit  n  -\-  ipi  gestattet  sei.  Ein  Satz,  der 
diese  Frage  ebenso  erledigte,  wie  oben  der  IV.  Satz  diejenige, 
welche  sich  auf  P  bezog,  ist  im  §  8  nicht  abgeleitet  worden,  weil 
jene  Integrale  dort  noch  nicht  aufgetreten  waren,  und  wird  hier 
nachgetragen. 

Aehnlich  wie  im  §  8  setze  mau 

f(:i)=  (a4-6Gosi:)-"-\ 
wo  z  eine  complexe  Grösse  vorstellt  z  =  u-^-iip.    Auch  hier  wird  ein  Rechteck 
ÄBEF  zu  Grunde  gelegt;  seine  Basis  AB  liegt  auf  der  Axe  des  Reellen,  der 
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Axe  der  l/,  so  dass  sidi  A  im  Pinikle  n  =  — Ä.  ß  in  n  =  h  befindet,  wenn 
h  eine  Zahl  bezeichnet,  die  man  zu  ex:  wachsen  lässt.  Die  Seite  BF  von  der 
Länge  n  ist  parallel  und  gleicligerichlet  der  Axe  des  positiv  Imaginären  0^'. 
In  dem  Parallelogramm  ABEF  ziehe  man  von  einem  Punkte  D  der  BF  die 
Parallele  DC  zu  der  Axe  des  Reellen.  Die  Länge  BD  heisse  ip  und  ip  ist 
nicht  grösser  als   BF  oder  n. 

Das  Integral    i fQi)d:i,  genommen  über  das  Rechleck  ABDCA^  innerhalb 

dessen  f(z)  endlich  bleiben  möge,   ist  Null;   also   ist  Null   die  Summe  von  vier 

Integralen    / f(z)dz  genommen  aui'  AB  von  A  bis  B,  auf  BF  von  B  bis  D, 

auf  CD  von  D    bis    C,    auf  AC   von    C  l)is  A.     Für   h  =  x-    verschwindet 
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(las  zweite  imd  vierte  Integral,  da  f(z)  Null  wird,  für  h  —  oc.  Daher  wird 
das  Integral  über  CD  gleich  dem  über  AB. 

Sollte  f(z)  \u  dem  Rechleck  CDFE  endlich  bleiben,  so  ündel  man  ebenso, 
dass  das  Integral  üi)er  CD  gleich  dem  über  EF  ist.  31an  hat  also  zunächst 
das  Resultat  gefunden. 

Je  nachdem  f(z)  in  dem  Rechteck  ABDC  oder  in  CDFE  endlich 

bleibt,  ist  das  Integral    /fC^z^dz  über  CD  genommen,   d.  h.  ist 
f  f(u-\-ilji)du  =  /    f(u)du,     resp.     =/    f(u  +  ni)du, 

-X  -■^'  —^- 

d.  i.  gleich  dem  ersten  resp.  dem  zweiten  der  Integrale 

r        du r du^ 

J     (a-f  6 cos *«>+*'     J_^    (a— 6cos«m)«+» 

Es  fragt  sich,  ob  und  wo  f{z)  etwa  unendlich  wird.  Dies  geschieht 
immer  und  nur  in  solchen  Punkten  -^  —  u -\- ixp .,  für  welche  a-j-öcosis 
verschwindet,  für  welche  also 

ist.  Man  setze  nun,  um  zu  erfahren,  wo  dies  im  Rechleck  ÄBFE  (in  dem 
üljerall  0  <  {/;  <  tt  ist)  geschieht, 

-^ =  a(cosip^-\-ismxpJ, 

indem  a  den  Modulus  der  linken  Seile  vorstellen  soll,  und  wähle  das  Zeichen 
von  l^a^ —  b'  so  dass  der  imaginäre  Theil  positiv  wird ,  also  0  <^  ip^  <i  n. 
Dies  kann  immer  geschehen,  da 


h  o 

der  imaginäre  Tlieil  also  mit  |'a" — b'  sein  Zeichen  wechselt.  Hieraus  gehl 
hervor,  dass  genau  in  einem  einzigen  Punkte  des  Rechlecks,  dem  eine  Coor- 
dinate  xp  —-  xp^  angehört,  /"(z)  unendlich  wird.  Das  zu  dem  Punkte  gehörende 
u  Avird  durch  u  =  log  ff  gegeben,  so  dass  der  betreuende  Disconlinuitälspunkl 
z,  =  \o'^a-\-iipg  auf  der  Seile  der  positiven  oder  negativen  u  liegt,  je  naclidcm 
ff  >  1   oder  ff  <  1. 

Die  übrigen  ausserhalb  des  Rechtecks  ABFE  gelegenen  Punkte,  für  welche 
f(z)  unendlich  wird,  würden  neben  dem  ersten  krilisclien  Punkt  3,  selbslversländ- 
licli  :;  =  +^i  +  2/W5Ti  sein,  wenn  m  alle  positiven  und  negativen  ganzen 
Zahlen  durchläuft.  3Ian  hat  daher  folgenden,  dem  IV.  Satz  auf  S.  33  ent- 
sprechenden 

VI.  Satz.  Giebt  man  der  Quadratwurzel  yV— 6^  ein 
solches  Vorzeichen,  dass  der  Ausdruck 

a  -1-  iV-6- 
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einen  negativen  imaginären  Theil  erhält,  und  bestimmt 
mau  einen  Bogen  i/;„  zwischen  0  und  rr  durch  die  Glei- 
chung 

r =  a(cosj/^o4-isini//o), 


so  ist 


(«)•■•  y  V 


du 


wenn  v  eine  beliebige  reelle  Grösse  bezeichnet,  und  ip 
irgend  welche  zwischen  0  und  xp^  liegende  reelle  Zahl, 
gleich 

,^^  r di^ . 

^  ^  '  "  J      (a  +  6cosm)"+^  ' 

es  ist  aber  das  Integral  (a)  gleich 

f,)  /•" ^!! 

^  ^  *  "   J       (a  —  bGO&iuy+^  ' 

—  'X. 

wenn  \fj  zwischen  ifj^  und  ti  liegt. 

Aus  dem  Satze  auf  S.  135,  noch  leichter  aus  der  2.  Anmerkung 
zu  diesem  Paragraphen,  erhält  man  den 

Zusatz.  Hat  6  ein  solches  Vorzeichen,  dass  noch 
ausserdem  o>l,  so  ist  der  Unterschied  der  Integrale  (6) 
und  (c),  nämlich 

(19,  e)  ...     (b)-{c)=+i/  ''-. -^— --— 


—  Pi ^_V 


Sind  a  und  6,  ersteres  mit  seinem  Zeichen  gegeben,  so  siud 
die  Zeichen  von  b  und  der  Quadratwurzel  durch  die  Bedingungen 
bestimmt,  da  nach  ihnen  a\b  und  \a^—W'.b  negative  imaginäre 
Theile  erhalten. 

It.'i  man  für  jedes  zwisclien  -n  uud  n  liegeiulo  i//  das  Integral  (a) 
auf  (ft)  oder  auf  (c)  zurückfülu-en  kann  und  da  (a)  eine  periodisclie  Fiuiclion 
von  1^  niil  der  Periode  27r  ist,  so  kann  mau  (a)  für  jeden  Werlh  von  y}), 
für  welclien  das  Integral  eincu  Werth  hat,  gleich  (6)  oder  gleich  (c)  setzen. 
Keinen  Werlh  besitzt  (a),  wenn  \p  gleicii  +l/^„  ist,  oder  sicli  von  +1/^,,  nur 
um    ein  ganzes  Vielfache  von   'In  unterscheidet. 

1.  Anmerkung.  Der  Satz  lässt  sich  ähnlich  wie  der  IV.  Satz  verall- 
gemeinern,   indem    mau    in   den  Zähler   eine  ganze  Funcliou    von  cose«  setzt, 
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(leren  Grad  unter  n4-l  bleibt.  Z.  B.  findet  man,  dass,  je  nachdem  ip  zwischen 
0  und  ipQ  oder  zwischen  xp^  und  tc  liegt,  wenn  die  ganze  Zahl  m  kleiner 
als  n-\-i  ist, 

cos  i  m  (u-\-v^iip)  du 


f 


[a-\-  6cosi(M-|-ü+ii/;)]"+* 
sich  au!  das  erste  oder  zweite  der  folgenden  Integrale  reducirt 

/'^       cos  imu  du  .       .^^^  /""       cosimudu 

(a-\-bcosiuy+'^  '     ^~  ^J      Ca  —  bcosiuY-^^' 

—X  — X 

2.  Anmerkung,     Hier   erhält  man    leicht   den    Satz    auf  S.  135. 
Je  nachdem  der  kritische  Punkt  z  auf  der  Seite   der  positiven  oder  negativen 

u  liegt,  also  im  Rechteck  OBFN  oder  in  AONE,  wird    1  f(z)dz   über   die 

Peripherie  von  .M)NE  oder  von  OBFN  iutegrirt  gleich  Null.  Da  aber  die 
Integrale  über  Ä&  und  BF  wegen  des  unendlichen  h  Null  sind,  so  hat  man 
im  ersten  Falle 

_    /^"  du  .  /-^        dip Z*^         du 

~^J     (a  +  ö cosiM)«+i    '   !/  (a  +  & cosi/;)"+ '  '^J  (a  —  &cosm)"+» 

und  im  zweiten  Falle 

0  =  r ^ + /■" ^ + i  r     '•'p     . 

J      (a  +  6cosm)''+i  \/    (a  — 6cosiM)"+i      »/    (a  + 6cosi//)»+i 
Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(19  e)  r  ^'^     r  ^"    -Tt-r  ^^ 

^     '   ^"  y  (ft-}-öcosm)»+i    y  (a— 6cosw)"+i       "^y  (a-{-6cosi/;)"+^' 


wenn  das  Zeichen  Ip  genommen  wird,  je  nachdem  dCo^^l,  nachdem  ]/a'  — 6" 
das  im  VI.  Satz  vorgeschriebene  Zeichen  erhalten  hat. 
Setzt  man  für  a  die  positive  Grösse 

a  =  rcosö+isinö.}/r'* — 1, 


und  h  =  +  l'a*— 1,  Va^— 6*  =  +!,  so  haben,  nach  S.  40,  a:b  und  ^a'—b' 
die  gehörigen  Zeichen  und  man  erhält  den  Satz  auf  S.  135. 

§  39.  Die  im  VI.  Satze  enthaltenen  Formeln  für  die  Bestim- 
mung des  kritischen  Winkels  xp^  vereinfachen  sich  in  folgenden  spe- 
ciellen  Fällen;  unter  a  wird  eine  nicht  negative  Zahl  verstanden. 

1)  Wenn  a  reell,  b  reell  positiv  und  b:>  a  ist,  so  wird 

cost/^u  = — -T-,     }7c<:ip^<:n. 

2)  Wenn  a  reell,  b  reell  positiv  und  6  <;  a,  so  wird  1/;^  =  n. 
Also  giebt  das  zu  reducirende  Integral  (a)  des  VI.  Satzes  für  jedes 
xp,  welches  nicht  ein  ungerades  Vielfache  von  n  ist, 

du 
(a-f- 6  cos «?/)''+'  ' 


J 
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in  den  soeben  ausgeschlossenen  Fällen  hat  das  Integral   keinen 
Werth. 

3)  a  ist  reell,  b  rein  imaginär  und  positiv.    Dann  ist  ip^  =  ^tt, 
also  erhält  xp,,  den  kleinsten  Werth,  den  es  überhaupt  erhalten  kann. 

Zum  bequemeren  Gebrauch  füge   ich  die  Formeln  für  die  Re- 
duction  des  Integrals  (a)   hinzu,   wenn  a  =  x^  b  =^'^x^—l]  a  ist 
nicht  negativ,  6  positiv.    Man  findet  dann  den  Werth  von 
,  p du 

-X  [•»+y^*— i-cos?"(?f+^+*'/^)]'"*"^ 

ausgedrückt   durch  die  nachstehend  verzeichneten  Ausdrücke,    iu 
denen  \n  ^  xp^  <  n.    Es  ist 

—  X 

1)  X  rein  imaginär.     Man  setzt  cosi/Zq  =    . 

Das  Integral   wird   Q'\x\   wenn  ip<.ipo]   ö^"\a;)  f  i7rP^"\a;), 
wenn  \p  >  ip^^. 

2)  X  reell  und  >  1. 

Das  Integral  wird  Q"ix),  wenn  ip  <z.7i. 

3)  X  reell  und  <C  1. 

Das  Integral  wird,  wenn  ip^^in,  resp.  gleich  0^''\x)^^niP^"\x). 

4)  X  hat  die  Form  x  —  p+i^,  wenn  p  und  q  positive  reelle 
Grössen  bezeichnen.    Man  bestimmt  ip^  so,  dass 

x-i-1 

^==-  =o(cosi//,  +  isini//J. 

yx — 1 

Das  Integral    ist  Q^"\a:),    wenn  i/;  <  i/;„ ,   aber   0^"-(x)±inP^''\x\ 
wenn  ip>  xp^. 

Für  n  =  0  hat  man  P=  1  und  kann  in  die  Formeln  No.  1—4 
die  fertigen  Werthe  von  Q"  aus  S.  162  einsetzen. 

Ein  Integral 

du 


(d)  ...     \f 


{A  4-  Bcosiu  4-  Csmiii)"+'^ ' 

—  ^ 

welches  analog  dem  im  V.  Satz  S.  34  behandelten  gebildet  ist,  in 
dem  A^  B,  C  gegebene  complexe  Zahlen  bezeichnen,  lässt  sich  auf 
die  oben  behandelten  zurückführen.     Setzt  man  nämlich 

B  =  \'W+~C'Gosi(v  -\-xpi\     C  =  —  l/ßM-"^' sin i(v  +  i  ip) 
und  bestimmt  v  und  xp^  indem  mau  ]'B'-{-  C^  ein  beliebiges  Zeichen 
giebt,  so  verwandelt  sich  das  Integral  in 
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du 


^f 


{A  +  ]/ß'4-  r  cos i{u  -}-  ü  +  «1/^)«+» ' 
welches  nach  dem  VI.  Satze  auf  S.  166  gleich  einem  der  beiden 
Integrale  ist 

du 


/x> 


^00    (Ä±]/B'-\-C'smiuy+' 

Dass  die  imaginäre  Substitution  bei  den  Integralen,  Avelche 
hier  behandelt  wurden ,  gestattet  sei ,  habe  ich  im  42.  Bande  des 
Crelle'schen  Journals  S.  73  mitgetheilt *). 

Beispiele  für  eine  Reduction  des  Integrales  (d)  geben 
folgende  specielle  Fälle,  in  welchen  A  eine  positive  reelle  Grösse 
vorstellt. 

1)  Es  sei  B  und  C  reell,  ß'+C— i4'>0.  Man  muss  dann 
setzen 


A -\- B  Gomi -\- C  siniu  =  A-i-yB''-\-C\cosi(u-{-\pi). 
Damit  0  <.ipf^  <.  n  sei,  macht  man 


A-i}/B'-ir(T—A'         ,  •  •       ^ 
F= =  ff  (cos  i//y  + 1  sin  ipj. 

Alsdann  ist  ff  =  1,  folglich 

A  B 

cost//o  = ,   ,  .  ^  ,     cosi//  = 


und  daher  ip  <iip^   so  lange  B  positiv ,  ausserdem  aber  wenn  B 
negativ  und  —  B  ■<  A,  d.  h.  so  lauge  A-\-  B^O. 

2)  Es  sei  B  und  C  reell,  A'—  B'—  C^  >  0.  Transformirt  man 
den  Nenner  wie  oben,  so  wird  \p^  =  n^  daher  ip<.ip„,  wenn  rp 
nicht  gerade  selbst  tt,  d.  h.  wenn  nicht  (7=0,  und  zugleich  jB<0  ist. 

3)  Es  seien  B  und  C  rein  imaginär,  B  =  iß,  C  =  iy.  Dann  ist 
xp^=.^7i,  also  \p<.\n  sobald  für  ß  eine  positive  Grösse  ge- 
setzt wird. 

Hiernach  nimmt  das  gegebene  Integral  (d) 

im  ersten  Falle,  je  nachdem  A-\-B^O,  den  Werth  an 


/' 


(^±]/ß'+C\cosm)"+i  ' 
im  zweiten  Falle  den  Werth  mit  dem  obern  Zeichen   (aus- 
genommen C  =  0  und  B  <c  0), 


*)    Theorie  der  Aiuiehiing  eines  Ellipsoides. 
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im  dritten  Falle  den  Werth  mit  dem  obern  oder  untern  Zei- 
chen, je  nachdem  B  positiv  oder  negativ  ist. 
Für  «  =  0  kann  man  noch  statt  der  Integrale  ihre  Ausdrücke 
nach  §  37,  S.  163  setzen  und  findet  dann  für 

^/ 

im  ersten  Falle 


du 
^'      A-\-Bcosiu-\-Csmiu 


im  zweiten  Falle 


1  \'B'+C'—A' 

arc  tanji; ^ 


1  ,      A+W—B'-C 

log 


^/A'-B'-e  ]fB'+C 

im  dritten  Falle 

Im  ersten  Falle  ist  der  Bogen  zwischen  0  und  ^tt  zu  nehmen, 
wenn  A-\-B  positiv,  zwischen  ^n  und  tt,  wenn  A-\-B  negativ  Avird. 

§  40.  Wir  kommen  jetzt  zur  Untersuchung  der  Kugelfuuctioneu 
P^"\x)  und  Q^^'Xx)  für  solche  Indices  w,  welche  in's  Unend- 
liche wachsen. 

Laplace*)  hat  bereits  einen  einfachen  Ausdruck  gefunden, 
welcher  die  Function  erster  Art,  wenn  x  —-  cos  0  reell  und  kleiner 
als  1,  für  grosse  Werthe  von  n  mit  einer  Annäherung  darstellt, 
mit  der  wir  in  diesem  Paragraphen  beide  Functionen  und  zwar 
für  beliebige  Werthe  des  Arguments  x  darstellen  werden.  Im 
folgenden  Paragraphen  zeige  ich,  wie  man  eine  grössere  Annähe- 
rung erzielen,  und  z.  B.  die  unendlich  kleinen  Glieder  bis  excl. 
zur  Ordnung  |  noch  vollständig  berücksichtigen  kann,  was  zuerst 
Herr  Bonnet**),  allerdings  nur  für  den  von  Laplace  behandelten 
Fall,  —  die  Function  P"(cosö)  —  und  nicht  mit  Glück  versucht 
hat,  da  sein  Resultat  eine  Unrichtigkeit  enthält  und  seine  Methode 
nicht  geeignet  scheint,  das  Resultat  zu  verbessern. 

Wir  sagen  von  einer  Function  \p{n\  sie  gebe  für  wachsende  n 
an  eine  andere  /"(w)  eine  Annäherung  zur  v'*""  oder  einer  höhereu 
Ordnung,  wenn 


*)    Mecanique  Celeste.  T.  V,  Livrc  XT,  iio.  3  und  8ii])plcnicnt  au  ö*"  voluinc  no.  1. 
*)    Liouvillc,   .lounial  ilc  .Matheniiitiqucti  T.  XVII:  These  de  Meeauiiiue. 
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W  (/"(«)  — ii;(/0) 
mit  wachsendem  n  kleiner  wird  und  bleibt  als  jede  beliebig-  ge- 
gebene noch  so  kleine  Grösse  17.  Ist  dies  nur  der  Fall  für  jede 
Zahl  y,  die  unter  (x  liegt,  wie  nahe  auch  v  an  (.1  kommt,  so  be- 
zeichnen wir  ein  solches  Verhalten  als  Näherung  bis  an  die 
ju"'  Ordnung.  Enthalten  f  und  xp  jede  noch  eine  Veränderliche  a;, 
so  können  solche  Functionen  für  jeden  einzelnen  Werth  von  x  bis 
zur  v'»'"  Ordnung  übereinstimmen,  oder  gleich  massig  für  alle  x^ 
d.  i.  so  dass  für  jedes  gegebene  feste  rj^  was  auch  x  sein  möge, 
ein  und  derselbe  Werth  n  existirt,  für  den  oder  über  den  hinaus 
die  Ungleichheit  stattfindet.  Ein  Glied  wie  e-\  wo  h  irgend  eine 
positive  Potenz  von  n  bezeichnet,  stimmt  mit  0  zu  jeder  Ordnung 
überein,  —  die  Ordnungszahl  ist  unendlich. 

Zunächst  verschaffen  die  Keihen,  welche  nach  Potenzen 
von  ^  geordnet  sind,  die  angenäherten  Werthe  für  P"(a;)  und 
Q\x) ;  also  die  Reihen  a,  a\  /',  im  §  5  und  (18)  im  §  23.  Man  be- 
darf dazu  aber  der  bekannten  Htilfsgleichung,  welche  ergiebt,  wie 

das  Produkt 

2.4...(2w)     ^  J7wJI-i 

3.5...(2«4-l)~  n{n-^i^) 
sich  mit  wachsendem  n  der  Null  nähert.    Dies  ergiebt  sich   mit 
jedem  erforderlichen  Grade  der  Genauigkeit  aus  der  Gleichung  *) 

log  JI5  =  (z  + 1)  log:5— s  4-  -^~  log(2;r) 

.     21         33  e 


'    1.2.5        3.4. z'    '     5.6.z^ 
wo  2(,  33,  6,  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen  ^,  ^V?  rs» 
Vermittelst  derselben  erhält  man 

2.4...(2n)     _J'^  f\        3      ,      25 


^^••"         3.5...(2a<+1)        ]I  u\         8«  ^12 


,.(2«+l)        r  u  V  8«    '   128wV 

bis  an  die  Ordnung  |.     Solche  Genauigkeit  ist  für  die  Zwecke 

dieses  Paragraphen  nicht  erforderlich,  sondern  es  genügt  die  Nähe- 
rungformel 

C^7,«)  ...     Z   3.5...(2.*+l)-}  n 
Die  hierdurch  erzielte  Näherung  ist  dieselbe,  welche  man  durch 
die  bekannte  Formel 

*)    Gauss,  clis([uis.  gen.  circa  scr.  inf.  etc.  no.  29.     M.  vergl    auch  über  diese 
Formel  eine  Arbeit  des  Herrn  Lipschitz  in  Borchardt's  Journal,  Bd.  56,  S.  18. 
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Hz  —  z-^e-']'2Ti 
für  z  =  oc  erreicht. 

Die  Gleichung  (27)  lässt  sich   durch  eine  Untersuchung  des  Euler'schen 
Integrales  erster  Gattung  in  der  Gleichung 


dx 


finden;  statt  desselben  kann  mau  nach  derselben  Methode  sogleicli  das  allge- 
meinere 

/7(a-l)JT(n-a-l)  _  f^     x^-^ 

n{n-l)  J      (l  +  .'r)" 

behandeln,  liei  dem  n  auch  eine  unendhch  werdende  gebrochene  Zahl  be- 
zeichnen kann.  Ferner  wird  a  positiv  und  <I  1  vorausgesetzt;  diese  Fest- 
setzung enthält  keine  wesentliche  Beschränkung,  da 

i7(a  — l)/I(w-a  -1)  =   ^  - ^  —  ^  J7a J7(m  -  a -2). 

Das    zu    untersuchende   Integral    verwandelt   sich    durch    die    Suitstituliou 
nx  =  z  in 

1      /^"^      s«-' 
(a)  ...     —   I :,  dz. 

u  V  w  / 
Man  theile  das  Integral  in  eii^es  von  0  bis  h,  und  eines  von  h  bis  x;.,  wenn 
unter  h  eine  Grösse  verstanden  wird ,  die  mit  n  wie  eine  Potenz  von  n  mit 
positivem  Exponenten  e  unendlich  wird.  Man  setzt  also  h  =^  n^  und  versteht 
unter  e  eine,  wenn  auch  noch  so  kleine,  feste  positive  Zahl,  die  wegen  des 
Folgenden  ein  echter  Bruch  sein  soll.     Z.  B.   denke  man  sidi  e  =  0,1. 

Das  zweite  Integral,  vou  h  bis   oc,   ist  nach  deui  bekannten  Millelwerth- 
satze  kleiner  als 

1       /^»       dz         n  1 

/,         V         w  /  ^  n  ^ 

wird  daher  zu  jeder  Ordnung  Nidl;  folglich  ist  (a)  zu  jeder  Ordnung 
gleich 


1       /^''       5"-^ 

(b)  ...     —   I     — ^- dz. 

n^J     ^         zy 

In  den  Grenzen  dieses  Integrals  ist 


/         z  \"  z  z 


eine  mit  wachsendem  n  stark  convergircude  Reihe.  Hier  s(dl  der  Worth  des 
Integrales  (a)  nur  bis  zur  Ordnung  a-\-'2  betrachtet  werden,  so  dass  man 
die  Reihe  nach  dem  Gliede  zweiter  Ordnung  abbrechen  kann  und,  nahezu  bis 
auf  eiiifu  Faoliir  dritter  Ordnung  genau,   gleichmässig   für  alle  z  iunorlialb 
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der  (Irenzen  hat 

Da   bis  zu  jeder  belieltigeu  Ordnung  genau 


f 


0 

so   wird  bis  an  die  Ordnung  cf-j- 3  <""!  Näberungsworlh  des  Integrals  (a)  gleich 

J7(a— l)r  ,    ff(a-hl)   ,    a(a  +  l)(a+2)(3a4-l)" 
ri"         L 


^'~        2w         '  24w' 


Aus   diesem    allgemeinen  Resultate  findet  man    das   gesuchte,    wenn    man 
a  =  ^    macht,   wodurch  jener  Näherungswertii  sich  in 


w-  VfO+lr+iS^) 


verwandelt,  genau   bis  an  die  Ordnung  ^. 

Setzt  man  ii  -\-  4  statt  n  und  entwickelt  nach  absteigenden  Potenzen  von 
n,  so  stimmt  der  entstehende  Ausdruck  mit  der  rechten  Seite  von  (27)  überein. 

Nach  diesen  Vorbeieitiiugen  suchen  wir  Näheriingswerthe  von 
(?^"^  und  P^"^  für  n  =  oo  mit  Hülfe  unserer  Reihen  auf.  Wir 
nehmen  x  positiv  an. 

I.  Es  sei  J{i^)<l.  Aus  (18)  folgt  mit  Hülfe  von  (27,  a) 
sogleich  der  Näherungswerth  für  n  =  oo 


(28)...     ^-t^(''\a.)  =  |/^-=i 


und  aus  (a')  in  §  5 


(«),      X  1  1 


(28,  ä)  ...    ^«P^'"(^)  =  -^ 


wenn  die  Quadratwurzeln  positiv  genommen  werden. 

n.  Es  sei  JC{^)  =  \.  Der  Fall  x  =  \  wird  ausgeschlossen, 
in  welchem  für  jedes  w  die  Function  Q  unendlich,  P  gleich  1  wird. 
Man  setze  a;=  cos  ö,  0<ö<;^;r.  Da  Q  im  Querschnitte  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  beiden  Werthen  am  positiven  und  nega- 
tiven Uferrande  bezeichnet,  ihm  daher  der  Werth  (18,  a)  auf  S.  130 
zukommt,  da  ferner 

^„+1  cos[(^4-i)Ö+^]+isin[(«  +  i)Ö  +  ^]    . 

il^"  l/2sin^  ' 

so  wird  als  Grenze  der  Summe  der  Uferwerthe,  welche  hier  mit 
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der  Summe  der  Grenzen  dieser  Uferwerthe  übereinstimmt,  erbalten 


(28,  6)  . . .  Q'%OBd)  ^  l/2Ä^-'4<^'^  +  ^^^+  t]- 
Um  aucb  für  P^"^(cosö)  einen  Näberungswertb  zu  finden,  kann 
man  sieb  der  Formel  («)  im  §  5  nicbt  bedienen,  ohne  zu  berück- 
siebtigen,  dass  die  Glieder  der  bypergeometriscbeu  Reihe  zwar  im 
Anfange  abnehmen,  nach  einer  unendlichen  Stellenzabi  aber  wieder 
zunehmen;  durch  ein  ungenaues  Vorgehen,  indem  man  nämlich 
zuerst  n  unendlich  werden  lässt  und  dann  mit  x  in  den  Querschnitt 
gebt,  anstatt  die  Grenzen  in  umgekehrter  Ordnung,  zuerst  nach  x 
und  dann  nach  n  zu  nehmen,  würde  man  nur  die  Hälfte  des  Wertbes 
erhalten.  Man  kann  aber  bequem  die  Formel  (f)  des  §  5  benutzen, 
die  sofort  für  n  =  oo  giebt 

(28,0)  ...     p.(e"SÖ)=/— i^<,™[(«  +  OÖ  +  f]- 

Man  würde  dasselbe  finden,  wenn  man  nach  (S.  135)  diesen  Grenz- 
werth  als  Produkt  von  inmaX  der  Differenz  der  beiden  Werthe 
von  Q  am  Uferrande  betrachtet  hätte. 

§  41.  Laplace  bedient  sieb  des  von  ihm  herrührenden  Inte- 
grales (5)  um  den  oben  gefundenen  Näberungswertb  für  P"(cosÖ) 
abzuleiten.  Seine  Prinzipien  sind  grundlegend  gewesen,  w^o  es  sich 
überhaupt  um  die  Ermittelung  des  augenäherten  Wertbes  einer 
Function  von  n  handelt,  und  diese  Function  durch  ein  Integral 
dargestellt  wird,  unter  dem  sich  ein  Ausdruck  befindet,  der  mit 
einem  sehr  hoben  Exponenten  n  behaftet  ist.  Diese  Prinzipien 
wurden  schon  oben  bei  der  Untersuchung  des  Integrals 

r.a—\ 


s 


—  dz 


für  n  =  oo  angewandt.  Man  sucht  nämlich  die  Stelle  auf,  an  wel- 
cher die  «'^  Potenz  den  grössten  Beitrag  zum  Integrale  liefert 
(hier  ist  sie  bei  ä  =  0),  setzt  die  w*''  Potenz  in  eine  Exponential- 
grösse  um  (hier  e~')  und  integTirt  die  so  entstehende  Function 
(e~^Ä«~^).  Es  kommt  in  den  besonderen  Fällen  nur  darauf  an, 
diese  Principien  mit  der  erforderlichen  Strenge  anzuwenden. 

Im  Folgenden  werde  ich  daher  von  der  Betrachtung  der  In- 
grale    für    P   und    l^    ausgehen,    und    die    Grenzwerthe    dieser 
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Functionen  bei  wachsendem  w,  zugleich  aber  mit  der  im  vorigen 
Paragraphen  in  Aussicht  genommenen  grösseren  Näherung  bis  an 
die  Ordnung  f  aufsuchen. 

L    Angenäherte  Werthe  der  Function  erster  Art  P^^\x). 
Wiederum  sei  x  positiv,  x — j/a;^— 1  =  |,  h  =  n^  und  £  <:  0,  1. 

1)  c/f6Q)<i\.    Aus   der  Zusammenstellung  auf  S.  40  ist  klar, 

dass  

J{{x  -}-  cos  9).  ]fx^ 1) 

sein  Maximum  für  «jp  =  0  und  für  keinen  anderen  Werth  zwischen 
^  =  0  und  cp=Ti  erreicht.  Man  transformire  nun  das  Laplace'sche 
Integral  für  P"(-v),  indem  man  sin^qp  =  z,  1— |'  =  a^  setzt,  in 

dz 


.^7tP^''\x).^"=f\l-a'zy- 


Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  wird  in  ähnlicher  Art  zerlegt, 
wie  es  im  §  40  S.  173  geschah.    Es  zeigt  sich,  dass  der  eine  Theil, 

welcher  sich  von  1/ —  bis  1  erstreckt,   sich  dem  Werthe  Null  zu 
r   n 

jeder  Ordnung  nähert.     Der  Modulus  dieses  Integrales  ist  nämlich 

kleiner  als  das  Produkt  von  ^71  und  dem  grössten  Werthe,  welchen 

c/^(l— a'^js*)"  zwischen  den  Integrationsgrenzen  annimmt.    Für  jedes 

feste,    von    Null    verschiedene    z    zwischen    0    und    1    ist    ferner 

c//^(l  — a^s'^)  kleiner  als  1,  und  zwar  um  eine  feste,  endliche  Grösse 

davon  verschieden.     Denn  man  hat 

12      2 

y —  =  x-\-Goscpyx — 1. 

Da  aber,  nach  dem  Obigen, 

J^(x  -{-  cosy.j/a;'— 1)  <  c/<^(a;  + 1^^^^1), 

so  wird  c^#(l — a'^s')  <  1,  nur  für  z  =  0  gleich  1.  Daher  nähert 
sich  die  w***  Potenz  von  ,.S(l  —  a^z^)  der  Null  zu  jeder  Ordnung. 
Aber  auch  noch  an  der  unteren  Grenze  von  z,  die  nicht  fest  ist, 
sondern  sich  der  Null  nähert,  für  die  nämlich  nz^^=h^  findet 
dasselbe  statt,  da 

—\og{l-a'zy  =  a'h  +  ^  +  "' 

und  a'  =  1 — I'  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt  (nach  der  An- 
nahme c4{{iE)  <  1).     Daher  wird 

(\~a-zy  =  e-"'\f 
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WO  c/fCf=  1  für  7«  =  oo,  während  die  Exponentialgi-össe  sich  der 
Null  zu  jeder  beliebigen  Ordnung  nähert. 

Es  wird  also,  wenn  c/^^<;l,  mit  wachsendem  w,  zu 
jeder  beliebigen  Ordnung, 

"Wenn  man 

2)  den  Fall  behandelt,  dass  Jt^=  1,  so  zerlege  man  gleich 
von  Anfang  an  das  Integral  für  P,  welches  von  0  bis  n  zu  nehmen 
ist,  in  eines  von  0  bis  \n  und  eines  von  \ti  bis  n.  Indem  man 
in  ersterem  sin^qp  =  z,  im  zweiten  cos^g?  =  s  setzt,  ferner 

a  =  yi^        h  =  ]'l-B-\ 

wobei  die  Wurzeln  mit  positivem  reellen  Theile  (ein  reeller  Theil 
existirt  immer ,  da  der  Fall  x  =  1  ausgeschlossen  werden  konnte) 
genommen  werden  sollen,  so  erhält  man 

0  y  i     *»  „  \  L     z> 

Nun  ist 

a^  =  2  sin  6  (sin  ö  -}-  *  cos  0), 

also  c/^(a*)  =  2sinö.  Die  Schlüsse  unter  (1),  auf  den  vorliegenden 
Fall  angewandt,  zeigen,  dass  es  erlaubt  sei,  jedes  der  beiden  In- 
tegrale, wenn   es  sich  um  die  Grenze  n  =  oc  handelt,  von  0  nur 

bis   y —  zu  nehmen.    Das  zweite  Integral  ist  aber  die  zum  ersten 

conjugirte  Zahl,  und  man  hat  das  Resultat  gewonnen:  Mit 
wachsendem  7i  wird  ^nP^x)  zu  jeder  beliebigen  Ordnung 
gleich  dem  doppelten  reellen  Theile  von 

(1— a  z  ) 


^V 


Es  bleibt  zur  Erledigung  beider  Fälle,  dieses  und  des  ersten, 
die  von  hier  an  gemeinsam  behandelt  werden,  noch  übrig,  einen 
Näherungswerth  für  das  letzte  Integral  zu  ermitteln.  Man  führe 
dazu  statt  z  eine  Grösse  m  durch  die  Substitution  u  =  z  //<  ein, 
wodurch  das  Integral  sich  in 

Heiue,  Theorie  der  Kugelfunctionen.     2.  Aufl.  J2 
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1      P^'Y.       a'nW'       du 

'ynj    ^  ~  "^)  r^ 

0  I  n 

verwandelt.  Entwickelt  man  sowohl  die  Quadratwurzel  im  Nenner 
als  auch  die  w""  Potenz,  letztere  wieder  wie  obeji  mit  Hülfe  des 
Logarithmus,  nach  absteigenden  Potenzen  von  n  in  offenbar  sehr 
stark  convergirende  Reihen,  und  berücksichtigt  die  Potenzen  von 
n  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Ordnung,  beispielsweise  bis  an  die 
Ordnung  |^,  so  wird  das  Integral  bis  an  diese  Ordnung  gleich 
1     /*"'  r  1 

Mit  derselben  Berechtigung,    wie  auf  S.  174,    kann  man  in  jedem 
einzelnen  Integrale  dieser  Summe,  welches  von  der  Form  ist 


/ 


e^"'"'u-^'  du. 


0 

bis  zu  jeder   Ordnung  genau,  die   obere   Grenze  \/h  mit    ex»  ver- 
tauschen, also  das  Integral  selbst  mit 

Auf  diese  Art  ergiebt  sich  als  Werth  des  Integrales  (a)  bis  an  die 
Ordnung  ^ 

2a  \  71  l         8«  ^  4na'  ^   4w'  v  8a*         8a'  ^  96  /J 
Hieraus  erhält  man,  indem  man  sich  zur  Abkürzung  der  Formeln 
mit  einer  Annäherung  bis  an  die  Ordnung  |  begnügt 

(29,  a)...     a"P»^-L-    ^^       ri_-J--f         ^         ] 
^     '    ^  '       ^  ^       ]//m    yi-r^         8/^  ^  4«(1-|')J' 

wenn  Ji\-<  1;  ist  aber  c4Ch,  =  1,  so  wird  (.r  ~  cosö)  wiederum 

bis  an  die  Ordnung  f 

(29,  c)  . . .     P"(cosÖ)  =  i/-^^  [(l-  :L)«o«(C^'  -^  ^)^  -  i^) 

+  ^cotgösin((n  +  i)ö-i7T)]. 

Herr  Bonnel  findet  (in.  vergl.  S.  171)  eine  Formel,   die    sich  von  der 

obigen    dadurch   unterscheidet,    dass   der  Factor    von    cos|((ri 4" i) ^ — i^)  '" 

1  '       ( — 1)" 

der  Parenthese  nicht  wie  hier  mit   1 sondern  mit   14-      .         niultipli- 

4«  4w 
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cirt  ist.  Dass  die  Formel  des  Herrn  Bonn  et  unriditig  sei,  zeigt  eine  Prüfung 
durch  unsere  Formel  (16),  (welche  hei  Herrn  Hounel  selbst  die  Formel  des 
Th^orfeme  V.  S.  267   ist),  nämlicli  durcli  die   Gleichung 

(l  +  ^)P""VcosÖ)  +  P"-'  (cosÖ)  =  (2  +  ^)cosöP"(cosö). 

Das  richtige  Resultat  theilte  ich  einigen  Gelehrten  mit,  u.  a.  als  ich  das 
Schreiben  einsandte,  welches  als  Lettre  a  M.  Resal,  6  .lanvier  1876  im 
Journal  de  Mathematiques  abgedruckt  ist.  Oeffentlich  bericlitigt  hat  aber  erst 
Herr  Ascoli  diese  Formel  im  §  3  seiner  interessanten  Arbeit  Sulle  serie  2A„X„, 
im  7.  Bde  der  Annali  di  Mat.  pura  ed  applicata  diretti  da  F.  Briosclii  e 
L.  Cremona. 

Dasselbe  Yerfahren  lässt  sich  bei  Integralen   von  allge- 
meinerer Gestalt,  z.  B.  von  der  Form 

A  =  /    (x-{-  cosqp.  ]'a;''— l)";j(singp,  cosqp)(/g), 

0 

anwenden,  wenn  x  ^ine  ganze  Function  der  hinzugefügten  Argu- 
mente bezeichnet,  in  welcher  der  Buchstabe  n  nicht  selbst  auftritt. 
Im  ersten  Falle,  d.  h.  wenn  c//^  <  1,  wird  man  erhalten 

dz 

wo  ■^(z)  eine  aus  x  durch  die  Substitution  &m^(p  =  z  entstehende 
endliche  Function  von  z  bezeichnet,  so  dass 

X(2z}/r^%l-2z')  =  ^(z).    __ 
Statt  der  obern  Grenze  nimmt  man  wiederum  1/ —   und  erhält  so 

2  ^nj       ^  n     J      -  -,/i_^ 

"  [  n 

Indem  man,  wie  oben,  die  w'^  Potenz  durch  eine  Potenz  von  e  er- 
setzt und  nach  absteigenden  Potenzen  von  w  entwickelt,  erhält  man 
eine  Reihe  von  Gliedern,  bei  denen  die  Integration  ausgeführt 
werden  kann.  Ist  z.  B.  ^  =  cosmqp,  so  wird  nach  der  Formel, 
welche  den  Cosinus  des  vielfachen  Bogens  durch  Potenzen  von  dem 
Sinus  des  einfachen,  also  hier  von  2z]'l  —  z'  ausdrückt, 

cosm^)  =  1 —z\l-z')-{- 1^ ^.^(l_s7 

und  hieraus 

12* 


^A=f\l-a^-jy^(z) 
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wenn  man  wieder  bis  au  die  Ordnung  %  geht. 

Nimmt  man,  wie  im  zweiten  Falle,  c//^|  gleich  1,  so  ist  wieder 
die  rechte  Seite  zu  verdoppelu. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Näherungswerth  der  Integrale 

^'Y  ^(x-{-cosq).yx^ — lycoBnKpdq) 
(I 
bis  an  die  Ordnung  f  unabhängig   von  tn  ist;  erst  bei  der  Nähe- 
rung bis  an  die   Ordnung  4    tritt  dem  für  m  =  0  geltenden  Aus- 
druck noch  ein  Glied 


-u 


n 

hinzu,  wenn  c/f/'^^  <  1 ;  wenn  oS^  —  1  das  Doppelte. 

Andere  Beispiele  für   die  Anwendung  unserer  Methode  giebt 
die  Betrachtung  der  Integrale 

cos  mcp  d(p  f  ^  sin  mcf  dcp 


r^  cosm<f)dfp  r^ 


(rr  +  cosy.ya;''— 1)«+'  -;      (a;-|- C0S9).>/a;'— 1)«+^ 

An mor kling.  In  einer  andern  Richtung  hat  Dirichlet  die  Unter- 
suchung über  den  Grenzwerlh  von  P" {x)  verallgemeinert,  wenn 
ar  =  cosö,   0  <  ö  <  TT. 

Es  geht  dies  aus  einer  Nachschrift  der  Vorlesungen  von  Dirichlet  über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  liervor,  die  etwa  im  Jahre  1837  gehalten  wurden. 
Dies  Collegienheft  hatte  ich  wenige  Jahre  später  in  Händen,  und  vervollständige 
hier  den  Auszug,   den  ich   damals  aus  demselben  machte. 

Dirichlet  untersucht  den  Werth  der  beiden  Ausdrücke 

/^  cossg)  cosnq>dg)        Z*^  cos s(7i  —  <jp)  coswqprfjjp 
[2(cos(^-cosÖ)p  Ty  [2(cosÖ— cos(^)p      ' 

/'^  s'msq)smncpdg)         /"^  sin s{7i  —  q))s\nng)dg> 
^„V  =  —J     [^2(cosg)  — cosöjp   ^7  [2(cosÖ— cos(/))p 

für  11  =  oc,   wenn   0  <  5  <C  1-    Für  s  =  ^  gehen   U  und    V,  nach  (7)  und 
(7,  a)  in  P"(cosö)  Tiber.     Beide  lassen  sich  aus  je  vier  Integralen 

(a  n)  =.  f'^       cos  a(pd(p 

^    '   '^       J       [2{cOS(p  —  COST])Y 
zusammensetzen,  indem  man  hat 
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rtU=(ji-\-s,d)-\-  {n  —  s,  0)^{-  iy((n  -j-  s,  .t—  Ö)  -f  (n  -s,n-  d)), 
nV=  (n-\-s,  e)-(n-s,  ö) +  (—1  )"((«  +  *,  71  — 6)  — (n—s,  n  —  d)). 

Daher  genügt  es,  einen  Xälierungswerth  für  ein  Integral  [a,  rj),  in  dem  a — n 

eine  endliche  Grösse  ist,    für  n  =  cc  aufzusuchen.      Aus    dem  4.   Satz  im   2. 

Anhang  zum   1.  Kapitel,  S.  62,   ergiehl  sich,   wenn  man  {a,  rj)  durch  die  Suh- 

stilution  T^ — qp  =r-.  2\p  auf  die  Form 

(a, n)  =  a'V(^  ,f      „y"'^'"f--^U,v 

gebracht  hat,  für  w  =  3C 

Hieraus  folgt,  wenn  man  Glieder  der  Ordnung  2  —  s  vernachlässigt, 

{n-^s,  0)^{n-s,  6)  =  Q)'~\^:^^sm(nO-\-isn)cos(s0), 

(n-\-s,  6)  -  {n  —  s,  6)  =  {^^  \^^^~j\o^{nd -\-  ^5rr)sin(sö) 

und  schliesslich 

/  2  V"''  r(i s) 

i^TiV  =[—J      -    \        '^[iixi{nd-\-\sn)co^sO — sin(?;ö — ^S7r)coss(7i: — 0)], 

\nV  =^\ — J      — ^'^-j~\cos{nd  -\-\sn^imsd  -{-  co?,{iiO  —  \sTi)ims{ri—d')\. 

Für  s  =  ^  verwandelt  sich  selbstverständlich  jede  dieser  heiden  Glei- 
chungen in  (28,  c). 

IL  Es  sind  auch  noch  (m.  vergl.  S.  176)  die  angenäherten 
Werthe  der  Function  zweiter  Art  bis  an  die  Ordnung  4  auf- 
zusuchen, Aehnlich  dem  Verfahren  im  I.  Falle  verwandelt  man 
das  Integral  für  0"(-^)  durch  die  Substitution  z  =  — isinvji?^  in 

dz 


^"(^)=«'yW 


(l  +  a's')«'    ,'1+7' 

WO  ö*  =  1 — ^\    Man  zerlegt  das  Integral  in  eines  von  0  bis  1/ — ' 

)    n 

und  eines  von  dieser  Grenze  bis  x;,  welches  den  Grenzwerth  0  zu 

jeder  Ordnung  hat.     Denn  selbst  für    den  kleinsten  Werth,  den  :5 

zwischen  diesen  Grenzen  erreicht,  nämlich  2=1/,   ist  zu  jeder 
Ordnung 

Null  und  daher 
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2      /^"'  1  di 

Ferner  wird 

(„  +  l),„„(l+J^)  =  .V+i-(«V-^)+... 
und  hieraus 

(l+41)--.e-[l-l(„V-^)]. 
Durch  Benutzung  dieser  Formel  erhält  man 

Mit  glei  eher  Näherung  wird  für  ,  /(^^  <  1 

(29)    ...       ^.-.0'"'(.)  =  /;^^^(l-^-^^), 

wobei  die  Quadratwurzel  positiv   zu  nehmen  ist.     Für  x  =  cosö, 
0  •<  ö  <  4  ^,  wird  daher 

(29,  6)  . . .     (?"(cos  ö)  =  ^-^^^  [cos((n  +  i)  Ö  +  ^tt) 

+  -^  sin  iTT  sin(w  +  0  ^  +  "^  cotgö  cos((m  +  1)ö  +  irr)]  • 

Durch   ein  ähnliches  Verfahren,   wie  S.  179,  findet  man  den 
Näherungswerth  des  allgemeineren  Integrales 

/'^  cos  miii  du 

Q     (a;  -f-  cos  iu .  j/aj"—  1)"+  ^  ' 
wenn  die  ganze  positive  Zahl  m  unter  n-\-l  liegt.    Nachdem  man 

die  Grenzen  auf  0  und  1/ —  gebracht  hat,  setzt  man 

cos i WM  =  1  -r -/«'z^(l  — ^') 
und  erhält  für  das  gegebene  Integral  im  ersten  Falle,   c/^^<l, 

den  Ausdruck  von  (29)  in  der  Parenthese  vermehrt  um  —tz — p;^  , 

n(l  —  §-)' 

im  zweiten  Falle,  c/^^=  1,  die  rechte  Seite  von  (29,  6)  vermehrt  um 


is 


n 


sin((w--  ^Q^\n). 


(2«sinÖ)^ 

§  42.    Die  Ausdrücke  im  §  40  für  P"  und  Q"  bei  wachsendem 
n  bleiben  wesentlich  uugeäudert,   wenn    auch  x  selbst  den  Buch- 
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Stäben  n  in  der  Art  enthält,  class  es  mit  wachsendem  n  einer  festen 
Grenze  x^  zustrebt,  die  von  1  verschieden  ist.  Die  vollstän- 
digeren Gleichungen,  im  §  41,  würden  eine  Modifikation  erfordern, 
da  neue  Glieder  hinzutreten  von  einer  Ordnung,  welche  unter  oder 
über  ^  ist,  je  nach  der  Art  wie  x  der  Grenze  x^  zustrebt.  Ohne 
den  allgemeinen  Fall  weiter  zu  verfolgen,  betrachten  wir  den  Fall 

Auch  dann  noch  hat  P'^x)  für  n  =  oo  die  Grenze  Null  und 
nicht  1,  wenn  x  sich  der  1,  aber  nur  zu  solcher  Ordnung  nähert,  dass 

X  =  cos — — ,     0<a<^, 

und  zwar  muss  man  für  «  einen  Werth  nehmen,  der  angebbar 
unter  \  liegt.  Die  Annäherung  von  P'Xx)  au  Null  ist  dann  von 
der  Ordnung  ^(1 — a). 

Convergirt  x  noch  schneller  zu  1 ,  wenn  nämlich  a  =  1^  also 

x=-  cos — ,  so  erhält  man  als  Grenze  von  P'Xx')  und  Q"{x)  neue 

Functionen,  welche  in  diesem  Paragraphen  näher  untersucht 
werden. 

Das  erste  Resultat  ist  für  uns  von  besonderer  Wichtigkeit, 
denn  auf  ihm  beruht  der  Schluss  bei  dem  neuen  Beweise  für  die 
Möglichkeit,  Functionen  in  Reihen  von  Kugelfunctioneu  zu  ent- 
wickeln.   M.  vergl.  §  117. 

Behandeh  man  das  Integral  von  Lapl  ace  für  P'\x),  indem  mau  a;=(.os(7«'"ö) 
substituirt,  nach  der  Methode  des  §  41,  so  hat  man  auf  S.  177  zimächsl 

,        .  .     Ö    /        Ö     ,    .  ÖN 

a    ;=  2sm  —  (  sm h^-oos —   • 

w«  V      ««  «« / 

Mau  setzt  wiederum  h  =  n^,  und  nimmt  e  <  l,  jedoch  i  >  2«.  Uauu  wird 
die  logarithmische  Reihe  im  §  41  noch  immer  ein  Glied  a^h  enthalten,  dessen 
reeller  Theil,  angenähert 

niit  w  in's  Unendliche  wächst,  während  die  übrigen  Glieder,  wie  n  mil  den 
negativen  Exponenten 

2(£  — 2a)  — I,     3(£— 2«)— 2,     .  .   . 
zu  Null  convergiren.    Es  wird   also  noch  immer,   wie  S.  178,   ^7tP^"^(x)  für 
n  =  oo  der  (lop|)elte  reelle  Theil  von 

|-«    /»i/y        «w       du  ^  0.0 

cos esiu — • 

n"  /<" 
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Da  m'  :  n  selbst  für  die  obere  Grenze,  u^  =  h,  noch  Null  wird,  so  darf  man 
den  obenslehendeu  Ausdruck  mit 

'""'du, 


also  auch  mit 


vertauschen.  Ferner  wird  ]lna  zur  Ordnung  |(1  —  a)  unendlich.  Wir  er- 
halten daher  das-ResuItal,  dass  P^'ix)  für  x  =  cos(n-" d)  bis  an  die  Ord- 
nung 4(1— a)  Null  bleibt,  wenn  «-<-}. 

Nun  sei  a  =  1,  also  a;  =  cos  — •     Da   P   und    Q,   nach    den 

früheren  Festsetzungen,  einwerthige  Functionen  von  x  sind,  so 
werden  die  Grenzen  für  n  =  oo  solche  Functionen  von  0,  welche 
durch  Vertauschung  von  0  mit  —6  ungeändert  hleiben. 

,       ^  \ 
Als  Grenze  von  P"(cos — )    für    ti  =  oo    findet    man    die 

Function  J  auf  S.  82,  also 

(30)  . . .     J(d)  =  l-l^-l--^  _...  =  Gr„=.P"(cos-^). 

Dies  Resultat  leitet  man  (sofort)  mit  Herrn  Mehler*)  aus  der 
Formel  (6)  des  §  5  her 

P"(cos^)  =  F(.*-f  1,  -«,  1,  sin'^). 

Dieselbe  Function  ergieht  sich  in  anderer  Form  aus  dem  Integral 
von  Laplace,  indem  man  zuerst  erhält 

0 

WO  r  eine  endliche  Grösse  vorstellt.  Durch  Uebergang  zur  Grenze 
findet  man  die  zweite  Form  von  J 

(30,  a)  .  .  .     J(ß)  =  —  /*  ''e'^'=°'  v  dq>. 


Das  Integral  zweiter  Art  Q\x)  nähert  sich,  wenn  man 
X  —  cos  —  setzt,  mit  wachsendem  n  einer  Grenze,  die  K(ß)  heisse. 
Versteht  man  unter  ö  die  complexeZahl  mit  positiv  ima- 


*)    Ueber  die  Vcrtheilung  der  statischen  Elektricität  iu  einem  von  zwei  Kugel- 
kalottcn  begrenzten  Körper;  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  G8,  S    HO. 
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ginärem  Theile,  so  findet  man  als  Grenze  von  Q''(x) 

(30,  b)  ...     K{d)  =f  6'^'=°''" du  =  Gr„  =  aQ"(cos  — ) • 

0 

Gehört  x  dem  Querschnitt  an,  ist  also  6  reell,  so  wird  die 
Grenze  von  0",  also  K(0),  durch 

(30,  c)  ...     2K{d)  =  K(d^0.i)+K(e-0.  ?) 
gegeben,  eine  Formel,  die  offenbar  auch  für  jedes  complexe  0  gilt. 
Nach  (30,  b)  erhält  man  hieraus  den  Ausdruck  durch  ein  Integral 
für  ein  solches  ö,  welches  in  dem  auf  der  Axe  der  reellen  0  von 
—  oo  bis  oo  gezogenen  Querschnitt  liegt 

(30,  d)  ...     K{d)  =  f  cos(öcosi?/)rfM. 

0 

Fügt  man  die  aus  dem  Eingange  dieser  Untersuchungen  für  be- 
liebige d  folgenden  Gleichungen 

(30,  e)  ...     J{e)  =  J(—  ö),         K{0)  -=K{-0) 
hinzu,  so   sind  J  und  K  in  der  ganzen  Ebene   0  eindeutig 
gegeben. 

Geht  man  ferner  von  (18,  6)  zur  Grenze  über,  so  findet  man 
für  die  Differenz  aus  dem  Werthe  von  K  im  Querschnitte  und 
am  Uferrande  ^niJ{d\  andererseits  den  Ausdruck  dieser  Differenz 
durch  ein  Integral  aus  30,  b  und  </,  und  so  die  Doppelgleichung 
für  ein  reelles  positives  6 

(30,/")  ...    K{e±0.i)-K{0)  =  ±_\niJ(0')  =  ±i pmi{d(i0^iu)du. 

II 

Die  Functionen  J  und  K  nennen  wir  Cylinderfunctionen 

erster  und  zweiter  Art;  später  müssen  sie  genauer  als  Functionen 

des  Kreiscylinders  von  denen  der  elliptischen  unterschieden  werden. 

(M.  vergl.  §  3,  S.  5.) 

Zum  Beweise  des  Vorstehenden  setze  man  d  ^  c  -\-  ip ,  wo  c  und  p 
reelle  Grössen,  p  eine  nicht  negative  bezeichnet,  und  <y/^ö>  0.  Der  Beweis 
ist  geführt,  wenn  man  zeigt : 

1)  Das  Integral  im  zweiten  Gliedc  von  (30,  b)  bleibt  endlich  und  con- 
tinuirlich  bis  incl.  p  =  0,  und   ist 

2)  die  Grenze  lür  ti  =  oo  von 

/•"/      0     .  .    d       .  \-«-i 

/      l  cos e  sm  —  cos  lu  )         du. 

J       ^       n  n  ^ 

0 

Beweis  von  1.  Es  wird  genügen,  wenn  wir  den  IJcwois  des  Satzes 
nur  für  den  reellen  Theil  des  Integrales  füliren.  Indciii  man  ccos/m  =  %  und 
cp  statt  p  setzt,   geht  dieser  in  das  Integral 


186  I.  Theil.     Drittes   Kapitel.  §42,30. 

dz 


ß-"' 


cosz 


von  c  bis  30  über,  dessen  Conlinuität  und  Endlichkeit  bis  an  p  =  0  klar 
ist.  Um  sie  auch  bis  p  =  0  iucl.  nachzuweisen,  zeigt  man  nur,  dass  das  In- 
tegral von  einem  hinlänglich  grossen  z  bis  oo  genommen,  beliebig  klein  wird. 
Für  beide  Grenzen  darf  mau  ganze  Vielfache  von  n  setzen;  sie  seien  wti  und 
(n-\-v)7i.  Dies  Integral  wird  in  der  That  für  jedes  v  bei  einem  hinläng- 
lichen grossen  ii  beliebig  klein. 

Zerlegt  man  es  nämlich  in  eine  Summe  solcher,  deren  Grenzen  sich  um 
TT  unterscheiden,  und  hat  eines  von  ihnen  die  Grenzen  mn  und  (m-j-l)/!,  so 
zerlege    man   dies   wieder  in   eines   von   mn   bis   Qn -{- ^^n,    und    eines  von 

(w-f  i)7r  bis  (m-\-i)Ti.  Das  erste  ist  das  Produkt  von  / cos z dz ^=  sin (m-{-^)Ti 

und  einem  Mittelwerth  der  Function 

zwischen  z  =  mn  und  z  ==^  (m -\- ^')n ,  so  dass  das  Integral  von  mn  bis 
(m-\'i)n  gleich  ist  cosmn  mal  der  Differenz  eines  Jlittelwerlhes  obiger 
Function  zwischen  mn  und  (nt'\-^)n  weniger  einem  Mittelwerthe  derselben 
zwisclien  (m-\--^)n  und  (m-{-i)n.  Da  sowohl  die  Exponentialgrösse  als 
auch  die  —  ^'*'  Potenz  nicht  zunehmende  Functionen  von  z  sind,  so  wird  das 
Integral  von  mn  bis  (m-\-i)n,  absolut  genommen, 

<  e-"'P^[(:m''n'-c')-'--e-P^((m-\-iyn'-  c')-''l 
also  das  Integral  von  nn  bis  (ti-\-v)n 

<  e-"P"(n-n^—  c*)-», 
daher  gleich  0  für  n  =  oc. 

Beweis  von  2.  Man  nehme  beim  Beweise  an,  es  sei  p  >  0 ;  der  Fall 
p  =r  0  erfordert,  da  der  1.  Satz  bewiesen  ist,  nur  unwesentliche  Modifikationen. 
Berücksiclitigt  man,  dass  dann  (S.  40) 

X  =  cos  — ,      la;— 1  =  — ?siu  — ,      f—  1-] \-r 

n  n  n 

(wenn  r  eine  Zahl  vorstellt  die  zur  zweiten  Ordnung  0  wird)  die  gehörigen 
Vorzeichen  besitzen,  so  kann  man   wie  S.  184  verfahren  und  erhält 

2 

wo  TS  und  y  mit  wachsendem  n  sich  p  und  c  nähern.     Hieraus  folgt 

gleich  Null  sobald  ;;,  gleichgültig  von  wie  geringer  Ordnung,  mit  n  zugleich 
unendlich   wird,  so  dass  man  für  ii  =  oc  setzen  kann 

wenn  /*  eine  Potenz  von  n  mit  einem  beliebig  kleineu  positiven  Exponenten 
bezeichnet.     Nun  ist 


§  42    30.  Kiigellunc-tion  zweiter  Art.  187 

nlog(i  +  a^.^)  =  na-J-^^  +  ^, 

Da  wa'  als  Grenze  2(p  —  et)  =  —2i6  hat,  so  convergirt   diese  Reihe  sehr 
schnell  zu  — 2i6z^  und  man  erhall  als  Grenze  von  Q^fcos — J 

dz 


2e.ö/    eiiozz. 


Dieser  Ausdruck  verwandelt  sich  durch  die  Substitution   -•  ^  —  isin4JM  in  das 
Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (30,  b). 

Aus  (30,/")  folgt,  wenn  0  reell  und  positiv  ist,  fiii-  J(d) 

(a)  .  . .     ^TiJ{d)  =  /    sin(öeosi?/)f/M, 

(j 

was   dem  gleichfalls  für  reelle  6  geltenden  Ausdruck  (30,  d)  für 

K{6)  entspricht.     Herr  Mehl  er  fand  (a)  in  den  mathem.  Annalen 

von  1872  direkt,   indem  er  von  der  Gleich.  (7,  6)  auf  S.  44  aus- 

ffinff.    In  derselben  vertauscht  er  6  und  od  mit  —  und  —•     Der 
^    ^  ^  n  n 

Uebergang  zur  Grenze  w  =  oo  verschafft  darauf 

/^Goscpdff  _    /" '^  sin <f  f/qp 

Setzt  man  links  (p  =  Ocosxp^  rechts  q)  =  0co»iu^  so  entsteht 
I     cos(öcosi/>)(/^  =  /     sin(öcosJM)^"- 

U  I) 

Die  linke  Seite  ist  aber  nach  (30,  d)  gleich    ^nJ(d)^  so  dass  die 
vorstehende  Gleichung  mit  (a)  übereinstimmt. 

Zu  dieser  kann  man  noch  die  folgenden  hinzufügen,   die  für 
ein  positives  rein  imaginäres  6  gelten 

(ß)  ...     —l7iJ(0)  =  I    sin(ösiniM)rfM, 

0 

{y)  ...  ^iß)  —  I    co&(6amiu)du. 

Man  leitet  die  erste  ab,  indem  man  die  Gleichung 

"  J       x'-|-cos''<jp        |/a;-+l' 
welche  aus  (4)  folgt,  mit  ^varixdx  multiplicirt  und  darauf  von  0  bis 
oo  integrirt.     Hierdurch  erhält  man 

r\^  ,        I '  •  dx 

I      e~''"'"fd<p  =  I     sm??x --£=:, 
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und  für  j;  =  — iO  ist  dies  {ß).     Geht  man  von  der  Formel 
A  /'''        <^>-         _        1 

aus,  multiplicirt  dieselbe  mit  cosrjxdx  und  integrirt  von  0  bis  rx:, 
so  findet  man  (y)  für  r]  ==  —id. 

Die  Function  ./,  welche  hier  durch  einen  Uebergang  zur  Grenze 
eingeführt  wurde,  aber  schon  auf  S.  82  auftrat ,  kam  dort  mit  an- 
deren ähnlichen  Functionen  J„  zugleich  vor  und  wurde  mit  dem 
untern  Index  0  versehen.  Sobald  die  Jn  wieder  neben  ihr  vor- 
kommen, werden  wir  ihr  auch  wieder  den  hier  bedeutungslosen 
Index  0  anhängen. 

Die  Differentialgleichung  (8)  der  Kugel functionen  ver- 

wandelt  sich,  indem  man  in  der  Form  (6)  derselben  —  für  6  setzt 

und  H  unendlich  nimmt,  in  die  Gleichung 

(31)  . . .     0dh  +  dz,dd -f  6z dd'  =  0, 
die  also  J{d)  und  K{0)  zu  Lösungen  hat. 

§  43.  Der  hier  hervorgehobene  Zusammenhang  mit  der  Kugel- 
function  dient  zur  Einführung  der  neuen  Functionen;  aus  demselben 
gewinnt  man  erst  eine  wissenschaftlich  begründete  Einsicht  in  die 
Eigenschaften  der  Cylinderfunctionen.  Es  empfiehlt  sich  aber,  diese 
Functionen  auch  selbständig,  nicht  allein  als  Grenzfälle  der  com- 
plicirteren  Kugelfunctiouen  zu  behandeln,  und  nur  die  Gesichts- 
punkte der  Theorie  der  letzteren  zu  entnehmen.  Einen  werthvoUen 
Beitrag  für  diese  Darstellung  hat  Herr  Carl  Neu  mann*)  in  seiner 
„Theorie  der  Bessel'schen  Functionen"  geliefert,  die  er  als  ein 
Analogon  zur  Theorie  der  Kugelfunctionen  bezeichnet,  und  zu- 
mal durch  das  später  zu  entwickelnde  Additionstheorem  der  Cy- 
linderfunctionen, bereicherte.  Von  neueren  Arbeiten  benutze  ich 
ausser  dieser  Schrift  bei  der  unten  folgenden  Darstellung  haupt- 
sächlich meine  kurze  Abhandlung  in  Borchardt's  Journal  f.  M.**). 
Aus  dem  grossen  Reichthum  von  Formeln,  die  man  in  den  Ar- 
beiten über  diese  Functionen  findet,  habe  ich  nach  den  auf  S.  9—10 
angegebenen  Gesichtspunkten  eine  Auswahl  getroffen. 

Zur   Literatur   der    Cyliuderfuncliouen    gebe    ich,    eine    Tafel    des    Herrn 


*)    Leipzig,   18(37. 

*)    Die  Fouiiei-Bessersche  Function,  Bd.  69,   1868. 
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Carl  Neu  mann  fortsetzend,    ausser  ilen  bereits  oitirten  Werken  noch 
folgende  an: 

Fourier,  Theorie  analytique  de  la  clialeur.     S.  369  (1822). 

Poisson,  Sur  la  distribution  de  la  chaleur  dans  les  corps  solides.    Journal 

de  TEcole  polyt.    Gab.  19.  S.  349  (1823). 
Bessel,    Untersuchungen  des  Tbeils  der  planetarischen  Störungen,    welcher 
aus    der    Bewegung    der  Sonne   entsteht.     Abb.  der  Berliner  Akad.  d. 
Wiss.  aus  dem  Jahr   1824. 
Jacobi,  Formula  transform.     Grelle,  .1.  f.  M.  Bd.  15,  S.  13  (1836). 
Hansen.  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  etc.    Schriften  der 

Sternwarte  Seeburg.     Gotha  (1843). 
Kummer,  De  integralibus  definitis  et  seriebus  infinitis,      Grelle,  J.   f.   M. 

Bd.  17. 
Kirchlioff,  Feber  den  inducirten  Magnetismus  etc.    Grelle,  .1.  f.  M.  Bd.  48. 
Anger,   Untersuchungen  über  die  Function  7^,    etc.  (185.5)    und  die  Fest- 
schrift über  das  Integral  etc.    Danzig  (1858). 
Riemann,  Zur  Theorie  der  Nobili 'sehen  Farbenringe.   Po  gg.  Ann.  95.  Bd. 

(1855). 
Lipschitz,  Ueber  ein  Integral  der  Differentialgleichung  etc.    Borcbardt's 

Journal.  Bd.  56. 
Schloemilcb,  Ueber  die  Bessel"  sehe  Function.    Zeitschr.  f.  Math.  u. Physik. 

II.  Jahrgang. 
Garl  Neumann,    Ueber   die  Theorie  der  Wärme  und  Elektricität.     Bor- 
cbardt's Journal.  Bd.  62. 
Lomrael,  Studien  über  die  Bessel'schen  Functionen.     Leipzig  (1868). 
Carl  Neumann,    Ueber    die  Entwickelung    einer  Function    nach  Quadraten 
und  Produkten  der  Fourier-BesseUschen  Functionen.     Berichte  der 
Sachs.  Gesellsch.  d.  W.  aus   1869. 
Ausserdem  treten  diese  Functionen  in  mehreren  neueren  Arbeiten  auf,  von 
denen  ich  die  in  den  Mathem.  Annalen  ei-scbienenen    der  Herren  H.  Weber, 
H.  Hankel  (1.  Bd.),    Lommel  (2.  u.  3.  Bd.),   Schläfli  (3.  Bd.),  Mehler, 
Ermakoff  (5.  Bd.)  erwähne,  aus  Borcbardt's  Journal  die  Abiiandlungen  der 
Herren  Mehler  (Bd.  68)  und  H.  Weber  (Bd.  69,  75,  76). 

Die  Differentialgleichung  ß—  +  ^  -»-ö*--« 

(31)...   ed:'z^d-.dd-\-d-.de'  =  o  ci&'    ^® 

stellen  wir  an  die  Spitze  unserer  Theorie   der  Cylinderfiiue- 
tionen.    Andere  Formen  derselben  Gleichung  sind 
(31, a)...     d'j;  +  Ö's(dlogÖ)^r-Ü, 
(31,  b)  ...     4dh  +  r]<d\ogr^y  =  0;     (^  -  0'-),  i\     ^    :^^ 

(31,  c)...     Tjdh-i-dzdT]-]-izdT]'  =  0.  1   o*v'        ^'l 

Wenn  man  versucht  (31,  d)  durch  Reihen  zu  integriren,  wobei  man 
die  Gleichung 

d(0'')  =  nO"d\ogO 
benutzt,  so  findet  man  eine  Lösung,  welche  mit  dem  Buchstaben 
J  bezeichnet  wird,  nämlich  den  Ausdruck  (30)  für  J(0)^  also 


■[90  T-  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  43^  31. 

(30)  . .  .     J{0)  =  f(.9,  g,  1,  --^)     für     .9  =  3ü. 

Die  allgemeinen  Regeln  der  Integralrechnung  zeigen,  dass  ein 
zweites  Integral  sich  nicht  in  eine  Reihe  entwickeln  lässt,  die 
nach  Potenzen  von  6  aufsteigt,  sondern  dass  es  die  Form  hat 

^,    =:J(ö).l0gö  +  y, 

WO  y  eine  nach  geraden  Potenzen  von  6  aufsteigende  Reihe  be- 
zeichnet, die  sich,  wie  Herr  Carl  Xeumann  gefunden  hat,  in  eine 
einfache  Form  bringen  lässt.     Man  erhält  nämlich 

(30,.^)  ...    s,  =  J(Ö)logÖ  +  2aJ,(^)-U,(Ö)+i./,(Ö)-...), 
wo  Jo,  «^4,  etc.  die  Functionen  sind,   welche  man   aus  (14,  r)  auf 
S.  82 "kennt.     (M.  vergl.  §  61,  Gleich.  44,  /•.) 

Indem  man  i^logö^  für  logö  setzt,  kann  man  die  zweite  par- 
tikuläre Lösung,  ebenso  wie  die  erste,  als  Function  von  d'^  =  t] 
auffassen,  was  mehrfach  geschehen  wird  (s.  u.),  wie  0(x)  als  Func- 
tion von  X.  Nach  jener  Umwandlung  des  Logarithmus  ist  der  Aus- 
druck 5,  wenn  man  von  ö  =  0  in  das  reell  positiv  Unendliche  einen 
Querschnitt  zieht,  in  der  ganzen  Ebene  bis  an  den  Querschnitt  ein- 
deutig und  continuirlich  und  giebt  für  —6  denselben  Werth  vrie 
für  d. 

Unten  drücken  wir  z,,  oder  vielmehr  eine  Combination  von  js^ 
und  J  (m.  vergl.  (44,  f))  durch  das  bestimmte  Integral  (30,  6) 
für  K  aus,  welches  ebenso  neben  (30,  g)  zu  verwenden  ist,  wie 
der  Ausdruck  von  Q  durch  ein  Integral  neben  dem  einen  Loga- 
rithmus enthaltenden  (20,  c).  Dieses  Integral  K  verliert  aber 
die  Bedeutung,  wenn  6  einen  negativ  imaginären  Theil 
bekommt,  definirt  also  die  Function  nur  auf  der  Seite  des 
positiv  Imaginären  und  ist  durch  die  Gleichung' K(0)=K(— 6) 
fortzusetzen. 

Es  sei  6  die  Quadratwurzel  aus  06  =  7],  welche  einen  posi- 
tiven imaginären  Theil  besitzt  oder  eine  positive  reelle  Zahl  ist. 
Wir  ziehen  einen  Querschnitt  in  der  Ebene  der  ?]  von  t]  =  0  in's 
positiv  Unendliche,  die  Axe  des  positiv  Reellen,  und  suchen  den 
Ausdruck  der  Lösungen  durch  Integrale,  die  in  der  Ebene  bis  an 
den  Querschnitt  continuirlich  bleiben.  Im  Querschnitt  selbst 
wird  als  Lösung  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Wer- 
th en  am  Rande  der  Ufer  genommen,  d.  h.  wenn  t]  einen  Punkt 
im  Querschnitt,   also  eine  positiv  reelle  Zahl  bezeichnet,   aus  den 
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Werthen  für  r]-\-0.i  und  T]  —  0.i^  oder  O.i-\-0  und  O.i  —  d.  Dieses 
Mittel  gentigt  der  Differentialgleichung  noch  im  Querschnitte  selbst 
und  ist  ein  von  J  verschiedenes  Integral. 

Die  Gleichung  (31)  integriren  wir  hier  durch  bestimmte 
Integrale:  Bildet  man  aus  6  und  einem  Winkel  (p  eine  Function 

y  =  git^coscp^ 

so  wird  offenbar 

rn^      ß^^'y -U6  ^y  ^o',j-    ^'y 


Setzt  man  lydcp  für  s  in  die  linke  Seite  von  (31)  ein,  so  ver- 
wandelt sich  diese,  abgesehen  vom  Factor  t/ö",  in  —dy:  dcp^  d.  h. 
in  i0smq)yj  ist  also  Null  flir  q)  =  0^  ausserdem  aber  für  (p  =  n^ 
so  dass  mau  zunächst  ein  endliches  Integral 


=y    ydcp 


als  Lösung  von  (31)  erhält.  Da  dies  für  6  =  0  sich  in  n  ver- 
wandelt und  als  endliche  Lösung  dieselbe  sein  muss,  wie  die  in 
(30)  enthaltene,  so  ist  sie  nJ{d)  und  man  gewinnt  auf  diese  Art 
wiederum  den  Werth  (30,  a)  für  J{d).  Ferner  wird  iösinqp.!/  auch 
dann  gleich  Null,  wenn  y  selbst  Null  ist.  Dies  geschieht  nur  und 
immer,  wenn  qp  einen  solchen  Werth  annimmt,  dass  iöcosqp  einen 
negativ  reellen  Theil  erhält,  der  unendlich  wird.  Man  findet  also 
immer  eine  Lösung  z  der  Gleichung  (31),  wenn  man  in  dem 
Ausdruck 

5  =  /      C'^cosm^j^ 


-f 


u  so  in's  Unendliche  wachsen  lässt,  dass  die  Exponential- 
grösse  zu  Null  convergirt.  Dies  gentigt  schon,  da  y  als  Ex- 
ponentialgrösse  auch  hinreichend  schnell  zu  Null  convergirt. 

Gehört  -q  nicht  dem  Querschnitte  an,  so  wird  y  Null,  wenn  v 
in  das  reelle  positiv  Unendliche  wächst,  welches  da,  wo  eine 
nähere  Bestimmung  wünschenswerth  ist,  nicht  schlechtweg  mit  cx)^ 
sondern  durch  g  bezeichnet  werden  soll.  In  der  That  ist,  wenn 
man  wie  oben  0  =^  c-\-pi  setzt, 

///  QtO  cos  i<j  —-  g—p  cos  ig  —~  Q^ 

War  dagegen  0  reell  (also  positiv),  so   darf  man  uicht  auf  diese 
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Weise  in's  Unendliclie  gebeu,  wolil  aber  so,  dass  u  =  g-{- ^ni  wird, 
da  dann 

iöcosM/  =  iO^mig 
negativ  unendlich  ist.  Das  erste  Mal  kann  man  also  nach  u  auf 
der  Axe  des  Reellen  von  0  bis  g  integriren,  das  zweite  Mal,  und 
da  y  continuirlich  ist  auf  beliebigem  Wege ,  bis  ö»  +  |m ,  z.  B.  in- 
dem man  von  0  auf  der  Axe  des  Imaginären  bis  ^ni  und  von  da 
parallel  und  gleichgerichtet  der  Axe  des  positiv  Reellen  in's  Un- 
endliche integrirt.    Man  hat  also  den 

I.  Satz.  Die  Differentialgleichung  (31,6)  hat  zwei 
particuläre  Integrale  J  und  ff^,  von  denen  das  erste  durch 
die  Gleichung 

(30,  c)  ...     J(0)  =  Lpe^oc<.,if  ^^  ^  j(^_  ßy^    (ßi  ^  ^^ 

0 

ausgedrückt  wird.  Das  andere  ist,  wenigstens  so  lange 
nicht  Tj  eine  positiv  reelle  Grösse  vorstellt,  wenn  man  den 
imaginären  Theil  von  0  positiv  nimmt, 

(30,  h)  ...     K{d)  =  reo^^'i^du  =  K{-  6);     (g  =  oo). 

ü 
Für  ein  0  im  Querschnitte  selbst  hat  man  zwar  so  eben  gleich- 
falls eine  Lösung  gefunden,  nämlich 


/ 


0 

es  ist  dies  aber  nicht  eine  solche,  welche  nach  unserer  Festsetzung 
S.  185  durch  K(d)  bezeichnet  werden  darf;  vielmehr  ist  dort  K  ein 
arithmetisches  Mittel  und  man  hat  den 

IL  Satz.     Ist  aber  r]  positiv  reell,  so  wird 

(30,  d)  ...     K(0)  =  f'GO&CO  coBiu)du  =  K(-  6). 

u 

§  44.  In  den  Integralen  für  J  und  K  können  ausser  den 
reellen  auch  imaginäre  Substitutionen  vorgenommen  werden. 
(M.  vergl.  meine  früher  erwähnte  Abhandlung  im  69.  Bande  von 
Borchardt's  Journal). 

Im  vorigen  Paragraphen  zeigte  sich,  dass  man  für  jeden  Werth 
von  1]  eine  Cylinderfunction  zweiter  Art  erhält,  wenn  man  y  du  von 
0  bis  oo  integrirt.  An  der  obern  Grenze  trat  aber  (s.  oben)  eine 
Discontinuität  ein ,  indem  man  im  allgemeinen  bis  g-,   nur  für  ein 
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Kugelfiinction   zweiter  Art. 


19.3 


reelles  ö  bis  ^f  -f-  v]  ni  integvirte.    Dieser  Sprung  lässt  sich  erklären 
uud  vermeiden  durch  den 

III.  Satz.     Bezeichnet  6  eine  beliebige  Zahl  mit  nicht 
negativeni  imaginärem  Theile,  und  setzt  man 

—  id  —  o(cosa  —  isina),     (-—  ^n  l^a  ^  ^tt), 


so  wird 


(6)  . . .     / 


Vi  («+;f)' 


'"  du 


eine  Lösung  von  (31),  und  bleibt  unverändert,  welchen 
reellen  Werth  zwischen  —^n  und  ^n ,  mit  Ausschluss 
dieser  Grenzen*),  man  auch  x  beilegt. 

In  der  That  hat  das  Integral  erstens  eine  Bedeutung 
und  ist  zugleich  eine  Lösung  von  (31),  sobald 

—  idGosi[g-\-  (a-\-x)i]  =  a(cosa  —  isina)cos(a-f-/  — i^) 
einen  positiven  reellen  Theil  besitzt.     Der  reelle  Theil  ist 

a  [cos  a  cos(ö  -)-  x)  cos  ig  —  i  sin  a  sin  (a  -{-  x)  sin  ig]- 
Setzt  man  für  conig  und  isini^f  ihre  Ausdrücke  durch  Exponential- 
grössen,  so  wird  der  Theil,  welcher  mit  g  iu's  Unendliche  wächst 

jacosx-e^, 
also  in  der  That  posi- 
tiv, wenn  -^n<:x-<}7i. 
Zweitens  ist  das 
Integral  (b)  von  x 
und  von  dem  Inte- 
grationswege un- 
abhängig. In  der 
Figur  sei  AX  die  Axe 
des  positiv  Reellen, 
AY  des  positiv  Imagi- 
^  uären^  AB  =  g,  AC=a, 
also  nicht  grösser  als 
^n.  Die  Figur  zeigt 
den  Fall  eines  0  mit  po- 
sitivem reellen  Theile, 

*)  Die  Untersuchung  ist  so  geführt,  dass  sie  noch  für  die  allgemeineren  Integrale 
des  §  57  gilt,  in  welchen  die  nach  u  zu  integrirende  Function  aus  der  ohigen  durch 
Multiplikation  mit  cosü'«  entsteht.  In  dem  hier  vorliegenden  Falle  darf  man  die 
Grenzen  ±^n  noch  einschliessen,  wie  sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  zeigen 
liesse. 

Heine,  Theorie  der  Kiigelfuuctiouen.     2.  Aufl.  J3 
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CE  imd  CH  sind  gleich  47r,  so  dass  alle  Werthe,  die  i(a-\-x)  bei 
veränderlichem  x  annehmen  kann,  zwischen  E  und  H  lie- 
gen. In  dem  besonderen  Falle ,  dass  a  =  ^tt,  würde  H  genau  in 
A  fallen,  während  H  für  jedes  andere  positive  a,  wie  in  der  Figur, 
auf  der  negativen  Axe  der  Y  liegt.  AB'  ist  gleich  AB  gemacht. 
Die  Figur  wird  dann  in  selbstverständlicher  Art  vollendet. 

Der  Punkt  D  stellt  die  Zahl  g-{-ai  vor,  sämmtliche  Punkte  A' 
auf  FK,  nur  F  und  K  ausgeschlossen,  sind  Zahlen  g -{- i(<x -\- x)-    Es 

wird  nun  behauptet,  dass   /ydu  sich  weder  ändert,  wenn  man  von 

A  aus  auf  verschiedenen  Wegen  bis  zu  demselben  Punkte  A,  noch 
wenn  man  bis  zu  verschiedenen  Punkten  A,  die  sämmtlich  auf  FK 
liegen,  integrirt.  Das  erste  ist  klar,  da  die  verschiedenen  Inte- 
grationswege einen  Raum  einschliessen,  in  welchem  y  endlich  und 
einwerthig  bleibt.  Um  das  zweite  zu  beweisen ,  zeige  ich ,  dass 
das  Integral  über  ACMN  gleich  ist  dem  über  ACD.  Dies  ergiebt 
sich  daraus,  dass  das  Integral  über  das  Rechteck  CMNDCl^uW  ist, 
ebenso  auch  dass  über  AD,  da  der  Weg  ND  endlich  und  die  zu 
integrirende  Function  y  im  Unendlichen,  also  auf  der  Linie  FK  mit 
wachsendem  g,  Null  ist. 

Der  soeben  bewiesene  III.  Satz  klärt  die  früher  erwähnten 
Verhältnisse  auf.     Wir  heben  folgende  Punkte  hervor: 

1)  Ist  0  nicht  gerade  reell,  so  wird  absolut  genommen  a<47r, 
und  daher  liegt  die  Axe  des  Reellen  AB  innerhalb  des  Rechtecks 
KFF'K'^  —  während  sie  im  Falle  eines  reellen  ö,  also  für  a^-ji^im, 
in  eine  Seite  des  Rechtecks,  nämlich  in  KfC  oder  FF'  fallen  würde. 

Das  Integral  stimmt  also  mit  /ydu  über  die  Axe  des  Reellen  ge- 
nommen überein. 

2)  Ist  0  reell  positiv,  so  wird  a  =  ^tt  und  CD  halbirt  das 
Rechteck  EFKH.  Das  Integral  über  ACD^  d.  h.  von  0  hhg-\-lm, 
ist  daher  dasselbe,  als  ob  man  von  A  bis  zu  einem  Punkte  integrirt, 
der  beliebig  nahe  an  B  auf  BD  liegt.     Man  findet  also 

(30,  g)  ...     /■'"  ''"e'"  «^os  iu  (/j^  ^  i{(^ß  +  0.  i), 

so  dass  die  für  ein  t]  im  Querschnitt  gefundene  Lösung,  wie  früher 
(S.  192)  schon  erwähnt  wurde,  nicht  hX0),  sondern  K{0-\-O.t)  ist. 

3)  Der  Werth  von  A'  am  negativen  Uferrand  lässt  sich  iu  ahn- 
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lieber  Art  duicli  ein  Integral  ausdrücken,  welches  sich  von  0  bis 
g  —  ^ni  erstreckt.     Denn  nach  (30,  d)  ist 

hXO-O.i)  =  A'C—Ö -1-0.0. 
Man  hat  nun  nach  dem  III.  Satze  zu  machen 

i(d — O.i)  =  a(cosa — isina)  =  0  +  iö, 
so  dass  a  nahe  gleich  — -\7c  zu  setzen  ist.     Es  ergieht  sich  also 

(30,  h)  ...     hX6  -0.0=  /'""'^'e-'"  <=''^'" du. 

I) 
4)  Die  Integrale  für  K(0-±O.i)  kann  man  in  solche  umwandeln, 
in  welchen  auf  reellem  Wege  integrirt  wird.  Indem  mau  den  Weg 
von  0  bis  <7+i^' iii  einen  Weg  von  0  bis  i  ^tt?  und  einen  zweiten 
von  +\ni  bis  g-^\7ti  zerlegt,  und  auf  dem  ersten  u  =  +^9'?  ^uf 
dem  zweiten  n  =  ^^ni-\-v  setzt,  erhält  man 

K(6 ±0.0=  /     e'^ ''"''' dv±i  f'^ e± '" '""'v  dcf. 

Hieraus  erhält  man  sofort  für  die  Differenz  der  beiden  Werthe  am 

Uferrande  die  Gleichung 

Kid  -i-0.i)-K(0-0.i)  =  in  J{0\ 

welche  auf  S.  185  direct  bewiesen  wurde. 

Hieraus    ergeben    sich    für  die   Cylindeifunctioneu  die   Sätze 

über  die  imaginäre  Substitution.    Man  zeigt  leicht,  dass  eine 

solche  in  dem  Integrale  für  J  erlaubt  sei ,  nachdem  man  dort  die 

Grenzen  auf  —n  und  n  gebracht  hat,  und  findet 

1    /'^ 
(c)  . . .      J(e)  =  ^^l     e'«"=oH9'+'<')rf9^, 

—  •? 

welche  reelle  oder  nicht  reelle  von  (p  unabhängige  Grösse  auch  lo 

vorstellen   möge.     Aehnlich   verhält   es   sich   mit   K.     Indem    mau 

beide  Fälle,  den  eines  rj  ausserhall)  oder  innerhalb  des  Querschnitts 

zusammenfasst  und  beachtet,  dass  nur  im  Querschnitt  /('(Ö  +  O.O  von 

K(ß)  verschieden  ist,  hat  mau 

/»'/-+  'fa  +  y) 
(I 

Vertauscht  man  ti  mit  — ?/,  so  ist  rechts  dieselbe  Function,  von 
—  g — i(a  +  x)  ^is  Ö?  "^^^  integriren.  Man  kann  als  untere  Grenze 
aber  auch  — g  —  ia-\-ix  nehmen,  da  das  Integral  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  für  %  irgend  einen  Bogen  zwischen  —  \n  und  ^jt  setzt. 
Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  der 

13* 
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IV.  Satz.     Bezeichuet  d  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 
(c)  . .  .     ^f  'p'«"-°Kv+'<')d,y  =  3(0)  =  J(—  d), 

—  TT 

Hat    6    eiueu    nicht    negativeu     imaginäreu    Tboil     und 

setzt  mau 

—  id  =  a(cosa  —  isina)     ( —  ^n  <C  a  <C  ^tt), 
so  wird 

(d)  ...     ^r'^"'e^^''°'''^"-^'^^dn  =  K(d-\-0.i) 

— g — ai 

und  K(d)  —  K{ — 0).  Die  Coustante  to  kann  in  (c)  willkür- 
lich genommen  werden;  in  (d)  muss  der  reelle  Theil  von 
cosiw  positiv  sein,  d.  i.  der  reelle  Theil  von  ia>  die  Form  haben 
X  -j-  2mn^  wo  —  ^ti  <  ^  <  ^n. 

Der  Ausdruck  (d)  ändert  sich  oifenbar  nicht,  wenn  man  als 
obere  Grenze  irgend  einen  unendlichen  Werth  mit  positivem,  für 
die  untere  mit  negativem  reellen  Theile  setzt,  für  den  id  co^i^u  -\-  lo) 
einen  negativ  unendlichen  reellen  Theil  erhält. 

Die  hier  entwickelten  Sätze  für  die  imaginäre  Substitution 
werden  unten  eine  erhöhte  Bedeutung  gewinnen,  während  wir  sie 
hier  nur  auf  die  Transformation  der  Integrale 

1  /•7I  /•» 

/       ei(.acos(p+hs>n(p-)fJ^^       ^  ßi(acosm+6  sin,«)  ^j,        ^g  —  ^ 

2n  J  J 


anwenden.  Das  erste  ist  gleich  J(|/a^-f  6*).  Beim  zweiten  ist  zu- 
nächst der  Fall  eines  reellen  a  und  b  zu  erwähnen;  nimmt  man 
]/a.^4-ö^  niit  dem  Zeichen  von  a,  so  wird  das  Integral  gleich 
K(^d'-\-  6'-|-0.i);  für  a  =  0  ist  das  Integral  unendlich.  In  den  anderen 
Fällen  hat  es  einen  Werth,  nämlich  K{^d^-\-h^\  sobald  ia  +  6  und 
la  —  h  einen  negativen  reellen  Theil  besitzen. 

Weiteres  über  die  allgemeineren  Integrale  findet  man  §  58  u.  f. 
Ferner  wird  man  im  §  60  Functionen  kennen  lernen,  die  ganz 
ähnliche  Eigenschaften  besitzen  wie  J  und  Ä",  nämlich  die  endliche 

Function  — -^ —  und  die  im  Endlichen  unendliche  — -^ —   Die  Be- 
o  ö 

deutung  derselben  als  Cylinderfunction  höherer  Ordnung  findet  man 
im  III.  Theil. 


Den  im  §  42  entwickelten  Formeln  füge  ich  noch  einige  andere 
hinzu,  die  mehrfache  Anwendungen  finden: 


§45,  31.  Kugclfunction  zweiter  Art.  X97 

Herr  Lipsehitz  zeigt,  dass  man  habe 

}a'-\-b'      •>; 
Vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  a  positiv  und  grösser  als 
der  von  bi  sei,  hat  man  nämlich 

1  1    /'^      /"^ 

wenn  der  reelle  Theil  auf  der  Linken,  der  nach  der  obigen  Vor- 
aussetzung nicht  Null  sein  kann,  positiv  genommen  wird.  Durch 
Umkehrung  der  Integrationsordnung  erhält  man  (d).  Für  ein  reelles 
b  darf  auch  a  gleich  Null  genommen  werden. 

Multiplicirt  man  (d)  mit  cos  aörfa,  integrirt  von  0  bis  oc  und 
setzt  6  =  1,  so  erhält  man  nach  (y)  auf  S.  187  für  ein  reelles  d 
den  Ausdruck  des  Herrn  Mehler 
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neben  der  früher  gefundenen  Formel  (/),  welche  hier  zur  Ab- 
leitung benutzt  wurde. 

§  45.     Es  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  dass  die  Gleichung 
auf  S.  78 

(11)  . .  .     -i-  =  ^Z{^n-\-\)P\x)Q\y) 

y  X  n=l) 

immer  besteht,  sobald  c/^Cj^  —  Vx^  —  I)  >  c/^(?/— lV~l)i  wenn  j; 
und  l^'a;'  — 1,  ebenso  y  und  y*?/* — 1  dasselbe  Vorzeichen  erhalten. 
(M.  v.ergl.  S.  79).  Den  Beweis,  den  ich  ursprünglich  gegeben  hatte, 
ersetze  ich  durch  einen  wesentlich  einfacheren,  welchen  Herr 
Laurent  gefunden  und  in  der  S'*""  Serie  des  Liouville'schen 
Journals,  1.  Band,  November  1875  mitgetheilt  hat. 

Durch  eine  einfache  Combination  der  Gleichungen  (16)  und 
(17,  b) 

{n-Y\)P"^\x)-{2n-^\)xP\x)-{-nP'"\x)  =  0, 

(«  +  l)(?'''''(!/)-(2«+l)»/(?"(//)  +  «(?"-'(y)  =  0, 
findet  man  mit  Herrn  Christoffel"''), 


*)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  55,  S,  72.  Herr  Daiboux  macht  im 
Liouville'schen  Journal,  2.  Band,  1876,  darauf  aufmerksam,  dass  die  erwähnte 
Combination  von  Herrn  Christoffcl  schon  im  Jahre   1858  angegeben  wurde. 
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für  «  =  0  verwandelt  sich  diese  Gleichimg  in 

{Q\y).P\x)-P\x)Q\y))  =  l-{-{:x-y)P\x)Q'(:y). 
Hieraus  ergiebt  sich  durch  Summation  nach  n  von  w  =  0  an  bis 
zu  einem  n  von  beliebiger  Grösse 

(»/-^)^(2«+i)p'V)o"(»/)  =  i+(«-i-i)(n^)(?"^'(?/)-(?\2/)f'""(^)). 

Für  M  =  CO  wird  das  Glied;  welches  auf  der  Rechten  zu  1  hinzu- 
tritt,  Null.  Setzt  man  nämlich  cc  — ^x'— 1  =  |  und  y—]fy''—\  =  rj, 
so  folgt  aus  den  Gleichungen  (28),  wenn  weder  c/^(b)  noch  cfC(rj) 
gleich  1  ist,  dass  bei  wachsendem  n  mit  beliebiger  Annäherung  sei 

nP\x-)Q\x)  =    .  "^    — ^-(4)^ 

also  Null,  sobald  cf/f]  angebbar  unter  cfl^  liegt.  Wenn  cf^^=  1, 
so  modificirt  sich  der  vorstehende  Ausdruck,  wie  aus  (28,  c)  her- 
vorgeht, zu 

tf^^      sin  (n  +  0  ^  +  cos  (w  +  j )  0 

yi— >?*  ysin^ 

wird  also  gleichfalls  Null,  sobald  ,fCri<.\^  d.  i.  wenn  J{i]  kleiner 
als  JC^  genommen  ist. 

1.  Anmerk.  Neben  die  Entwickelung  von  \:{y  —  x)  in  eine 
geometrische  Reihe,  welche  in  dem  Kreise  JC{pc)  <  Ji{y)  conver- 
girt,  und  die  hier  vorliegenden  nach  Kugelfuuctionen,  welche  in 
der  Ellipse  cfC^>  dCt]  convergent  ist,  kann  man  eine  andere 
stellen,  die  gleichfalls  im  Innern  derselben  Ellipse  gültig  ist.   Man  hat 

i£Ei  =. -1- 4-_J— 1 

y  —  x  1  —  T]^    '  1—t]^-^ 

Sobald  cftr}-<cfC^  lassen  sich  die  Ausdrücke  auf  der  Rechten 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  i]^  und  rj^-'^  entwickeln,  und  man 
erhält 

y  —  X        1  —  T}  \ 

eine  Reihe,  die  nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen  von  ^  ge- 
ordnet ist.  Setzt  man  a;  =  cosö,  es  möge  0  reell  oder  imaginär 
sein,  so  findet  man  daher  in  der  Ellipse  die  Entwickelung  nach 
Cosinus  der  Vielfachen 

^—^  =    ,   ^      (\-\-'22{y-  |/p=^)«cos»Ö). 

I/-C0SÖ        vV-l^  -r      KV      vy       j  j 
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Um  auch  eine  Entwickehmg  nach  rj  zu  erhalten,  verwandelt 
man  auch  1 :  {X—rf)  in  eine  Reihe  und  sammelt  die  Factoren  einer 
bestimmten  Potenz  von  ri^  z.  B.  der  w  +  1'^"-     Diese  sind 

•2(^"  +  ^")+2(^"-^+^»+2)+2(^"-^+l-'+")-f-•••, 

wenn  die  letzte  Parenthese,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 
ist,  ^'"M"^  oder  1  enthält.  Summirt  man  diese  geometrische  Reihe 
und  setzt  wieder  x  =  cosö,  so  entsteht 

1         _o  ^  sin(w+l)ö 


=  '^2      iJf,     -n' 


y — cosö         n=(j       sinö 
eine  Entwickelung  nach  Diiferentialquotienten  der  Grössen  coswö, 
genommen  nach  cos^. 

Im  letzten  Theile  wird  die  Bedeutung  dieser  Formeln  in  Bezug 
auf  die  Entwickelung  (11)  deutlicher  hervortreten,  indem  dort  §  124 
cos «6*,  sein  Diöerentialquotient  nach  cos  (9  und  P"  als  Functionen  der- 
selben Art,  der  Ordnung  1,  3  und  2  auftreten. 

2.  An  merk.  Herr  Carl  Neumann  bringt  die  Entwickelung 
(11)  von  l:y — x  mit  einem  bekannten  Satze  von  Cauchy  in 
Verbindung.  Bezeichnet  f{y)  eine  Function,  welche  für  alle  Punkte 
einer  Ellipse  an  deren  Begrenzung  cU{y-\-\y'^—V)  constant  ist, 
continuirlich  bleibt,  so  findet  man  aus  (11) 

2inf{x)  =  /}(y)-^  =  2(2n-\-l)PXx)Jky)Q"(y)dy, 

wenn  man  die  Integration  über  den  Rand  der  Ellipse  erstreckt, 
so  dass  der  Satz  entsteht:  Für  alle  Punkte  im  Innern  der  Ellipse 
kann  man  setzen 

f(x)  =  2anr(x),     a„  =  -^^^iff(yW(y)dy. 

Wendet  man  aber  den  Cauchy' sehen  Satz  auf  einen  ringförmigen 
ebenen  Raum  an,  der  durch  zwei  confocale  Ellipsen  mit  dem  Brenn- 
punkt +  1  begrenzt  wird,  so  findet  man  für  den  Werth  einer  in 
diesem  Räume  monodromeu  und  monogenen  Function  f  im  Punkte 
z  des  Raumes 

/•(.-) -:^««i"'(^0  +  6«C>"(O, 

wenn  gesetzt  wird 

a,  =  -(2^/ft.)C'(=)</., 
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und   die   Integrationen    /   und    /  sich  auf  die  «äussere  resp.  die 

a  t. 

innere  Begrenzung  beziehen.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man 
offenbar  für  die  Darstellung  von  f  durch  obige  Reihen,  die  nach 
Cosinus  der  Vielfachen  von  6  oder  den  Differentialquotienten  der- 
selben geordnet  sind. 

Man  bemerke  noch  die  Formeln  des  Herrn  Carl  Neumann: 

(ß  =  "), 


2w+l 

wenn  über   die  Peripherie   einer  Ellipse   in  positiver  Richtung  in- 
tegrirt  wird;  und 

es  mögen  m  und  n  gleiche  oder  ungleiche  ganze  positive  Zahlen  sein. 


Tiertes  Kapitel. 

Zugeordnete  Functionen. 

§  46.  Aus  der  Darstellung  von  P  durch  das  Integral  von 
La  place  folgt  unmittelbar,  dass  die  Function  P"(x)  der  Mittel- 
werth  von 

(x  +  cos  (p.]/x^ — 1)" 
zwischen  tp  =  0  und  (p  =  Jt  sei,  d.  i.  das  von  tp  unabhängige  Glied 
in  der  Entwickelung  jener  Potenz  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von 
rp.    In  Folge  von  (5,  a)  auf  S.  36  muss  dasselbe,  wenn  x  positiv 
und  zugleich  nicht  rein  imaginär  ist,  auch  für  die  Function 

(x-\-cos(p.^x^ — 1)^'*-^ 
gelten.     Während   wir   bisher  nur  über  das  von   rp    unabhängige 
Glied  handelten,   werden  jetzt  die  übrigen  Glieder  der  Entwicke- 
lung und  zwar  als   zugeordnete  Functionen  erster  Art   ein- 
geführt. 

Die  Entwickelung  der  positiven  7«'^"  Potenz  des  Binoms  in 
eine   trigonometrische  Reihe  finde  ich*)  mit  Hülfe  der  Transfor- 

*)    Dissertatio  inauguralis   1842;  §  8. 
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mation 

Entwickelt  man  vermittelst  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  nach 
Potenzen  von  z-,  setzt  auch  zur  Abkürzung  (a;'—  1)"  =  ii,  so  entsteht 

■^  n{n-l)  d^""=i  "^  ■■■  "^  77(0) "• 
Bei  den  untereinander  stehenden  v*^"  Gliedern  (0  <  v  ^  w),  welche, 
wenn  man  für  z  seinen  Werth  einsetzt,  sind 

piy<pll Q—iifll i 

n{n-\-v)   dx^^^'  n{n  —  v)      rf-r"-"' 

müssen  der  Factor  von  Q,Q^vcf-\-i^mvqj  im  ersten  und  cosvy — i^mvcf 
im  zweiten  einander  gleich  w^erden,  damit  nicht  der  Cosiuusreihe 
auf  der  Rechten  noch  eine  Sinusreihe  hinzutrete,  welche  mit  (f  ihr 
Zeichen  ändert,  w^ährend  die  linke  Seite  bei  dieser  Vertauschung 
ungeändert  bleibt.  Man  hat  also  einen  neuen  Beweis  der  Jacobi- 
schen Gleichung  (/")  auf  S.  155 

1  (/"-"(a;'-!)"  _    {x'—\y    </"+''(a?^— D» 

n(n—v)  rfx»-"         ~  nOi  +  v)  dx^'^" 

und  ausserdem  die  gesuchte  Formel*) 

(32)  ...     2-'(^+  cosr^.lV-D"  =  ^')j^^^       ;^„^.    ^  cosvr^, 

in  der  unter  dem  Summenzeichen  v  auch  mit  — v  vertauscht 
werden  kann. 

Eine  zweite  Form  findet  man  durch  Einführung  von  P"  durch 

(3)  auf  der  rechten  Seite,  nämlich 

n    fiZ-a iV  d'  p'Ux\ 

(32,  fl)  . . .     (x4-  cos  cf .  ]'x^-ir  =  2nn  Z'  j^^  -^  cos  vcf. 

Endlich  kann  man  auch  die  ganze  Function  ^  des  §  32  ein- 
führen, üann  nimmt  die  rechte  Seite  von  (32)  die  beiden  folgen- 
den Formen  an 

(32,6)...     /IC2»)i'  g7+l)SSi  eos-y, 

(32,  c) . . .  2'-'nni'  (5:^;i^p.y>.)(.),te, 

*)    Durch  S*  bezeichne  ich  im  Folgenden  eine  Summe  nach  r,  in  der  von  »  »:  0 
an  suramirt,  das  Glied,  welches  >-  =  0  entspricht,  aber  halb  genommen  wird. 
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Die  Formeln,  welche  den  Zusammenhang  der  hier  vorkommenden 
Stücke  geben,  sind 

^  ^  ■ "     .    77(2»)  rfa;"-"  *^         ^      J7(2w)  da;«+^-        ' 

(c)  . .  .     =  s^^Xa:)  =  .-^f(-  ^  ,  -  ii±pl ,  ^-.,  J,), 

((/)...     (o.^- 1)-^"  ^(/^(o.)  =  (x'-l)i^  t-li-^)- 
Die  Formel  (d)  setzt  ein  positives  v  voraus,  welches  aber  von  be- 
liebiger Grösse,  auch  grösser  als  ti  sein  kann;  in  (6),  (c),  (rf) 
darf  V  positiv  oder  negativ  genommen  werden,  nicht  aber  n  über- 
schreiten. 

§47.  Es  bleibt  noch  die  Aufgabe  übrig,  welche  Jacobi  ge- 
löst hat*),  die  —  (w+l)'«  Potenz  des  Binoms  in  eine  trigonometri- 
sche Reihe  zu  entwickeln.  Statt  einer  solchen  Potenz  behandeln 
wir  zunächst  den  Fall,  dass  der  Exponent,  der  dann  mit  a  be- 
zeichnet werden  soll,  weder  eiije  positive  noch  negative  ganze 
Zahl  vorstellt,  übrigens  beliebig  ist.  Die  Modificationen,  welche 
eintreten,  wenn  man  schliesslich  für  a  eine  negative  ganze  Zahl 
setzt,  werden  zum  Schluss  betrachtet.  Der  letzte  Fall  allein  ist 
für  die  Theorie  der  Kugelfunctionen  von  Wichtigkeit,  während  der 
erste  bei  anderen  Untersuchungen,  z.  B.  über  elliptische  Integrale, 
wo  a  =  —  ^ ,  Interesse  darbietet. 

Bei  dieser  Untersuchung  bezeichnet  (p  eine  reelle 
Grösse,  x  eine  Grösse  mit  positivem  reellen  Theile. 

Wie  oben  wird  auch  hier  z  eingeführt,  und  man  erhält 
(o)  ...    (o;  +  cos 9) .  ]/x'-iy  =  (2i5)-"  [(x  +  z)'— 1]«,  (z  =  e'> .  \^x^—l). 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich   in  eine  nach   auf-   und   absteigenden 
ganzen  Potenzen  von  z  geordnete  Reihe  entwickeln. 

Deu  Arbeiten  von  Cauchy  verdaukl  man  man  den  Salz  von  l'uudameu- 
laler  Wichtigkeit,  nach  welcliem  jede  Function  einer  Grösse  z,  welche  syneklisch 
(d.  h.  conlinuirlich,  monodrom  und  monogen)  in  einem  Kreise  bleibt,  der  mit 
dem  Radius  a  um  den  Aulangspunkl  ;;  =  0  besdirieben  ist,  sicli  für  alle 
Punkte  im  Kreise  in  eine  nach  Potenzen  von  ;:•  aufsteigende  Reihe  entwickeln 
lässt.  Bleibt  ferner  eine  Function  von  5  synektisch,  so  lange  c/(^(^)>6,  so 
kann  man  sie  in  eine  nach  Potenzen  von    ;;  absteigende  Reihe  entwickeln  für 

*)    Oicllc,  Journal  f.  M    I3d.  26:  Lieber  die  Eutwickelung  etc.  S.  83. 
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alle  Punkte  z,  die  ausserhalb  dieses  Kreises  licgcu.  Bleibt  endlicli  die  Function 
synektisch,  so  lange  cJ^(z)  zwischen  a  und  b  liegt,  so  lässt  sie  sich  in  diesem 
Falle  nach  auf-  und  al)steigenden  Potenzen  von  z  entwickeln. 

Eine  Enlwickolung  nach  auf-  oder  absteigenden  ganzen  Potenzen  von  ;; 
kann  bekanntlich  nur  auf  eine  Art  geschehen.  Dasselbe  ist  noch  der  Fall, 
wenn  die  Reihe  auf-  und  absteigende  Potenzen  von  z  enthält.  Deiui  eine  der- 
artige Reihe  ist  nur  dann  .Null  für  alle  Wertlic  von  z,  deren  Modulus  zwischen 
a  und  6  liegt,  wenn  alle  Coefficienten  Null  sind.     Setzt  man  zuni  Beweise 

z  =  Q(cosfp  -f-  is'\n(p),     («<(><  b), 
so   wird  angenonnnen,  dass  von  qp  ^  0  bis  g)  ==  In  sei 

0  =  l^CyQ"  -\-  Ht,  Q-^)cosvq)  -Y  2{CyQ^  —  x,.^-')sinj'^. 
also  für  jedes  ganze  v 

CyQ"  -|-x,.ß->'  —  0,     c,.^'— x,o-''  =  0; 
hieraus  folgt  Cy  =  0,  x^  =  0. 

Um  diese  Sätze  auf  das  vorliegende  Binom  anzuwemlen,  zerlegt  man 
dasselbe  in 

{x-Yz^\){x-\-z-i)zK 
Dieses  wird  im  Endliclien  unendlich  für  z  =  0,  und  verschwindet  für 
z=  1  —  X  und  z  = — 1 — X.  Da  (f  hier  einen  reellen  Winkel  bezeichnet, 
so  wird  cf{y'z  =  ,'fC'^x'^ — 1  und  liegt  zwischen  den  Moduln  e/<!f(vC  —  1)  und 
£/^(^+l)'  ^'^*"  tienen  nach  unserer  Festsetzung  über  das  Zeichen  von  ic,  der 
erstere  der  kleinere  ist.  Die  Function,  welche  entwickelt  werden  soll,  die 
«'**  Potenz  der  obigen  rationalen  Function  von  z,  kann  denmach  zwischen  zwei 
Kreisen  mit  den  Radien  a  =  c /^(j^  — 1)»  6  =  c.#(x-j-l)  nicht  verschwinden, 
ist  auch  monodrom,  obgleich  der  Zähler  und  der  Nenner  im  Kreise  mit  dem 
Radius  a  je  einmal  verschwinden,  da  alog(j7-}-2  —  0  ""''  — «logjs  bei 
einer  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  Kreisringe,  um  lani  resp.  — lani 
wachsen. 

Man  kann  demnach  setzen: 

(6)  ...     \{x-\-zf-\Y=C2zy  J    cyz^. 

Dividirt  man  (6)  durch  z'^  und  setzt  für  z  seinen  Werth  aus  (a), 
so  müssen  die  Glieder  auf  der  Rechten,  welche  Sinus  der  Viel- 
fachen von  (p  enthalten,  fortfallen,  woraus  sich  erg'iebt 

(C)     ...         C-y    =   (X"- lyCy. 

Ferner  ist  Cg  offenbar  das  von  g)  unabhängige  Glied  in  der  Eut- 
wickelung  der  «'•""  Potenz  von  a;  +  cosg).|/a;^— 1.  Bezeichnet  man 
dasselbe  mit  P^(x),  so  hat  man  zunächst 

(d)  ...     Co  =  P'Xx)  =       f\x  4-  cos  (f .  ^x'—  ly  dcp. 

y\ 

Die  Methode  von  Jacobi  zur  Bestimmung  der  c^,  welche  Con- 
stante  in  Bezug  auf  z  aber  Functionen  von  x  sind,  beruht  darauf, 


204  I    Theil.     Viertes  Kapitel.  §  47    32. 

class  der  Ausdruck  auf  der  Linken,  also  auch  auf  der  Rechten 
von  (6)  eine  Function  von  x-\-z  ist,  daher  vmal  nach  x  differen- 
tiirt  dasselbe  giebt  wie  vmal  nach  z  differentiirt.  Setzt  man  darauf 
in  den  rechten  Seiten,  welche  so  entstanden  sind,  die  Faktoren  der 
«'''"  Potenz  von  z  einander  gleich,  so  findet  laian  fiir  ein  positives  v 

^'^•"     ^  =  («+l)(«  +  2)...(«  +  '')c.. 

Es  sind  also  die  Coefficienten  c  der  Reihe  (6)  bekannt  und  man 
erhält  die  Gleichung  (32,  d) 

Diese  Gleichung,  welche  (32,  a)  vollkommen  entspricht,  lässt 
sich  auch  auf  eine  Form  wie  (32,  6)  bringen,  wo  P"  eine  hyper- 
geometrische Reihe  ist,  wie  auf  S.  202  unter  (c),  vorausgesetzt, 
dass  cß(x)z>l.  Es  besteht  auch  eine  solche  Beziehung  zwischen 
^,,  und  ^_y  wie  in  (d)  auf  S.  202,  was  aus  der  Bemerkung  ein- 
leuchten wird,  die  S.  155  über  den  Zusammenhang  der  dort  ge- 
gebenen Gleichungen  mit  einer  allgemeinen  von  Euler  herrühren- 
den gemacht  wurde. 

Die  Differentialquotienten  von  P"  in  (32,  d)  lassen  sich  in  ähn- 
licher Art  durch  Integrale  von  P"  ausdrücken ,  wie  es  in  (32 ,  c) 
für  a  =  n  geschah.  Da  nämlich  in  den  oben  durch  Differentiation 
nach  X  und  z  gefundenen  Ausdrücken  auch  die  Coefficienten  von 
z"-^  einander  gleich  sind,  so  wird 

(n...     «(«-l)...(«-v  +  l)c„==-^^ 
und  dies  giebt 

(g)  . .  .     n(a  -  v)  .c.y  =  na  fp^"\x)  dx^ , 

womit  man  noch  (c)  zu  verbinden  hat.  Jede  Integration  muss  von 
a;  =  1  an  ausgeführt  werden,  weil  c_i,  c_2,  etc.  für  x=l  ver- 
schwinden.    Man  erhält  demnach 

(32,e)...  (a-fcos7'.]/^-=:i)«-2./7al'^^''=^'^^^  iV^r^dx^ 

ll\a  —  v)       J 

Durch  Verbindung  von  {g)  mit  (e)  entsteht 

^'^"-   n(a  +  v)      dx^     -  n{ci-v)J^  ^-^^"^-^ ' 

Wir  gehen  nun  auf  den  Anfang  dieses  Paragraphen  zurück, 
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ZU  dem  Falle,  dass  a  eine  negative  ganze  Zahl  — w— 1  vor- 
stellt.    Dann  wird  nach  (d) 

(d')  ...  c,  =  P»  =  P"(x). 
Die  Formel  (c)  behält  ihre  Gültigkeit,  jedoch  (e)  und  daher  auch 
(Ä)  nur  so  lange  als  v^w.  Die  letzteren  waren  nämlich  unter  der 
Voraussetzung  entwickelt,  dass  die  »'fache  Differentiation  von  z"+*' 
auf  z"  führt;  dies  geschieht  aber  nicht  mehr,  wenn  a-{-  v  eine  ganze 
positive  Zahl  wird,  die  unter  v  liegt,  was  in  unserem  Falle,  wo 
a  =  — w  — 1,  eintritt,  sobald  v>n.  Dagegen  bleiben  die  Formeln 
(Dl  (9)  ^^^^  (ß'^1  ^)  ^0^^  bestehen,  wenn  man  in  dieselben  statt 
der  n  mit  negativem  Argument  die  mit  positivem  einführt  oder 
wenn  man  —  n — 1  sogleich  in  (/")  statt  a  setzt,  wodurch  die  liuke 
Seite  sich  in 

verwandelt.  Man  hat  also  in  den  beiden  Hauptfällen,  dass 
a  eine  ganze  positive  Zahl  n  oder  eine  ganze  negative 
Zahl  — n — 1  ist,  die  Gleichung  (32,  c)  auf  S.  201  resp. 

(32,  f)  ...     ilw.(a;  +  cos  y .  |/^'-^)-»-i 

=  2  J'  ( - 1/^^)-''  cos  vq) .  n{n  +  v)  /P^"\.r)  dx\ 

1 

Die  verschiedenen  Gleichungen  (32)  enthalten  eine  Anzalil  von  Formeln, 
deren  Zusauimenhaug  aus  §§  31  —  33  bekannt  ist,  für  die  Coefficieuten  von 
cosv^  in  der  Entwickelung  der  w**""  und  — (w-|"l)'*^"  Potenz  des  Binoms. 
Die  soeben  bervorgebobenen  Hauptformeln  (32,  c)  mid  (32,  /")  zeigen,  dass 
beide  Reiben,  abgesehen  von  Constanten,  gleicbe  Coefficienten  besitzen  so  lange 
v  ^  1 ;  sobald  v  >  w,  verschwinden  die  Coefficienten  der  ersten  Reihe,  wäh- 
rend die  der  zweiten  dieselbe  Form  wie  die  vorhergehenden  bewahren. 

Die  Gleicbungen  (e)  und  Qi)  kann  man  in  dem  Falle  a  =  —  w  —  1  durcb 
andere  ersetzen,  welche  da  gelten,  wo  die  ersteren  aufhören  zu  besteben, 
nämlich  wenn  vZ>  n.  Zunächst  entnimmt  man  der  Gleicli.  (J)  in  diesem 
Falle,  für  v  =  — n — 1, 


nn     J       ^  ^ 


C— II— 1 

im 

1 

Ans  (c)    gewinnt    man    darauf  c„+i.     Durch   v  fache  Differentiation    von   (6), 
einmal  nach  x   und  das  andere  Mal  nach  z,  erhält  man 

Diese  Gleichung,  mit  (g)  verbunden,  giebt  die  Formel,  welche  (h)  entspricht; 
sie  ist  keine  andere  als  die  Gleicliuug  (g)  auf  S.  155. 
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Die  im  Vorhergehenden  auftretenden  Verbindungen  von  den 
Functionen  ^^  mit  Potenzen  von  ]^a;^ — 1  -kommen  im  Folgenden 
häufig  vor.     Wir  setzen  deshalb 

(33) . . .  w^^r''^^\x)  =  {]/^-^rt~i(^)  =  if\x)  =  p^cx) 

und  nennen  Py(x)  eine  zugeordnete  Function  erster  Art. 
Wenn  diese  Einführung  hier  zunächst  aus  einem  Grunde  der 
Zweckmässigkeit  erfolgt,  so  zeigt  sich  später,  dass  sie  eine  sach- 
gemässe  sei,  indem  verwandte  Functionen,  in  welchen  wir  dieselben 
Eigenschaften  wiederfinden  und  die  wir  als  Verallgemeinerung  der 
hier  auftretenden  ansehen  (m.  vergl.  den  III.  Theil),  wenn  mau  sie 
specialisirt,  sich  gerade  in  das  Produkt  der  Function  ^  und  der 
Potenz  von  ^x^—1  verwandeln.  Die  Quadratwurzel  kann  mit  dem 
Zeichen  von  x  genommen  werden,  wenn  in  einem  speciellen  Falle 
nicht  anders  bestimmt  wird.  Jede  Willkür  bei  der  Bestimmung 
des  Zeichens  lässt  sich  ausschliessen,  wenn  man  die  eingeführten 
Functionen  nicht  von  a;,  sondern  von  ^  abhängig  macht,  wo 
wiederum  ^+§-'  — 2a;,  etc.  Nach  Einführung  des  Zugeordneten 
verwandeln  sich  die  Gleichungen  32,  c  und  f  in  die  folgenden 

(33,  a)  . . .  2"  -^  (a:+cosqP.]/.^-=l)"  =  JT(2n) .  i'  jj^^^^|^^^^_,)COs.y, 

(33, 6) ...  2»-'iT«/Z«(.r +cos9).)/^-^)-«-'  =:77(2w)J:'(-l)»'P?\a;)cosj'9), 
(33,  c)  . . .     P';Xx)  =  ^§^^^<^'-Vl-'^'fp'''\^)dx^. 

Vorstehender  Ausdruck  für  P,?  ist  für  jeden  ganzen  positiven  Werth 
von  V  und  v  =  0  gültig;  für  negative  ganze  v  w^rd  diese  Function 
durch  (33)  bestimmt.  Aus  dem  II.  und  IV.  Satze  im  §  31  und  32 
ist  ersichtlich,  dass  man  in  Folge  der  Wahl  der  Coustanten  hat 

a;-".P"(a;)  =  1     für     x  =  oc. 

Man  vergl.  die  Zusammenstellung  der  Formeln  a  —  d  am  Schlüsse 
des  §  4G. 

Aus  den  Gleichungen  (3.3)  erhält  man  den  Ausdruck  der  Zu- 
geordneten durch  Integrale,  welche  dem  Integrale  von  Laplace 
entsprechen,  indem  man  den  Satz  über  die  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  in  trigonometrischen  Reihen  anwendet.  Man  erhält  da- 
durch (33,  d) 
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7tP:ix)  =  2"  ^^''^^(^^^'~''^  f\^-^^<^^^'  ]^^-^ycosvg>d<p 

so  lange  die  ganze  Zahl  v^w  und  x  einen  positiven 
reellen  Theil  besitzt.  Ist  v  r>  «,  so  gilt  zwar  nicht  mehr 
die  Doppelgleiehung,  aber  das  erste  Glied  bleibt  gleich 
dem  dritten.  Ist  x  beliebig  und  v^w,  so  wird  das  erste  Glied 
noch  gleich  dem  zweiten. 

Specielle  Fälle.     Setzt  man  a;  =  l,  so  wird 

r(i)  =  1 ;  K,(i)  =  i^'i\)  =  y  l "^(V,;"!!)- ■    P'm  =  ^  (•'>0). 

JTvJi(2w) 

Die  letzte  Formel  leitet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (a  ^  ß) 

r-^                   o     .             n                      Tla 
I       cos  äff)  cos  ffop  dop  =  _,    ,  ,     „   ^ ,    ^~.  „   , ;::^ 

ab,  indem  man  das  dritte,  eventuell  zweite  Glied  von  (33,  d)  nach 
dem  binomischen  Lehrsatze  entwickelt  und  in  dem  Gliede,  welches 
(x* — 1)-»''  zum  Faktor  hat,  x  gleich  1  setzt.  Ferner  lindet  man 
für  a?  =  0,  n^v  leicht  aus  (33,  dj,  erstens,  weunw  — v  gerade  ist, 

„  1.3...(n  +  .-l).       1.3...(.»-.-l) 

^'*'^^"'*  1.3.5...(2n-l) 

und  Null,  wenn  « —  v  ungerade  ist.     Dann  ^vird  zugleich 

1    p^"(,^^,.-.,    1.3-(«+^J.       1.3...(«-.) 


X      "'  '  1.3.5... (2«-l) 

Sobald  aber  v>n^  verschwindet  die  Zugeordnete  nicht  mehr  für 
a;  =  0;  man  hat  vielmehr 

gleichviel  ob  n-\-v  gerade  oder  ungerade  ist.  Man  findet  dieses 
unmittelbar  aus  dem  Ausdruck  von  ^^  auf  S.  ir)2,  welcher  dort  den 
II.  Satz  schliesst. 

Für  die  Zugeordnete  habe  ich  den  Buchstaben  P    mit   zwei  Indices  nach 
Gauss*)   gewählt,    der   ihn   für  don    hoi    ihm    einzii;    vorknmnipndon   Fall   ge- 


*)    Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Verein»  im  Jahre  1838, 
Leipzig  1 839 :  Allgemeine  Theorie  des  Krdmagnetismus  §  1 8,  oder  G  a  u  s  s  Werke,  Bd.  V. 
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braucht  hat,  dass  v  <  w.  Vm  zur  Abkürzung  in  geeigneten  Fällen  den  einen 
oder  anderen  Index  fortlassen  zu  können,  erlaubte  ich  mir,  sie  nicht  neben- 
einander zu  setzen,  wie  es  ursprünglich  nach  Gauss  geschah,  sondern  den 
einen  zum  obern,  den  andern  zum  untern  Index  zu  machen.  Da  x  hier  nicht 
allein,  wie  bei  Gauss,  solche  Werthe  annimmt,  die  reell  und  kleiner  als  1  sind, 
so  war  es  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  '\^x' — 1  in  diesem  Zusammen- 
hange geboten,  hier  P"„  zu  nennen,  was  bei  Gauss  (+«)'" P"'"'  sein  würde. 
Herr  F.  Neumann  (Königsberg)  bedient  sich  im  37.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  gleichfalls  des  Buchstaben  P,  nennt  aber  P,,y  was  bei  uns 


(]/l-^0 


2\V 


d^F^ix) 


dx" 

sein  würde. 

§  48.  In  den  Gleichungen  32 — 32,  c  oder  33,  a,  welche  sich 
auf  den  positiven  Exponenten  n  beziehen,  ist  es  ohne  Zweifel  ge- 
stattet, eine  imaginäre  Substitution  in  der  Art  vorzunehmen,  dass 
sie  uugeändert  bleiben,  wenn  auch  9  irgend  eine  complexe  Grösse 
vorstellt.  Anders  verhält  es  sich,  wie  ich  jetzt  zeige,  mit  (32,  d—f) 
und  (33,  ö),  die  sich  auf  einen  Exponenten  a  oder  auf  —  n — 1  be- 
ziehen. 

Die  Entwickelung  von  (6)  im  §  47,  S.  203,  nach  aufsteigenden 
und  absteigenden  ganzen  Potenzen  von  s,  bleibt  bestehen,  so  lange 
JCz  zwischen  J{{x-\-l)  und  J6{x  —  \)  liegt.  Um  diese  Bedingung 
besser  auszudrücken  setze  man  für  z-  seinen  Werth,  zugleich  aber 
(p^iu  statt  ^,  wenn  (p  und  u  nunmehr  reelle  Grössen  bezeichnen. 
Des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  sollen  u  und  die  complexe  Zahl  x 
positiv  sein.  Dann  erhält  man  als  Bedingung  dafür,  dass  (6j  noch 
besteht  wenn 

Z  —  ]/j;'— l.e'Cy'±'"), 

die  folgende  Ungleichheit: 

Jl(x-\)  <  e+'^JC  i^^—i  <  Jl{x-\'l). 
Hieraus  folgt,  dass,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  x  einen  posi- 
tiven reellen  Theil  besitzen  muss.     Wäre  es  rein  imaginär, 
so  würde  nämlich  JC{x — 1)  nicht  kleiner,  sondern  gleich  J{{x-{-\) 
sein.     Die  vorige  Ungleichheit,  in  die  Form  gebracht 


giebt  die  Bedingung 

x-\-l 


llosj^ 


x—1 


ilosJ/" — '-^  lie^t 
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Wir  erhalten  also  den 

I.  Satz.  Die  unter  o2.  d — f  und  oo,  b  angegebenen 
Gleichungen  bleiben  bestehen,  wenn  man  in  denselben^ 
mit  (p+iu  vertauscht,   so   lauge  x  positiv  ist  und  u    unter 

x-\-l 
x-1 

Ueberschreitet  u  diese  Grenze,  so  lässt  sich  die  linke  Seite 
von  (6)  auf  S.  203,  für  a  =  -(n  +  1),  als  -(«+1)'*"  Potenz  von 

(^+-)^_1   =(.r-|-;,+l)(.T  +  Z.— 1), 

bei  dem  oberen  Zeichen  von  n  in  c  nach  aufsteigenden,  bei  dem 
unteren  nach  absteigenden  Potenzen  von  z  entwickeln.  Man  findet 
also  statt  (6),  indem  man  sich  des  Taylor 'sehen  Lehrsatzes  be- 
dient, bei  Anwendung  des  oberen  Zeichens 

(x4-cos(qp-i-«o.]V^)—  =  (2.)"+>  1-^  ±^^:^^—. 

Transformirt  man  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  von  (13)  auf  S.  81. 
so  erhält  man  als  Ergänzung  des  I.  Satzes 

x-\-l 

II.  Satz.     Ist  aber  ir:>  i\ogc./f :r   und    sind    x  und    n 

-  X  —  1 

positiv,  so  hat  man 

(34)  .  . .     (--1)"  ■ ' (x  -h  cos(«<  -  (p).  ]  V-^)-"  -^ 

^_2_       X        (a>--l)^-      d^OXx)  ,-,.(»->-,,) 
Iln    ,.=„+i  n(v—u—l)       dx' 
Diese   Gleichung  lässt   sich  mit  Hülfe   der  Ausdrücke  in  den 
§§  31  —  33  in  ähnlicher  Art  umformen,  wie  es  für  die  P  geschah. 

Solclie  Beziehuugeu,  wie  dort  aligeleitel  wunleu,  findet  man  auch 
durch  die  Methode  des  vorigen  Piiragraphen.  Hiilte  mau  nämlich,  stall  nach 
dem  Ta  vlor'schen  Lehrsatz  zu  entwickeln,  die  unleren  Zeichen  genommen, 
und   daher  gesetzt 

z  =  ]V— l.e'y  +  ", 
darauf  nach  ahstcigenden  Potenzen  von  z  entwickelt,  so  wäre  entstanden 

|2z.(x  +  }':tF—\.cos{(p~iu))]-"-'  =l(.r  +  -y-  1]-"-' 

Die   Itin'erentiation   zeigt,   dass 

(-l)'.(2«-t-2)(2«+ 3). ..(27,-1- ,.  +  1)^0  =  '^'^- 

Da  ferner  diese  Enlwickelung  noch  gellen  uniss,  wenn  x  =^  0 ,  so  hat  man 
für  X  =  0 

lli-iiie,  Tliei>rie  der  Ku^elfiiiictioiieii      'i.  AiiH.  J^j^ 
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w  +  l  _(,,4-l)(«+2) 

''o  —  ^'     f^i  —  — Y    '     ^  ~  1~2  '     " " ' 

A-,    =  A3    =    •••=:(). 

Hieraus  folgt,  dass  A',,  eine  ganze  Function  y'*'"  Grades  von  der  Form 

ky  =  ax"-\-  «2  x^   -  +  flf^  .-r'  -^^  -) — 
ist,    deren  l'"'^  v  —  •2'*'^   v — 4""',    etc.  Differentialquolient    nacli    x   sich    für 
07  =  0  in  (— i)'' n{2n-\-v-\- i)  nuiltiplicirl  resp.  mit 

1  n  +  1  1  (M  +  l)(n  +  2)  1 

JI(2«-f-l)'  1      '/I(2m  +  3)'  T-l  77(2« +  5)' 

verwantlelt,  dass  also  ky  selbst  die  ganze  Function   wird 

Die  so  entstehende  Entwickelung 
{x  -i-  ]/^~l  .cos(«^  -  m))-"-'  =  2"+i    ^   A,._„_,  (.1:;'— 1)-^"  e-''("  +  /»>) 

nuiss  mit  (34)  ühereiustimmeu,  und  man  erhält  daher  zwischen  der  ganzen 
Function  A,.  und  den  DifTercnlialquolienten  von  Q  (hc  Rezielinng.  auf  welche 
oben  hingedenlet  wurde 

d"+''+^Q"(x)  _  'l'nnnv 

Die  ganze  Function  Ä,.  ist  nänilicii  wesentlich,  d  Ii.  his  auf  einen  constanten 
Factor,  das  was  im  §  31,  1.  Satz  mit  £},,_|  „^i  bezeichnet  wurde,  während  die 
linke  Seite  nach  §  32,  III.  Satz,  wesentlich  mit  £ll,,_„_i  übereinstimmt.  Die 
gefundene  Gleichung  ist  daher  keine  andere  als  (a)  im  §  33,  nämlich 

Um  die  Resultate,  welche  in  (33,  6),  dem  I.  uud  II.  Satze 
dieses  Paragraphen,  entwickelt  sind,  zusammenzufassen,  fiilire  ich 
eine  Function  0"(aj)  ein,  welche  Zugeordnete  z^veiter  Art  ge- 
nannt werden  soll.     Man  hatte  S.  1.53  und  151  gesetzt 

^     ,[X)-[        1)    .  j|7(,,_j_^y  ^^r         ' 

^n.    X  1.3...(2w+l)      /'"Vi».    W    r         t     ^       \ 

und  setzt  ferner 

Dann  wird  für  ein  (reelles)    nicht  negatives  w,    welches 

x-\-\ 
unter  4  logc/^ liegt,  vorausgesetzt  dass  x  positiv  sei 
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(34,  a)  ...     {x-{-  Go&{(p±iu) .  fx^^)-"-"^ 

X  +1 
weuu  aber  n~>  X log cJC         -.    und  x  nicht  negativ  ist 

X  —  1 

(34,6)  ...     (x  +  cofi((f+iu).]^^—i)-"-^ 

nC2«+l)  ,.=r+/     ^    /T(r-n-lj  "^'^  ^^ 
Für  u  =  0  verwandelt  (34,  a)  sich  in  die  speciellere  Gleich.  (33,  b) 
und  giebt  dann  nichts  neues. 

§49.  Die  beiden  Gleichungen  34,  a— ft  liefern  zugleich  das 
Resultat  einer  imaginären  Substitution  in  den  Integralen 
(33,  d),  deren  Grenzen  vorher  von  0  und  n  auf  0  und  2Tt  gebracht 
werden.  Das  erste  Integral,  welches  das  Integral  einer  ganzen 
Function  von  cosf/  ist,  erlaubt  selbstverständlich,  dass  mau  q 
durch  (f  -rip-\-  in  ersetzt ,  ohne  dass  die  Grenzen  0  und  'In  der 
Integi-ation  nach  gr  zu  ändern  wären.  Aus  den  Gleichungen 
.33,  a  — 6  und  34,  a — b  erhält  man,  wenn  man  setzt 

(35)  ...     r  =  X  -\-  CO  fi(cp  —  ifj  ^iu) .  }^x^—l. 
folgendes  System  von  Gleichungen  35,  a  — e: 
1     r-^  2"'"  TLC^ii) 

2^y      ^"^"^^y^y-  JT(n+.)i7(.-.)  •^"(^OcosKV^l»/),    (»'^n); 

(_1).-  f^-^co»vcf  2-"77(2«l  p„,  ,         .,  ,  •  > 

^r^u<r  =  ^P  /.;!(.r)siu,<*+»), 

(0<w<:ilog^^|±[); 

1        /*-"  COSvqP    ,  ,        i       /'2'rginyqp  /     _    ,1  y•^  +  l^ 

II  (I 

^     ^^  J7(2«  +  l)/7(»'-«-l)^'^^ 


U.  wenn  vS.n. 


weuu  V  >  w; 
14* 


212 


I.  Theil.     Viertes  Kapitel. 
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In  den  Fällen  35,  c— rf  ist  x  positiv   zu  nehmen,  im  Falle  (35,  e) 
nicht  negativ. 

Diese  Gleichungen  geben  zum  Theil  den  Inhalt  des  IV.  Satzes 
im  §  8  und  die  daran  geknüpften  Folgerungen  wieder,  zum  Theil 
vervollständigen  sie  ihn.  Dies  geschieht  durch  den  Theil  der 
Gleichung  (35,  e),  welcher  die  Function  Q  auf  der  Rechten  enthält. 
Man  hat  hier  nämlich  nicht  nur  die  Reduction  auf  die  einfacheren 
Integrale,  sondern  auch  den  ausgeführten  "Werth  der  letzteren. 

Das  System  der  Gleichungen  (35)  gestattet  auch,  die  Integrale 
zu  ermitteln,  in  welchen  statt  des  Ausdrucks  r  die  Grösse 

ß  =  A  —  Bcos(p  —  Csin^jP 
auftritt,  und  dadurch  die  Untersuchungen  auf  S.  35  im  §  8,  dessen 
Bezeichnungen  wir  hier  beibehalten,  weiter  zu  führen.    Wir  stellen 
das  Resultat  der  Uebertragung  von  r  auf  ß,  zugleich  mit  den  Fest- 
setzungen, zu  folgender  Tabelle  zusammen. 


A  —  Bcos(f — C'sin*/  :=  R;     v  positiv  und  ganz. 
iS)',  —  r/S,  =:—  0,     ——  =^  3- :  .r  nicht  negativ. 


(- 


-^J        R  '(cos  irf  ±isim'<f  )<hf^  TTTTTTXTTTT^ '  ^ Td^^F^ ^»•(^")- 


//(«+)') /7(n-)0  {B  +  iCy 


IL     Wenn  («A" «i/5)'+ («;'i-«ir)^  >  {ß)\—ßxr)-,  

J_    /'^cosvy±isinry         ^2-»  7/(2«)    {}/A'-B''--  (7^)"-"-^     ^^ 

'27jJ  '   'fi»+i  "^  ~      fTnrTn  {B-fiCy  ''^ 

II 

III.   Wenn  {aßi  —  ß(uy-+i"ri-- yi*!^  <  ißyx  —  yßi)-. 


//(n  +  r)                        (B  +  iCy  _„     ,  , 

—  ( 2")«+i ^^ — — ^     '  — ; -Q"  „(•»■)• 

-^       '        ri{2n+l)niv-n-l)(^A^2__B2_c'>)y-^n+l     -'^ 


*:w 


1.2.  3.. .(«4-1/) 
1.3.5...0 


n-l)J 


(.)*■''. 


^    ,.l^^  — *.      ^>'     1.2.3   .    (n+v)  rfa-»' 


Wenn   (aß,  -  ßceJ--\-  (ay,  -  ajY  =  (ßy,  -  yß.Y,    so  haben   die 
Integrale  uuter  II.  und  III.  keinen  Werth,  mit  Ausnahme  des  Falles 
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dass  A,  B,  C  hiq\i  zu  eiuauder  ^\^e  drei  reelle  Zahlen  verhalten, 
und  zugleich  J{,{B'^+C'^)  unter  dCA'^  liegt.  Sind  diese  Bedingungen 
erfüllt,  so  gilt  noch  die  Gleichung  unter  II.  Die  Resultate  im  spe- 
ciellen  Falle  n  =  0  wurden  bereits  im  III.  Satz  des  s^  s  angegeben. 
§  50.  Die  Formel  (33.  d)  auf  S.  207,  welche  den  Zusammen- 
hang der  beiden  Integrale  zeigt,  die  P"  vorstellen ,  rührt  in  dieser 
Form  von  Jacobi  her,  ist  aber  schon*)  in  einer  von  Euler  ge- 
fundenen Gleichung  enthalten.  Der  Zusammenhang  der  beiden  In- 
tegrale, welche  diese  Gleichung  verbindet,  hat  Euler  an  verschie- 
denen Stellen  beschäftigt.  Er  behandelt  im  6.  Kapitel  der  Insti- 
tutiones  calculi  integralis,  Sectio  I.,  Vol.  I.,  No.  290  zunächst  die 
Beziehung  zwischen  den  von  (f  freien  Gliedern  in  der  Entwicke- 
lung  der  beiden  Ausdrücke  (l+^cos^)''  und  (l-f-«cos9)~'~'  nach 
trigonometrischen  Reihen.  Diese  fallen  allerdings  nicht  so  einfach 
aus  wie  bei  der  hier  behandelten  Form,  in  der  14-?«cosg)  durch 
j-fcos^.l'j;* — 1  ersetzt  wurde,  da  die  Symmetrie  in  Bezug  aufa; 
und  r-,  welche  oben  in  der  Form  {x-^-zy — 1  sich  zeigte,  die  Unter- 
suchung wesentlich  vereinfacht.  Indem  Euler  die  von  (p  freien 
Glieder  betrachtet,  beweist  er  unsere  Formel  (33,  d)  für  den  Fall, 
dass  in  derselben  v  =  0  gesetzt  wird,  also  die  Gleichung  (6).  Im 
vierten  Supplement  zum  fünften  Kapitel,  im  4,  Bande  der  Integral- 
rechnung, §  21— §  112,  giebt  er  das  von  ihm  errathene  Theorema 
maxime  memorabile  circa  formulam  integralem 

/GOiiXrfdcp  r  a   ff  =  0      1 

(l-\-a-—2aco^^y+^  lad  y  =  180° J' 
nach  welchem  dies  Integral  einfach  mit  dem  Integrale 


/ 


(1  +  «^—  2a  cos  qp)"  cos  l(fd(p 
tj 

verbunden  ist;  erst  im  §  83  geht  er  an  den  Beweis  dieses  theore- 
matis  insignis  per  conjecturam  eruti.  Dass  dies  Integral  sich  nur 
unwesentlich  von  unserer  Form  Px  unterscheidet,  lehrt  der  Augen- 
schein. Legendre  beweist  den  Satz  in  den  Exercices,  T.  L,  p.  376; 
m.  vergl.  auch  T.  II,  p.  274  und  Traite  des  fouctions  ellii)tiques 
T.  II,  Appendice,  Section  premiere.  Endlich  hat  Jacobi  in  der 
schon    erwähnten  Abhandlung  Formula   transformationis   etc.,  im 


*)    Grelle,    Journal  f.  Math.    Eil.  26,  §2,  S.  85.      M.    veigl.    die   Bemerkung 
unter  dem  Text  der  S.  36. 
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15.  Bande  des  Grelle' sehen  Journals  S.  9,  einen  sehr  einfaclien 
Beweis  der  Euler 'sehen  und  damit  auch  unserer  Gleichung  (33,  d) 
geliefert,  der  zAim  Zwecke  einer  späteren  Uebertragung  auf  die 
Functionen  zweiter  Art  hier  im  wesentlichen  reproducirt  werden  soll. 

Die  Entwickelung  der  «"■"  Potenz  von  a; -|-cos<jp.  ]  a;'— 1,  wie 
sie  in  (32)  und  den  folgenden  Formeln  vorliegt,  findet  sieh,  wie 
schon  bemerkt  wurde,  in  meiner  Inaugural-Dissertation  (Berlin, 
30.  April  1842);  die  Entwickelung  der  — (w-f-l)'"'  Potenz,  also  die 
Gleichung  (32,/")  ist  von  Jacob i  gefunden,  dessen  Arbeit  im 
26.  Bande  des  Grelle' sehen  Journal  das  Datum  29.  Mai  1843  trägt. 
Indem  ich  die  Daten  der  Publikation  zusammenstelle,  bemerke  ich, 
dass  diese  Abhandlung  von  Jacobi,  welche  die  Entwickelung  der 
«««■"  Potenz  gleichfalls  enthält,  ursprünglich  einen  Theil  eines  älteren, 
ziemlich  umfangreichen  und  inhaltreichen  Manuscripts  bildete,  in 
welchem  u.  a.  auch  das  Integral  von  Herrn  F.  Neumann,  §  28, 
Gleichung  (21)  vorkommt.  Auf  der  Grundlage  dieses  Manuscripts 
ist  die  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Keihe  entstanden, 
welche  ans  Jacobi' s  Nachlass  herausgegeben  wurde*).  Die  Ent- 
wickelung der  — (m+I)'*""  Potenz  für  den  Fall  eines  imaginären  ^, 
welche  in  den  Formeln  (34)  enthalten  ist,  und  die  daraus  gezogenen 
Resultate  kommen  zuerst  im  Handbuche  vor.  Die  Resultate,  welche 
in  der  Tafel  auf  S.  212  unter  II.  und  III.  zusammengestellt  wurden, 
hat  Jacobi  für  n  =  0  gefunden,  und,  meist  indem  er  a,  =0  setzte, 
im  32.  Bande  des  Grelle' sehen  Journals  S.  8 — 13  mitgetheilt. 

Wir  kommen  nun  zum  vorerwähnten,  einem  direkten  Beweise 
der  Formel  (33,  d)  von  Jacobi.  Es  sei  cf  wiederum  eine  beliebige 
Zahl,  V  eine  ganze  positive;  ist  im  speciellen  Falle  auch  a  eine 
ganze  Zahl,  so  muss  im  Folgenden  v^Jia  genommen  werden. 
Wiederum  ist  für  x  eine  positive  und  nicht  rein  imaginäre  Zahl 
zu  nehmen. 

Jacobi  ersetzt  sinv^  durch  einen  j'*''"  Differentialquotienten 
vermittelst  der  Formel  (3,  d)  auf  S.  21,  wodurch  man  erhält,  wenn 
cosqp  =  s  gesetzt  wird 

(-1)"  </'(!- s'O"-^   • 

^««^^3^  =  r3...(2.-i)  — -d^^ — ''"""f' 

Man  hat  demnach  die  Gleichung 


*)    Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  56,  S.  149-165. 
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/    (x '\- coü  (p .  ]' x^ — l)"cosvff  rfqp 

integrirt  man  auf  der  Rechten  v  mal  diirch  Theile ,  so  verwandelt 
sie  sich  in 

Setzt  man  wieder  cosy  statt  z  zurück,  so  findet  man  daher 
(35,/")...     /    (x-\-GOS(p.\^x'' — iycosv(pd(p 

0 

=        ^  3     (2v-l)     ^y^'^^yj    (•^  +  cos9).jV-l)«-''sin^''«)prf<jf). 

Nach  §  10,  S.  41  lässt  das  Integral  auf  der  rechten  Seite,  wenn 
wie  hier  x  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt,  sich  durch  die 
Substitution 

ccosflp  4"  ix*—! 

COSTJ  = ■ 

x-\-cos(f>.yx^—l 
transformiren.     Aus  der  so  entstehenden  Gleichung 

(35,  </)  . .  .     /    {x-{-Gos(p.'^x^— 1)'* cos v<pdq) 

0 

_   a(a— l)...(a  — v+1)    /*^  sin^-'jyrf»; 

~"  173777(2»'  - 1)        J      (x  -\-Qost].ycc^-^Y+*'+^ 

erhält  man  durch  Anwendung  von  (35,  f) ,  wenn  man  dor.t  a  mit 
—  a— 1  vertauscht, 

..j.  ,s         n(a-\-v)n(a—v)  r^ .    .  rv—\\. 

(35,  h)  ...    — ^ — Wo "^ J     («^  +  cos  9) .  ya;'—  1)''  cos  vcf  dq) 

^  (j 

_  TlaUa        -i-sy  f^  cosvf^rfqp 

~   77(2«)  ^~     ./     (a;  +  cos9).f/^^^)«+^  ' 

eine  Gleichung,  die  für  a  =  n  mit  (33,  rf)  übereinstimmt, 
und  zwar  ist  jede  der  beiden  Seiten  gleich  =  n2-''Pl(x). 

Setzt  man  — u — 1  statt  a  in  (35,  f)  ein,  so  erhält  man  durch 
Vermittelung  von  (33,  rf)  für  jeden  ganzen  positiven  Werth 
von  V  und  ein  x  mit  i)Ositivem  reellen  Theile 

(35,0.      ^T  >(^) -- ""'-''  -^^'^^^C^  +  ^)  f sin^^j^^ 

n(2n)n(2v)  J     (x^co&(p.yx'-iy-^^-^' 


216  I.  Theil.     Drittes  Kapitel.  §51,36. 

Dieselbe  Melliode  lässl  sieh  oflenbar  auf  Integrale  amveiulen.  die  zwischen 
l)eliebigen  Grenzen,  nicht  zwischen  0  und  n,  genommen  werden.  Man  findet 
z.  B. ,  dass  die  linke  und  rechte  Seite  von  (35,/"),  wenn  mau  die  obere 
Grenze  n  mit  einer  beliebigen  (f  vertauscht,  sich  nur  um  Grössen  unter- 
scheiden, die  vor  das  Integral  treten  und  keine  liöhere  Transcendente  als 
trigonometrische  Ausdrücke  euthallen.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Glei- 
chungen, welche  nach  Einführung  von  rj  statt  (p  entstanden  sind,  n)an  hat 
aber  darauf  zu  achten,  dass  aus  x-\-coscp .yx"' — 1  bei  dieser  Einführung 
X  —  cos/y.j/aj* — 1  entstellt;  oben,  avo  die  Grenzen  0  uud  n  sind,  konnte 
—  cosrj  sofort  mit  cosyy  vertauscht  werden. 

§  51.     Die  Differentialgleichung,  welcher  die  Zugeordneten  P" 
und  Ql  genügen,  trat  schon  am  Schlüsse  des  §  30  auf;  sie  ist 
(36)  ...  {\—xyd'y—2x(\—x'')dydx  +  [7<w+l)(l— .c')— v'-Jt/rfx-'  =  0, 
und  ihr  allgemeines  Integral 

y  -  aK{x-)-\-hQ:{x). 
Man  wurde  dort  auf  sie  geführt,   indem  man  von  den  Integralen 
zweier    Differentialgleichungen    zu   ihnen   hinaufstieg,   nämlich 
von  (23)   für   z^^^  uud   (23,  a)  für  z-y.     Die   allgemeinen  Integrale 
derselben,  nämlich 

geben,  das  erste  mit  {xi^ — 1)»*'  multiplicirt,  das  zweite  dadurch  divi- 
dirt,  das  allgemeine  Integral  y. 

Ursprünglich  führten  aber  physikalische  Untersuchungen 
über  die  Kugel  ganz  direkt  zu  der  Differentialgleichung 
für  y,  die  beiLaplace  erscheint,  uud  von  der  ein  Integral,  unser 
P",  für  ein  solches  Argument  x  auftritt,  welches  reell  und  kleiner 
als  1  ist,  während  die  zweite  Lösung,  Q'l  bei  dem  Potential  des 
Rotationsellipsoides,  daher  zuerst  in  meiner  Arbeit  im  '2Q.  Baude 
des  Crelle'schen  Journals  vorkommt. 

Wie  die  Gleichung  (8)  im  §  12,  so  kommt  auch  (36)  mehrfach 
in  anderen  Formen  vor,  die  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
lichen entstehen.     Setzt  man  oj^cosö,  so  geht  (36)  über  in 

(a)  ...     d'y  4-  cotang Ö.  dy  dd  +  (n  (n  -f  1) A-^- ) y dO'  =  0, 

durch  die  Substitution  q  =  ]lx''—\  in 

(6)  ...     {\-]-Q^)d''y^^^^±^dydQ-(ii{ni-l)+^)ydQ-  =  0. 

Ferner  stellen  wir  die  Gleich,  für  ;:•('>  und  :iy  auf  S.  148  mit  denen 
zusammen,  welche  aus  ihnen  entstehen,  wenn  man  für  x  einführt 
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a;  =  cosö,  Q  —  \x' — 1,    t5=^(l— J-),    eudlicli    ^    durch    die    Sub- 
stitution 

^=^x-  \ay'^ ,     2x  =  ^-'  +-  ^       2  yx'-l  =  ^-'-  £. 
Diese  Gleichungen  sind 

(a)  ...     (l-x')d%,  +  2(v-i)xdzy(lx  -\-(n-^vXn-vi-\)-.„(lx'  =  0, 
(ß)  ...     (Ih-y  -  (2v  —  1)  cotg- 6  chy  (16  +  (n  +  y)(w  -  v  +  !);:>  rf<?'  =  0, 
.i  i     n  ,2  2v-l  +  2(j'-*-l)e'    ,    , 

(^)...    ü(l-ü)rf'^>-(v-l)(l-2D)</s^rfü-f («+vXw— v  +  Ov.^/ü'^O. 
(e)  ...     ^\l-nd\^  +  2^(v  +  iv-l)l')dzd§ 

^(^n-v-^l)(n-\-vXl-r)^,dr  =  0. 
Das  System  der  Gleichungen  für  ^<^*'^  entsteht  aus  diesen  durch 
Vertauschung  von  v  mit  —  v ,  so  dass  z.  B.  aus  (a)  die  Gleichung 
erhalten  wird 
(l-x'^dh^'"» -2{v -\-i.)xdz^''>dx -{-  (h  -  rXn  +  v  +  l);;^'>f/x'  r:=  0. 
Nach  der  Methode  des  §  26  findet  man  aus  einem  partikulären 
Integrale  dieser  Gleichungen  ein  zweites;  so  erhält  man  aus  der 
Lösung  z,.  =  ^r(j-)  von  (a)  eine  zweite 


Wr(x)/- 


dx., 


woran  sich  ähnliche  Schlüsse  über  den  Gang  dieser  Function 
knüpfen,  wie  im  §  26.  Diese  Ausführungen  übergehen  wir,  und 
handeln  von  der  Integration  der  vorstehenden  Gleichungen  durch 
Reihen,  wobei  nur  solche  Reihen  ausgewählt  werden,  die  bisher 
bei  einer  Untersuchung  Anwendung  fanden. 

1)   Entwickelung   nach    Potenzen    von   x.     Man    findet, 
wenn  v  <  n. 

und  für  jedes  v 

Wenn  v^m,  so  wird,  wie  man  aus  dem  II.  Satze  des  §31  ersieht, 
'^l  nicht  mehr  die  erstere  Reihe  sondern  eine  lineare  Verbindung 
beider.  So  lange  v^«,  convergirt  die  zweite  Reihe  nur  unter 
der  Voraussetzung  jfCx\^  1,  so  dass  hier  über  den  "Werth  von  £) 
im   Querschnitt  besondere   Festsetzungen   nicht    erforderlich    sind; 
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wenn  aber  i'>w,  so  ist  £j  eine  ganze  Function  von  x,  welches 
also  in  den  Querschnitt  treten  kann,  ohne  dass  diese  ganze  Function 
£}  mehrwerthig  wird.  Was  hier  über  die  Werthe  von  ^"  für  ein 
solches  V  gesagt  wurde,  welches  grösser  als  n  ist,  gilt  auch  für 
das  Folgende.  Es  wird  dort  also  nicht  jedes  Mal  wiederholt 
werden. 

Durch  Vertauschung  von-v  mit  —v  erhält  mau  die  Reihen, 
welche  gleich  '^'i,  (j^)  vrnd  Q"_;,(x)  sind  und  der  Differentialgleichung 
für  z*'  genügen. 

Nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  lässt  sich,  so  lange  v^n, 
die  Function  ^  umsetzen  und  £)  wie  S.  147  entwickeln;  für  v>n  sind 
die  beiden  obigen  Reihen  ganze  Functionen  von  x,  also  sowohl 
nach  absteigenden  als  auch  nach  aufsteigenden  Potenzen  zu 
ordnen. 

2)  Eutwickelung  nach  Potenzen  von  q.  Man  erhält 
durch  Integration  von  (y)  folgende  nach  absteigenden  Potenzen 
von  Q  geordneten  Reihen: 

lieber  die  Vertauschung  von  v  mit  —v  gilt  dasselbe  wie  unter  No,  1. 

Während  P"(j)  selbst  und  damit  %(x)  bei  Legendre  und 
Laplace  in  der  Form  einer  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  x  ge- 
ordnet ist,  nämlich Mn  der  Form  (2)  auftritt,  so  kommt  die  Zu- 
geordnete P",  w^o  v>0,  bei  Laplace*)  zunächst  als  Reihe,  die 
nach  Potenzen  von  q  geordnet  ist,  vor.  Erst  bei  Legendre'-''*) 
wird  sie  als  Produkt  von  {]^x''—iy  in  eine  nach  x  geordnete  Reihe 
dargestellt.  Dort  erwähnt  Legendre  S.  432  auch  einen  Irrthum 
von  Laplace,  der  nicht  alle  Zugeordneten  erster  Art  in  die  Be- 
trachtung gezogen  habe,  sondern  nur  die,  für  welche  n — v  gerade 
ist.  —  Das  was  sich  auf  die  0  bezieht  habe  ich  hier  hinzugefügt. 

Nach  aufsteigenden  Potenzen  von  q  kann  man,  so  lange 
v^w,  nur  ^,  nicht  aber  £}  entwickeln,  weil  diese  Function  für 
^  =  0  logarithmisch   unendlich   wird.     Die   erste  von  den  beiden 


*)    Memoiren  der  Pariser  Akailemie  von  1782,  Ö.  141. 
**)    Memoiren  von   1789:    Suite  des  recherches  sur  la  figme  det  planstes. 
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Lösimgeu,  nämlich  ^".^  giebt  für  ein  gerades  /«-^v,  eine  ganze 
Function,  kann  also  nicht  nur  nach  absteigenden  sondern  auch 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  o  geordnet  werden.  Für 
ein  ungerades  n  —  v  würde  mau  eine  nicht  ueschhissene  Potenzreihe 
erhalten.  Da  aber  durch  die  schon  erwähnte  Euler  sehe  Trans- 
formatiousformel  für  die  hypergeometrischen  Keihcn 

F(«,  /?,  y,  x)  =  (l-  .vy-"-ß  F(y  -cx,y-ß,y,  x) 
die  erste  Lösung  die  Form  annimmt 

nnn^    N  .  -.—, ir./  W  +  V 1  n V  — 1  2/t  —  1  A 

^r(.r)-^''-M'l+e'^(--^— , o ' 2^'^~^~"''' 

so  hat  man  auch  in  dem  Falle  eines  ungeraden  n  —  v  diesen  ge- 
schlossenen Ausdruck,  der  sich  daher  sowohl  nach  absteigen- 
den als  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  q  und  zwar,  abgesehen 
von  dem  Faktor  ]'14-p%  in  eine  geschlossene  Poteuzreihe  ent- 
wickeln lässt. 

Ist  v>n^  so  sind  die  beiden  Lösungen,  vou  denen  die  erstere 
allerdings  dann  nicht  '!JS|^  ist  (s.  o.j,  ganze  Functionen,  oder  doch, 
nämlich  wie  im  vorigen  Falle,  abgesehen  vou  dem  Faktor 
|/i  +  ?^  ganze  Functionen  von  q.  Nach  demselben  Satze  wie  die 
erste  lässt  sich  nämlich  auch  die  zweite  umgestalten,  so  dass  man 
hat  (für  jede  Grösse  von  v) 

c;(.)  =  ,-.-...  ,/f qv  <^  ^  ^ ,  ^ ,  -  r  ■•)■ 

Hier  zeigt  sich  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen 
den  Functionen  F,',  die,  wie  man  aus  (33)  weiss,  aus  %l  durch 
Division  mit  q^  entstehen,  wenn  v^n  von  denen,  bei  wel- 
chen v  >>  w.  Die  erstereu  werden  nämlich  für  ^  =  0  Null  oder 
bleiben  wenigstens  endlich,  die  letzteren  aber  werden,  ebenso  wie 
die  Üv,  für  ^  =  0  unendlich.     M.  vergl.  §  77. 

3)  Entwickelung  nach  Potenzen  von  ^.  Die  Integration 
von  («)  giebt  für  z«  die  beiden  Lösungen 

(21)"+^-"^^-  V,  «  +1- ^, ,,  + 1,  n- 
Die  erste  von  ihnen  ist  gleich  '^'^l(x)   so   lange  v^«;   die    zweite 
wird  gleich  D"(aj)  zu  setzen  sein,  so  lange  c//^^<l.    Wenn  J(^  =  1, 
convergiren  diese  Reihen  noch.     Für  ^(x)  hat   man  im  Quer- 
schnitt aber  zu  setzen 
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eine  Bestimmung-,  die  allerdings  für  den  Fall  v~>n  über- 
flüssig ist,  da  in  diesem  Falle  die  zweite  Lösung  offenbar  nach 
^  eine  Reihe  giebt,  welche  sich  durch  Vertauschung  von  ^  mit  ^~^ 
nicht  ändert,  was  man  auch  erwarten  musste,  da  £}"  nach  dem 
I.  Satze  im  §  31  eine  ganze  Function  von  x  ist. 

Für  X  =  cosö  entsteht   die    Reihe,    welche  man    mit  (a)   auf 
S.  17  vergleichen  mag, 
2«+"^:(cosÖ)  =  cos(m  +  j')Ö+  ^"^^lf_^^-^^  cos(;«  +  y-2)ö  +  ..- 

die  Reihe  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  abbricht*). 

Da  die  Vertauschung  von  v  mit  —  x^  in  den  Reihen  für  ^y  und 
£}y  die  Functionen  "^-y  und  D-v  giebt,  so  erhält  man  z.  B. 
(a5^-l)''(2|)''-Fa+y,j^-n,J-w,r)-(2|)-''-»FQ~J^,-«-i',i-n,|-2) 
und  eine  ähnliche  Gleichheit  für  C 

Für  den  Fall  eines  geraden  n  —  v  lial  Hansen**)  diese  Reihe,  welche 
nach  Cosinus  der  Vielfachen  fortschreitet,  angegeben;  man  wird  bemerken,  dass 
bei  ihm  eJ^''{n,  fj),  wenn  B  mit  \ti — 6  verlauscht  und  2f.i  =  n  —  v  gesetzt 
isl,  bis  auf  einen  constanlen  Faktor  mit  unserer  Reihe  übereinstimmt.  Die 
Coefficienten  von  den  Cosinus  der  Vielfachen  des  Rogens  6  möchten  hier  eine 
etwas  einfachere  Form  besitzen  als  an  jener  Stelle. 

Die  obigen  Festsetzungen  über  £)  im  Querschnitt  stimmen  durchaus  mit 
den  früheren  übereiu.  Im  §  32,  111.  Satz  ist  £}  für  jede  Grösse  von  v,  also 
auch  wenn  v  ^  n,  aus  Q"  so  definirt,  dass  man  dasselbe  differeutiiren  muss, 
selbstverständlich  nach  der  Richtung  des  Querschnitts,  wenn  x  im  Querschnitte 
liegt,  für  den  Q  schon  früher  als  ^0(x-\- 0.i)-\- ^Q(x — O.i)  definirt  war. 
An  derselben  Stelle  und  im  §  31,  I.  Sat«,  sowie  im  §  48  kommt  £)  nur  vor 
entweder  als  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  Reihe,  die  nur  Re- 
deutung  hat,  wenn  ^ll.x~^  1,  d.  h.  nicht  im  Querschnitt  oder  wenn  v  >  //, 
d.  h.  in  dem  Falle,  in  dem  £l_(ic-|-0.i)  und  ^{x  —  O.i)  einander  gleich  sind. 


*)  Während  des  Druckes  erscheint  das  glänzende  Resultat  der  Forschungen  des 
Herrn  Her  mite  über  Lame's  Differentialgleich,  im  85.  Bde  der  Comptes  rendus. 
Der  Anfang  der  Arbeit,  No.  16  v.  15.  October,  welcher  eine  Uebersicht  des  Inhalts 
giebt,  den  allein  ich  bis  jetzt  in  Händen  habe,  lässt  mich  lebhaft  ihr  spätes  Er- 
scheinen bedauern,  welches  mir  unmöglich  macht,  sie  für  diese  ,, Theorie  der  Kugel- 
functionen"  ganz  zu  verwerthen;  ich  werde  auf  dieselbe  bei  den  „Anwendungen" 
zurückkommen.  Mit  Bezug  auf  die  Arbeit  des  Herrn  Hermite  sei  hier  bemerkt, 
dass  die  obigen  Reihen  auch  für  beliebige  Werthe  von  v  noch  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung geben,  diese  aber  aufhören,  periodische  Functionen  von  f) 
zu  sein. 

**)  Abhandlungen  der  K.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig, 
Bd.  IV.:  Entwickelung  der  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  der 
Function  r--\-r'- — 2rr' (cos  i/cos  t/'+ sin  t/sin  t/' cos  J),  S.  345,  No.  41, 


8  51    36.  Zugeordnete  P'unctionen.  221 

4)  Entwickelung  nach  Potenzen  von  v.  Entwickelt  man 
Zy  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  v.  so  findet  man  die  partiku- 
läre Lösung 

F(—fi~  v^  w-fl— v,  1—  »'i  ^)? 
welche  aber  für  solche  ganze  positive  r,  die  n  nicht  überschreiten, 
nicht  anwendbar  ist,    weil   die  Nenner  in  der  hypergeometrischen 
Reihe  Null  werden.     Daneben  erhält  man  noch    eine  zweite,   die 
^"y  wird,  wenn  man  die  Coustante  gehörig  bestimmt,  nämlich 

*'«  =  TICÖ^I-S-I)"  "•  ''^-  "•  "  +'•  ^  +'•  '""■ 
Diese  Darstellung  von  *^"  zeichnet  sich  vor  den  früheren  dadurch 
aus,  dass  sie  nicht  nur  für  jedes  x  sondern  auch   für  jedes  ganze 
positive  v,  also  auch  noch  wenn  v>n,  die  Function  darstellt. 
In  der  That  hat  man,  in  Uebereinstimmung  mit  (6)  im  §  5,  für  v  =  0 

/>"(rr)  =  F(-«,rH-l,  1,«)- 
Hieraus  bildet  man  %l  nach  §  Bl,  II.  Satz,  indem  mau  P"  nach  dx 
von  1  an  oder  nach  — 2dr  von  Null  an  im  ganzen  vmal  integrirt 
und  mit  n(n -\-v):l.'i^...(2n  —  l)  multiplicirt ,  so  dass  man  in  der 
That  den  obigen  Ausdruck  für  •^^"(a;)  erhält,  wenn  2r  =  1  -  .r  ge- 
setzt wird. 

Um  '^n"-,.(cc)  zu  erhalten,  kann  man  in  der  ersten  i^ösung  v 
mit  —V  vertauschen,  wodurch  entsteht 

An  diese  Reihen  lassen  sich  die  Formeln  knüpfen,  welche 
Legend re  zur  Entwickelung  von 

1    /'^  eo8v(f  d(f 

71 J     ( I  -f  «""  —  2a  cos  cpy  ^  ^ 

benutzte.    Dividirt  man  in  dem  Integrale  Zähler  und  Neuner  diucli 
(1—  a'J'^^  und  setzt 


1-ha'  2a  ,,^ 


l-a"  '      1-a 

80  findet  man  nach  (35,  c)  für  jenes  Integral 

Tritt  für  '^i  sein  Werth   aus  der  obigen   Formel   ein,  so  wird   für 
das  Integral 
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n(ti-\-v) 


-(W)n-M    ^(-^,^^+1/^  +  1.    -T^) 


Unllv 

o-efunden.  Dies  ist  Legendre's  Formel*),  welche  Jacobi  durch 
Auwendimg  des  Ausdrucks  (3,  a)  für  sinvö  ableitet.  Euler  hat 
eine  andere  Reihe**)  für  dasselbe  lutegraj^ benutzt  (§  50,  S.  213), 

die  nach  Potenzen  von  -^-^  —  =  —  -^ fortschreitet,    d.    h. 

l-f-a"  X 

wenn  man  a;  =  cosö  setzt,  nach  Potenzen  von  tangÖ,  während  die 
unsrige  nach  Potenzen  von  sin' 4^.  Diese  Entwickelungen,  von 
welchen  man  für  v  =  0  bereits  im  §  5  Proben  hatte,  verfolgen  wir 
nicht  und  übergehen  ähnliche,  die  sich  als  ganz  besondere  Fälle 
der  allgemeinen  von  Herrn  Kummer***)  betrachteten  Umformung 
der  hvpergeometrischen  Keihe  erweisen. 

§  52.  Bisher  war  Ql  nur  in  dem  Falle  durch  ein  bestimmtes 
Integral  dargestellt ,  dass  v  >  w ,  nämlich  durch  (35,  e).  Um  das 
Gleiche  zu  erreichen,  wenn  r<w-f-l,  verfahren  wir  wie  im  §24, 
setzen  nämlich  die  Reihen  des  §  51,  No.  3  im  Integrale  um.  Mit 
Hülfe  der  Gleichung  (6)  des  §  24  findet  man  zunächst 

£}'^(:^0=(2|)''•^'■+^J^,-^^^/^'-^■(l-'0«^ 

wenn  man  darauf  weiter  wie  im  §  24  transformirt 

und  schliesslich  den  gesuchten  Ausdruck 

,q-N        ,-,"   r  ^  -   (-!)•'     1.3.5...(2n+l)   /-  sin^^mrfi/ 

[ÖO  ...    ^-rW       JI(n-r)*1.3.5...(2i'-l)y  (^4.cosm.]/P=l)''+'+' 

=  (aj^— l)-4'-(?;:(x)- (x^-1) -'■£}" (a;),     U^|<1),     (v<w4-l). 
Im  Querschnitt  x  =  cos  6  ist   für  D   das  arithmetische  Mittel 
aus  den  beiden  Werthen  am  Uferrande  zu  nehmen,  also  für  das 
vorstehende  bestimmte  Integral  die  Hälfte  von 

/'  sin-'  iwrfM  Z"'^'  sm^^iudu 

{^l^a)...J  (^cosö+isin öcosm)"+''^  -^  (cosö— isinÖcosiM)"^''^^ 
zu  setzen.  Um  festzustellen,  wie  £}  sich  beim  Ueberschreiten  des 
Querschnittes  ändert,  beweist  mau,  am  bequemsten  nach  der  Me- 

*)    Exercices  T.  H  (no.  25),  §  172. 

**)    Institntiones  Calculi  integralis  Vol.  IV.  Suppl.  ad  T.  1,  Cap   V,  §  98. 
*'•■*)    Crelle.  Jouiti.  f.  Math.   Bd.  XV.:  Ueber  die  hypergeometiisclie  Reihe  etc. 
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thode  der  2.  Anmerk.  zu  §  38,  die  Formel,  welche  hier  der  Glei- 
chung (19,  d)  entspricht,  dass  nämlich  fiir  eine  beliehige  Grösse 
des  Modulus  von  x  =  a±bi,  unter  den  daselbst  angegebenen  Be- 
dingungen über  die  Zeichen,  sei 

/ ""         sin-' iu  du  /""  sin^^indu 

-/      (.T  — cosy.j'^a:"  — 1)"""'^-' 
Die  rechte  Seite    lässt   sich   nach  (35,  i)  unmittelbar  durch  %  aus- 
drücken und  giebt 

a.3...(2n-l)).(1.3...(2v-l)) 

'^'^-         iT2:3:.:(n+V) —    ^-'■''^^- 

Für  den  Querschnitt  erhält  man  demnach  ix  =  cosö,  0  <  <9  <.  ^tt) 

(37,  cj  . . .    (-1)'  Ü"-,.(cosÖ  +  0.0— (-irü:i,.(cos^>) 

Ji  («  +  *'J  ^'  iß  —  V) 
Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (37)  formt  man  weiter 
um,  indem  mau  dasselbe,  mit  Einschluss  der  v^'"  Potenz  von  —1,  in 

verwandelt.  Durch  die  Gleichung  (3,  a)  von  Jacobi  entsteht  aus 
(37)  die  neue  Gleichung 

K'    ;  ^  •  •     V'l-  jj(^j^ _^.  y)U(^„  -  v)  /      (.T  +  cosm. }'x^^y+' ' 

wenn  v<in-\-l.  Für  ein  a;  im  Querschnitt  versteht  man  unter 
Ql{x)  das  Produkt  {iamdy£ll{x),  wo  0  <  ö  <  47r.  Der  Werth  am 
negativen  Ufer  übertrifft  den  am  positiven  um 

Die  Form  (37)  hat  vor  (38)  den  Vorzug,  der  Differentialgl.  (23) 
S.  148  selbst  dann  zu  genügen,  wenn  v  nicht  mehr  eine  ganze 
Zahl  vorstellt,  also  bei  einer  Verallgemeinerung  der  Kugel- 
functionen  auf  den  Fall  eines  gebrochenen  oder  imaginären  Index  v 
seine  Brauchbarkeit  nicht  zu  verlieren. 

Durch  ein  Verfahren  wie  im  §  50  ergiebt  sich    für  die  Q  eine 
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Doppelgleichung,  welche  ähnlich  der  Doppelgleichung  (33,  d) 
auf  S.  207  ist,  sowohl  was  die  Form  als  auch  was  den  Bereich  der 
Gültigkeit  in  Betreff  der  Zahl  v  anbelangt.  Führt  man  in  dem 
Integral  der  rechten  Seite  von  (37)  statt  w,  durch  die  Substitution 
der  S.  159  unter  2,  die  Veränderliche  v  ein,  so  geht  dieses  nach 
der  Bezeichnung  von  S.  160  in 

/    (x  —  cosiv.'^x'  —  iy'+^mn'-^'wdv 
(I 
über  und  man  findet: 

I.  Satz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  I.  Satzes  auf 
S.  160  ist 

(38,  a)  ...    Ü%(x) 

=  S7^-^\    ^•^•••C^^^+^)  P\x - cosiv . y^:ijy+r sin-'- iv dv. 

n{n  —  v)    1.3. ..(21/— 1)7     ^  '  ^ 

Durch  Gleichsetzuug  der  rechten  Seiten  von  (37)  und  (38,  a) 
erhält  man  eine  Gleichung,  die  wir  hier  übergehen,  die  aber  vor 
der  folgenden  den  Vorzug  hat  auch  für  solche  v  gültig  zu  bleiben, 
die  nicht  ganze  positive  Zahlen  sind.  Indem  ich  in  derselben  die 
Potenz  von  sinif  nach  Jacobi's  Formel  durch  den  Cosinus  des 
Vielfachen  ersetze,  erhalte  ich  den 

II.  Satz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  I.  Satzes 
S.  160  besteht  die  Doppelgleichung 

(38,  h)  . . .     2"  -fjT^j^-^- 0'r(^^  —  I    C^  — cosiv.jV-— l)"cosM'r  dv 

Ilfilln  /'^  co&ivudu 


n(7i-\-v)n(ft-v)J      (.r-f  cosw.]V-l)"+i 

Die  Ableitung  setzt  voraus,  dass  v  i^n\  wenn  v>ii^  so  verliert 
das  dritte  Glied  die  Bedeutung,  während,  wie  im  §53  bewiesen 
wird,  das  erste  noch  gleich  dem  zweiten  bleibt. 

In  den  speciellen  Fällen ,  welche  im  §  36  unter  1 ,  3  und  4 
behandelt  wurden,  vereinfacht  sich  (38,  6);  z.  B.  verwandelt  sich 
für  X  =  iy  nach  S.  159  ihr  zweites  Glied  in 

/•arcoota»/,    . , 

^  UV+l-c«sx  — «/Pcosj'X'^X- 
(I 

Wird  X  reell  und  >1    oder   endlich    <1,   so   verwendet  man  die 

Ausdrücke  von  i"„  unter  3  und  4. 
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§  53.  In  diesem  Paragraphen  zeige  ich  durch  eine  Methode, 
welche  in  meiner  Inauguraldissertation  §  9  angewandt  wurde,  dass 
die  Integrale 

fix  —  cosqo .  j/ar' — l)''C08i'qp  (/«jp,       /- ^^   ^    

^  -^  (j-  — cosqD.]V— l^+i 

zwischen  geeigneten  Grenzen  genommen,  der  Differentialgl.  (36) 
für  die  Zugeordneten  genügen  und  fülle  die  oben  erwähnte  Lücke 
aus ,  welche  im  Beweise  von  (38 ,  6)  für  den  Fall  v  :>  n  ge- 
blieben ist. 

Zum  Zwecke  dieser  Untersuchung  mache  man 

x—co&(f.yx-  —  l  =  r,     Wy  =  ( — ly  /r"coiiv(fdg)^ 

indem  man  unter  qp  eine  reelle  oder  imaginäre  Veränderliche  ver- 
steht, unter  a  und  v  vorläufig  irgend  welche  reelle  oder  imaginäre 
Canstante,  so  dass  die  nächsten  Resultate  sich  auf  sehr  allgemeine 
Integrale  beziehen.  Man  erhält  dann  durch  Differentiation,  wenn 
man  für  die  obere  Grenze  g)  in  tc  zunächst  einen  von  x  unab- 
hängigen Werth  setzt 


*Ci'0' 


./—j — T    d^y 


—  a(—iy/r"  -^ []^x''—l . sinCi- -f  1) qp  —  rcsin vcp] smcpäcp. 

u 

Dieser  Ausdruck  ist  die  Summe  zweier  Integrale;  das  erste  und 
dann  das  zweite  geben  nach  einer  Integration  durch  Theile  resp. 

(-l)''r«sin(»'+l)9)  +  (v+l>,+,,  (-1)-  /^sin»'<^  +  — ^^M,„, 

]'x'—l  |V— 1 

und  eine  Zusammenstellung  der  Resultate  verschafft  die  Gleichung 

+  (-iyr«(x'-l)'^(sin(v  +  l)9)+— ^^sinvo)). 
^  \x^—l         ^^ 

Man  erkennt  hieraus,  dass  durch  fortgesetzte  Differentiation  des 
Gliedes  auf  der  linken  Seite  sein  Index  v,  er  mag  ganz  oder  ge- 
brochen, positiv  oder  negativ  sein,  fortwährend  erhöht  wird,  und 
dass  Wy+m^  wenn  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichet, durch  Differentiation  von  Wy  gewonnen  wird,  indem  nur 
noch  Glieder   hinzutreten,  die  frei   von   der  Integration  sind,   die 

Ueiue,  Tbeorie  der  KugeUuuctiuueii.     2.  AuÜ.  \\ 
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nämlich  trigonometrische  Functionen  von  cp^  algebraische  von  x 
enthalten.  So  erhält  man  z.  B.,  indem  man  a  =  —  ^,  v  =  0  setzt, 
als  Resultat,  dass  das  elliptische  Integral 

cosmqprfqp 


/ 


^x—  cos^.  ]/.r'' — 1 
durch    m fache    Differentiation  nach   x  aus    dem    Integrale   erster 
Gattung  entsteht. 

Die  Resultate  modificiren  und  vereinfachen  sich,  wenn  a  und 
V  so  beschaffen  sind,  dass  a-\-v-\-  m  für  irgend  eine  positive  ganze 
Zahl  m  verschwindet ;  dann  wird  der  m'*"  Differentialquotient 
der  linken  Seite  von  {a)  Null,  also  der  m — l"*  constant, 
und  eine  neue  Differentiation  erhöht  den  Index  v-\-m — 1  von  w 
nicht  mehr. 

Da  Wy  =  w-r ,  so  wird  für  ein  ganzes  positives  v  durch 
2»»  fache  Differentiation  aus 

(X'-Iy^^  Wy 

dieselbe  Function  dividirt  durch  (x^—iy  erzeugt,  —  abgesehen  von 
Gliedern,  die  vor  dem  Integrale  stehen,  also  nur  die  Grenzen  ent- 
halten. Es  wird  also  z.  B.  das  vorstehende  elliptische  Integral, 
welches  m  enthält,  durch  2»»  fache  Differentiation  aus  sich  selbst 
erzeugt. 

Nimmt  man  die  Integrale  w  in  geeigneten  Grenzen,  so  kann 
man  die  erwähnten  Glieder  vor  dem  Integrale  zum  Fortfall  bringen 
und  erhält  demnach  lineare  Beziehungen  zwischen  „ganzen"  Inte- 
gralen, wie  man  sie  nennen  kann,  indem  man  den  bekannten  Aus- 
druck von  den  elliptischen  Integralen  entlehnt.  Jeder  von  solchen 
Beziehungen  zwischen  den  ganzen  Integralen  würde  eine  zwischen 
Integrale  mit  beliebigen  Grenzen  entsprechen,  die  wir  nunmehr 
verlassen. 

Die  Gleichung  (a)  reducirt  sich  auf 

^^^  ■"  ^t(^'-i)^^"^"] =(«+''+i)[(^ -ir^w'.-Hi], 

wenn  y  so  gewählt  wird,  dass 

(c)  ...     r"  r  sin (v  -f-l)y  -f  sin vcpj  =  0. 

Dies  geschieht  erstens  für  y  =  tt,  vorausgesetzt  dass  v  eine 
ganze  Zahl  oder  Null  ist  —  und  wir  beschränken  uns  jetzt  auf 
diesen  Fall;  zAveitens  wenn  a  negativ  ist  und  man  setzt  ip  —  iu, 
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für  w  =  (X),  vorausgesetzt  dass  a-i-»'-|-l  noch  negativ  bleibt. 
Drittens  wird  (c)  erfüllt,  wenn  a  positiv  und  r  Null  ist.  Da  aber 
r  nur  dann  Null  ist,  wenn  die  obere  Grenze  tp  von  x  abhängt,  so 
muss  man  jetzt  auch  diesen  Fall,  der  noch  ausgeschlossen  war, 
berücksichtigen.  Bildet  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  in 
der  obern  Grenze  vorkommt  dwy :  dx^  so  tritt  zu  den  früheren 
Gliedern  noch  eines  hinzu,  nämlich 

(x  —  cos  (p .  j/a?" — 1)"  cos  vqi  •  — — , 

welches  aber  0  ist,  da  cp  so  bestimmt  wird,  dass  r  =  0.  In  allen 
diesen  drei  Fälleu  besteht  also  die  Gleichung  (6). 

Wir  zeigen  nunmehr,  dass  die  Functionen  w  in  allen 
drei  Fällen  der  Differentialgleichung  (36)  genügen.  Beim 
Beweise  ist  vorzugsweise  zu  beachten,  dass  Wy  =  w-y.  Setzt  man 
zur  Abkürzung 

(a?"— l)-»»'tü,,     =    Vy, 

so  wird  daher 

(d)  ...     (x^—iyvy  =  «_v,     dVy  =(a-\~v  i-l)Vy+idx. 
Hieraus  zieht  man 

dv-y  =  (a — v-\-l)vi^ydx  =  (a  — v -|-l)(a;'— l)''-^u,,_irfa;. 
Nachdem  man  durch  (a;'— 1)"-^   dividirt  hat,    kann  man  nach  x 
differentiiren  und  (rf)  anwenden,  indem  man  dort  v  mit  v — 1  ver- 
tauscht.    Führt  man  darauf  für  V-y  und  Vy  ihre  Werthe  in  w  ein, 
so  wird  erhalten 

auch  selbst  wenn  einer  der  Zahlenfaktoren  auf  der  Rechten  ver- 
schwindet, was  vorkommt  wenn  man  n  oder  —  (n+l)  für  a  setzt. 
Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  (36). 

Für  V  =  0  ist  der  Werth  von  to„  =  v^,  im  ersten  Falle  nPXx), 
in  den  übrigen  Fällen  Q\x).  Man  zieht  aus  (6)  oder  (t/),  durch 
wiederholte  Differentiation 

^'^••-     ^  =  («+l)(«  +  2)...(a  +  v)^,, 

eine  Formel,  die  Vy  verschafft,  so  lange  kein  numerischer  Faktor 
auf  der  Rechten  0  ist,  also  Wy^  so  lange  v^n  und  positiv  ist,  in 
allen  drei  Fällen  durch  w^  ausgedrückt. 

Um  das  Resultat  zu  gewinnen,   welches  zur  Feststellung  der 

15  ^ 
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Gleichungen  (38)  noch  fehlt ,  ist  zu  beachten ,  dass  wenn  a  =  w, 
also  positiv  ist,  für  jede  Grösse  der  positiven  ganzen  Zahl  v  er- 
halten wird 

nn  ,       .,    rf»'M?„ 

Wy  =  -jjz , r-(a5  —1)**^ 


Ist  nun,  wie  im  ersten  Falle,  an  der  Grenze  cp  =  Tc^  also  w^  =  Tr,P\x), 
so  erhält  man  für  jede  Grösse  von  v,  in  Uebereinstimmung  mit 
(32,  a) 

-J    (x  +  eo,g>.}/x^-iycoBv<pd^  :^  _^_^(^^_1>»  __^. 

Wählt  man  aber,  wie  im  dritten  Falle,  qp  so  dass  x—cosq)}^x^—l 

verschwindet,  setzt  also  w^  nach  S.  161  gleich  Q"(oo),  so  erhält  man 

das  gesuchte,   S.  224  angegebene   Resultat,  dass  für  jede 

positive  ganze  Zahl  v  sei 

[jn  d^O"(x)       /'"»  

C—^y-FT? 7(3;"— l)^*-      ^^^  -'  =/    Cx—cosivA/x^—iycosivvdv. 

^  n(n-\-v)  dx         J      ^ 

Eine  Vergleichung  mit  dem  Schluss  der  Tabelle  auf  S.  212  zeigt 
nämlich,  dass  die  linke  Seite  mit  der  von  (38,  6)  übereinstimmt. 

Nachdem  die  Untersuchung  für  a=n  erledigt  ist,  kann  man  noch  die 
schon  bekannten  Resultate  für  a  =  — n  —  1  ableiten. 

a)  Im  zweiten  Falle,  in  welchem  an  der  obern  Grenze  (p  =^  ioo  wird, 
drehe  man  zunächst  das  Zeichen  von  yx^ — 1  um,  und  findet  dann,  da  v  in  dem- 
selben der  Natur  der  Sache  nach  kleiner  als  n-\-i   zu  nehmen  ist,    nach  (e) 


cosivudu  n(n  —  v)      ,       ^    d^  Q"(x) 


{x'-Xf' 


a;  +  cosiw.]/a;'— l)''+i  ^n  dx" 

was  mit  (38)  übereinstimmt. 

ß)  Im  ersten  Falle,  wo  die  obere  Grenze  (p  gleich  n  ist,    findet  man, 

Wq  =  n  P"{x),  daher 

so  lange  v^n.    Um  den  Uebergang  von  w„  zu  w„+i  zu  gewinnen,  bestimmt 
man  zunächst  den  Werlli 

w-n  =  wn  =  (-l)";r.ilii:^zd)(a,^_l)i» 
und  setzt  dann  nach  (ö)  für  a  =  — n  —  1,  v  =  — n-  1 

_!A _^ Uli  _  __(2n  +  l)(ir'— 1)^"M5„. 

Berücksiclitigt  man,  dass  Wy  für  x  =  1  verschwindet,  sobald  v  >  0,  so  findet 
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man  den  schon  aus  (32,  f)  bekannten  Werlh 

.       /—, — 7n        ,  1.3...(2w-f  1).7i   /;   ,      ... 

?n+i  =  (-  \/x'-i)-''-' —    jin        Jix'-rrdx. 


Wn 


Für  einen  noch  grösseren  Index  v  kann  man  w  auf  doppelle  Art  erhalten. 
Dies  geschieht  entweder  durch  eine  Integration,  indem  man  'von  Wy  =  w^y 
durch  Differentiation  zu  Wi-y  oder  Wv-i,  also  durch  Integration  von  Wy-i 
zu  Wy  gelangt,  so  dass  eine  |U malige  Integration  iOn-\-v^n  aus  Wn\\  verschafft 
und  zwar  in  der  Form  wie  diese  Function  in  (32,  f)  vorkommt;  oder  man 
kommt  zu  den  Functionen  w  mit  höherem  Index  nach  ganz  direkter  Anwen- 
dung    der     Formel     (6),     durch    mehrfache    Differentiation    des    Ausdrucks 

(a;' — 1)      ^  Wn+i-     Auch  dieses  gieht  bekannte  Gleichungen. 
Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  für  a  =^  n,  aus 


w. 


(j;-j-cos^  .  ya;'  — 1)" cos w^rfqp  =  7r( — ^ — 1 , 


nach  (6)  durch  n  fache  Differentiation,  indem  man   v  —  — «setzt,   unmittelbar 
die  bekannte  Formel  für  P"(x)  findet 


2''.nn.w„  =■  n- 


dx" 


§  54.  Auch  für  die  Function  Ql(x)  hat  Herr  F.  Neumann 
ein  Integral  angegeben,  welches  dem  für  Q"  gefundenen  (21)  auf 
S.  141  entspricht.  Zur  Ableitung  differentiirt  man  diese  Gleichung 
V  mal  nach  x  und  erhält  dann 

«...   (-.)'M=.iX(„/^|Ä, 

woraus  man  nach  dem  III.  Satz  auf  S.  153  findet 

(b)  2r^'^(a)  -  Mi::i2n+1)  /•'    d-yT     . 

(6)     ...     2^y{^)-      2.4. ..(2«)    y     (x-yr+"^^'^y- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  D"(ic)  bei  der  Entwickelimg  nach  ab- 
steigenden Potenzen  von  x  mit  der  —  (w  +  v -j-l)'""  Potenz  von 
X  beginnt.  Endlich  kann  man  in  dem  zweiten  Gliede  von  («)  die 
Potenz  von  (x  —  y)  im  Nenner  verringern,  entweder  vermittelst  der 
Integration  durch  Theile  oder  indem  mau  P  nach  dem  Taylor 'sehen 
Lehrsatz  in  die  Reihe  entwickelt 

x-y    dP\x)       {x~yY  d>P"(x) 

P{^)-\-—^  d^-  +  "T.2 dx^-^'" 

Hierdurch  erhält  man 
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/ 


P\y)dy      j,n^^^{x-ir^-{x-\-\y 


{x-yy+' 

dP^^ix)  (x-iy-^-(x-\-iy- 


+ 


dx  l-Cv-l)  ' 

war  »*>•«,  so  ist  diese  Reihe  fortzusetzen ,  bis  sie  von  selbst  ab- 
bricht.   Ist  aber  v  ^n^  so  hat  man  das  v'*  Glied  mit 

nv.dx^^_^  ^—y 

zu  vertauschen.  Dies  Integral  wird  im  allgemeinen  log(x+l)-log(a;-l); 
wenn  aber  x  dem  Querschnitt  angehört,  ist,  wie  S.  143  gezeigt 
wurde,  für  dasselbe  log(14-a;)  — log(l  — a;)  zu  setzen. 

Anmerk.    Nach  der  Bezeichnung  des  Herrn  F.  Neu  mann  ist 

ii.,-i)'a-.')*y'Ä^  =  o... 

§  55.  Das  Resultat  einer  imaginären  Substitution  in  den  In- 
tegralen, durch  welche  die  Zugeordneten  erster  Art  dargestellt 
werden,  giebt  §  49.  Man  sah,  dass  die  Integrale  nach  einer  solchen 
noch  immer  Zugeordnete  erster  Art  darzustellen  oder  in  solche  zweiter 
Art  übergingen,  die  besonderen  Fälle  ausgeschlossen,  in  welchen 
die  Substitution  überhaupt  unstatthaft  ist,  in  welchen  nämlich  die 
Bedingungs-Ungleichheit  in  eine  Gleichheit  tiberging.  Bei  den  Inte- 
gralen, welche  nach  (38)  die  Zugeordnete  zweiter  Art  darstellen, 
ist  etwas  ähnliches  der  Fall,  indem  sie  nach  der  Substitution  ent- 
weder noch  immer  eine  gleiche  Function  geben,  oder  um  das  Pro- 
dukt aus  einer  Constanten  uud  einer  Zugeordneten  erster  Art  zu- 
nehmen. 

Die  Untersuchung  über  dies  Verhalten  wird  wesentlich  durch 
den  VI.  Satz  im  §  38  und  die  dazu  gehörenden  Anmerkungen  er- 
ledigt. Behält  man  die  dortige  Bezeichnung  bei  und  stellt  wiederum 
durch  1/;  einen  zwischen  0  und  tc  liegenden  Bogen,  durch  xp^  einen 
bestimmten  Bogen  in  diesen  Grenzen  vor,  so  erhält  man,  wenn 
V  ^n  und  \p  <iipa 

/°°         cos iv(M +  *'/')  _  r^      GOBivudu 

[a-\-bcoBi(u-\-iih)y+^  ~J     (a-^bcosiuf^^ 

—  OO  — CO 

/"^       amiv(n-{-iip)du        _     /'*        »mivudu 
[a-\- b cos i(u-\-itfi)Y-^^  ~~  J      (a +  6cosiM)''+^ 
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(1.  i.  gleich  Null.  Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  haben  die 
Form  Acosvip  -\-  Bsmvifj  und  —  A&invip  -{-  Bcosvip ,  wo  A  und  B 
bestimmte  Integrale  sind.    Löst  man  noch  A  und  B  auf,  so  findet  man 

„Q.  /""^  Gosivudu  _  r"^    co&ivudu 

^^^       "    J     jäl-6cos(m-i/;)]''+»  ~  cos  vi/»/     ^^[^r^—y^i^ 

/**  smivudu  .  /''^      cosivurfw 

y     [a-j- ftcos(iM  —  1/^)]"+^  ~  ^^^     (a4-6cosiM)"+^ 


Wenn  noch  immer  v^n  bleibt,  aber  xp^  <.xp  <.7i  wird,  so 
ist  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen,  von  denen  wir  aus- 
gingen, also  auch  von  (39)  —  b  für  b  zu  nehmeu  und  dem  Integral 
der  Faktor  cosv/r  hinzuzufügen.  In  diesem  Falle  kann  man  auch 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (39)  nach  S.  168  mit  dem  Pro- 
dukte aus  cos  VI/;  resp.  sin  vi//  und 

/'^       Gosivudu /^^       QOSviUdih 
7 — r-, r-c-rT-4-«/     7 i — — ^^ — r 
(a-\-bGO&m)"+^   '  J      (a  —  6cosi/^)"+* 

vertauschen.  Werthe  die  >  n  sind,  kann  man  v  nicht  geben,  ohne 
dass  (39)  seine  Bedeutung  verliert;  xp  ausserhalb  der  Grenzen  0 
und  71  zu  nehmen,  wäre  überflüssig. 

"Wir  übertragen  diese  Formeln  auf  den  Fall,  dass  a  =  x, 
b  =  }/ic'— 1;  wie  früher  (M.  vergl.  §  39,  No.  4)  sei  x  —  p±qi.  Als- 
dann wird  i//o  so  bestimmt,  dass 

-       —       =  Q  (cos  %  -f  i sin  ipj;     (0  <  xp,  <  n). 
yx — 1 

Man  findet  hierauf,  wenn  O^xp  <:  xp^ 

,^^    ^     1.3...(2w+l)./7n   r^  Go^ivudu  ^^„^  ^ 

(39,«)...  „,    ;      '/ c  / — = =2QJx).Go&vxp 

^     '^     JI(«+»')/7(«-v)y  [x4-co8(iu— i//)]/a?'-l)»+>  ^^         ^ 

1.3...(2w-t-l)./TM  /""  ^mivudu  _,.„,  .    . 

n(n-\-v)n(n—v)Jjx^-cos(iH—xp)]^x'-lY+'  ^  ^ 

und  wenn  xp^,  <.xp  <Z.xp  gleich  2cos)'i/>  resp.  2sin>'i//  multiplicirt  mit 

§  56.  Die  Zugeordneten  für  unendlich  grosse  Werthe  des 
obern  Index  n  kann  man  durch  zwei  Methoden  aufsuchen,  von 
denen  eine  im  §  40,  die  zweite  im  §  41  enthalten  ist.  Indem  man 
aus  §  51,  No.  3  erhält 
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(l-nOK^)  =  my+'m-^,  n  +  l-v,  n  +  l  1'), 

(1-  r)»'  pxx)  =  (2i)-"Fa  -  r,  -  n-v,  -« +4,  r), 

das  Letztere,  wenn  v  <  «,  so  findet  man,  wie  im  §  40,  dass  o/^|  <  1 
vorausgesetzt,  für  w=  -x)  sei 

also  dasselbe  Resultat,  welches  sich  für  v  =  0  ergab.  Das 
gleiche  Resultat  giebt  die  Methode  des  §  41 ;  man  ersieht  zugleich 
aus  den  Untersuchungen  daselbst  auf  S.  179 — 180,  wie  der  Buch- 
stabe V  eintritt,  wenn  man  noch  die  Glieder  höherer  Ordnung  nach 
n  berücksichtigt.  Auch  der  Fall  eines  Punktes  im  Querschnitt 
bietet  nichts  neues  dar. 

Indem  ich  die  weitere  Ausführung,  namentlich  den  Fall,  dass 
V  mit  ti  zugleich  unendlich  wird,  den  Untersuchungen  Anderer 
überlasse,  erwähne  ich  noch,  dass,  wie  Jacobi  in  der  mehrfach 
erwähnten  Abhandlung  Formula  transformationis  etc.  im  15.  Bande 
des  Grelle 'sehen  Journals  §  11  angiebt,  aus  Legend  re's  Formel 
(§  51,  S.  222)  der  Werth  von 

GOSV(pd(p 


nJ 


(1-1- a'- 2a  cos  9))"+* 

für  71  =  00  gefunden   werden  könne.    Man   erhält  nach  derselben 
nämlich  für  das  Integral  den  Ausdruck 

'a^{\—ay 


n{ti-\-v)      ,.      ,,     , 

-ii-i.a'(l-«')-"-, 


den  Jacobi  dort  auf  andere  Art,  vermittelst  der  Transformations- 
formel für  cosj^r/-,  ableitet. 

§  57.  Nach  Analogie  des  Verfahrens  im  §  42  behandeln  wir 
den  Fall,  dass  mit  wachsendem  obern  Index  n  das  Argument  der 
Zugeordneten  x  =  cosö  sich  der  1  nähert.  Die  ausführliche  Ent- 
wickelung  im  §  42  macht  eine  wiederholte  strenge  Begründung 
überflüssig;  es  handelt  sich  hier  zuerst  darum,  den  entstehenden 
,,Cylinderfunctionen"  ihren  Platz  unter  den  Kugelfunctionen  anzu- 
weisen '^). 

Die  Functionen 

2"    „n/       e\         1        ~ 


ff 


"G^V)'      2^/f^"(*^^4) 


*     M.   vergl.  auch  für  die   folgenden  Untersuchungen   meine  Abhandlung   über 
die  Fourier- B  essel'sche  Function  im  69.  Bande  von  Borchardt's  Journal. 
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nähern  sich  mit  wachsendem  n  den  Grenzen 


in  Betreff  dessen,  was  über  cc  als  Grenze  zu  bemerken  ist,  vergl. 
man  das  Frühere.  Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  den  Ausdrücken 
(35,  c)  und  (38). 

Die  obigen  zwei  Grenzwerthe  sind  zwei  partikuläre  Lösungen 
der  Differentialgl.,  welche  aus  (36)  in  der  Form  (a)  auf  S.  216  ent- 

steht,  wenn  man  dort  —  für  0  setzt   und  die  Grenze  nach  n  auf- 
'  n 

sucht,  d.  h.  von 

d'd'y-\-0dydd-['(d'-v')yd6'  =  O. 
Neben  die  Zugeordneten  P  und  Q  stellte  ich  Functionen  ^  und 
£},  die  mit  ihnen  so  zusammenhingen,  dass 

p:  =  (^'^-i)±"^si,^  q:  ==  (,v-zi)t.'Q'' ,,. 

Einen  Ausdruck  von  ^  und  O  durch  Integrale  findet  man  in  (35,  i) 
S.  215  und  (37)  S.  222,  ihre  Differentialgleichung  unter  {ß)  auf  S.  217. 
Geht  man  in  jenen  Formeln  zur  Grenze  über,  so  hat  man  in  ent- 
sprechender Weise  y  =  O^z  zu  setzen,  und  erhält  für  z  die  Diffe- 
rentialgl. 

(40)...   ed''z^{2v^\)dzde-^ezde^ ^0 

von  der  zwei  partikuläre  Integrale  sind 

e't^^o^Vsm^yg)dq),      /     e'^'^''^'"sm^''iudu. 

0  II 

Nachdem  auf  diese  Art  die  Verbindung  mit  den  Kugelfunctionen 
hergestellt  ist,  werden  die  gewonnenen  Resultate  und  Einiges,  was 
sich  daran  knüpft,  selbständig  abgeleitet. 

§  58.  Den  Ausgangspunkt  unserer  Untersuchungen  bildet  die 
Differentialgleichung  (40),  die  man  auch,  nach  der  Substitution 
0'^  —  T],  in  folgende  Formen  bringen  kann  ^<       y^,,fit.  ^  i.^ 

(40,  a)  ...     ri  d'z  -\- (v -{-  l)dz  dt]  +  ^z  drj'  =  0,  '^  ^»  *^  ^   "^1  *"  ** 

(40,  6)  .  . .  d''-z-\-vdzd\o^ri-\-\riz{d\o^rjy  =  0. 
Zwei  partikuläre  Lösungen  derselben  werden  wir  durch  jy{0)  und 
K(0)  bezeichnen;  eine  von  ihnen,  die  J  sei,  lässt  sich  durch  eine 
Reihe  oder  ein  Integral  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  ausdrücken.  Auch  hier  kann  man  ;;  als  Function  nicht 
von  ö,  sondern  von  77  betrachten. 

Ein  Theil  des  Folgenden  bleibt  zwar  noch  bestehen,  wenn  v 


234  I    Theil.     Viertes  Kapitel.  §  58,  41. 

eine  gebrochene  Zahl  bezeichnet;  zunächst  soll  aber  der  Fall  eines 
ganzen  v  behandelt  werden.  Der  Hauptfall  für  physikalische  Unter- 
suchung ist  der,  in  welchem  2v  eine  ganze  Zahl  ist. 

Um  die  Lösung  z  eindeutig  zu  definiren,  macht  man  hier,  wo 
V  eine  ganze  Zahl  ist,  dieselben  Festsetzungen  wie  im  §  43  beim 
Falle  V  =  0,  versteht  also  auch  unter  0  die  ]^60  mit  positiv  ima- 
ginärem Theile  oder  im  speciellen  Falle  die  positiv  reelle  Wurzel. 
Im  Querschnitt,  d.  h.  für  ein  positiv  reelles  tj^  soll  ky(d)  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  beiden  Werthen  der  Function  am  Ufer- 
rande also  in  den  Punkten  0-{-O.i  und  0  —  O.i  sein. 

Durch  Diiferentiation  von  (40,  a)  nach  t]  erkennt  man,  dass 
dz:  dt]  derselben  Gleichung  wie  z  genügt,  wenn  man  in  derselben  nur  v 
mit  v-{-l  vertauscht;  für  ^=0  sind  aus  §  43,  I.  Satz,  zwei  partikuläre 
Integrale  J  und  K  bekannt.  Indem  man  diesen  Constante  hinzufügt,  die 
mit  Rücksicht  auf  das  später  Folgende  gewählt  werden,  erhält  man  also: 

Die  Gleichung  (40)  wird  für  jedes  ganze  nicht  nega- 
tive V  durch  die  beiden  vielfachen  Differentialquotienten 

(41)...   ,;w  =  (-iy'f^.^=,„(_.), 

integrirt  (r]  =  0'). 

Hieraus  gewinnt  man  als  Lösung  von  (40)  zwei  bestimmte 
Integrale.     In  der  That  ist 

/g.öcosygjjj2v^jjp  _    *     /e'^cos9'sin^''+^cos«3prf^, 

und  nach  einer  Integration  durch  Theile 
isin"''+'a)  1  /* 

2(2v-f-l)<9  2(2»' +1)^  ^   ^ 

Integrirt  man  zwischen  Grenzen  0  und  tt,  so  folgt  hieraus 

Aehnlich  kann  man  mit  den  Integralen  zwischen  den  Grenzen  0 
und  oc  verfahren  und  erhält  ausserhalb  des  Querschnitts 

(41 ,  a)  ...    jy {&)  =  — y^^e'^ «"'  v-  sin-'  cp  d(p, 
ky  (d)  =  /    6'^"="*'"  sin-'  iu  du, 
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im  Querschnitt  aber  für  k(6)  das  arithmetische  Mittel  zunächst  aus 
Ä(öiO.i),  dann  aber  den  nach  (41)  diesem  gleichen  Werth 

K(0)=ik,(0-i-0.i')  +  U,(-6^0.i). 
Diese  Formeln  zeigen,  dass  es  auch  hier  gelungen  ist,  was  so 
wesentlich  für  die  Behandlung  der  Kugelfunction  war,  die  beiden 
Cylinderfunctionen  durch  dasselbe  Integral  darzustellen,  welches 
endlich  bleibt,  wenn  nur  die  Integration  auf  geeignetem  Wege 
und  zwischen  geeigneten  Grenzen  0  und  cc  ausgeführt  wird. 
Aus  dem  III.  Satz  im  §  44  geht  hervor,  dass 

in 

ky(d±0.i)=  /         e±""=°*"'sin^»'iMrf?< 

0 

sei;  wenn  man  zuerst  bis  Hh^m  und  dann  parallel  der  Axe  der 
Reellen  in's  Unendliche  integrirt  (wie  auf  S.  195),  so  findet  man 
daher,  wenn  g  wiederum  das  reell  Unendliche  bezeichnet 

ky{6±0.i)=  /  V*'""'cos^''iudu+i/  '  e^'^'"'"Psm'^*'ffdcp. 
Hieraus  folgt  für  ein  6  im  Querschnitt 

(41,  b)    ...       k,(d-}-O.i)-k,(0-O.i)  =  ijr(0), 

e'^*'""'cos^'  mrfM  —  I     sin(öcos9))sin-''qprf«3r; 

die  Function  ky(d)  ist  daher,  wie  selbstverständlich,  im  Querschnitt 
reell  geworden. 

Es  ist  für  die  Anwendung  auf  die  Lösung  der  Riccati' sehen 
Gleichung,  die  ich  im  §  60  gebe,  von  Bedeutung,  dass  die  zwei 
Integrale  (41,  a)  noch  immer  der  Differentialgl.  (40)  ge- 
nügen, wenn  auch  v  eine  beliebige  Grösse  wird,  nur  vor- 
ausgesetzt, dass  2v-\-\  einen  positiven  reellen  Theil  be- 
sitzt.    Setzt  man  nämlich  in  die  linke  Seite  von  (40)  ein 


-     /^>öcosygJQ2,.^^^^ 


0 

so  wird  im  allgemeinen  nicht  0  erhalten,  sondern 

/e'^'^"*ysin-''<3p[— öcos'9)  +  (2i/-}-l)icos^+  d]d(p  =  »e"'^°'9'sin2''+^9», 

ein  Ausdruck,  welcher  für  ^  =  0,  tt,  und  oc,  das  letztere  Zeichen 
in  dem  früher  angegebeneu  Sinne  genommen,  verschwindet,  wenn 
V  die  angegebene  Bedingung  erfüllt. 
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Was  über  die  imaginäre  Substitution  im   IV.  Satze  des 
§  44  gesagt  wurde,  gilt  auch  hier;  setzt  man 

0  =  a(sin a  + » cos a),  {—^n^a^ ^n), 
so  erhält  man  die  Gleichungen 

(41 ,  d)  .  .  .    -—y'e'öco.cv  HO)  ^m^y(jp  -f-  u})d(p  =jy(0y, 


—n 


/g+ai 


—9 


wenn  w  im  ersten  Integral  beliebig  ist,  im  zweiten  Integrale  einen 
zwischen  —  ^ni  und  4m  liegenden  imaginären  Theil  besitzt. 

In  eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  6  aufsteigt,  kann 
man  eine  der  beiden  Lösungen  von  (40),  nämlich  j,  entwickeln, 
sowohl  nach  dem  Verfahren  auf  S.  126,  als  auch  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  ganzen  positiven  v,  mit  Hülfe  von  (30)  und  (41) 
oder  wenn  man  in  (41,  a)  die  Exponentialgrösse  nach  Potenzen 
von  0  entwickelt.  Man  findet  dann,  sobald  nur  v  reell  und  po- 
sitiv ist, 

(41,  e)  ...  JX0)^  j7(-'|,)^y-(^-2.(2v+2)  +  2.4.(2^4- 2)(2.+4)~"V- 

§  59.     Setzt  man  Ö^z  =  ?/,  so  folgt  aus  (40) 

(42)  ...     0'd'y-\-0dyd6^(d'-v')yd0'  =  0 
oder  was  dasselbe  ist 

Während  S.  285  für  (40)  nur  dann  zwei  partikuläre  Integrale 
gefunden  wurden,  wenn  2i'-}-l  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt, 
ergiebt  sich  für  (42)  eine  vollständige  Lösung,  welchen 
Werth  auch  v'^  annimmt.  Versteht  man  nämlich  unter  v  die 
]/v'^  mit  nicht  negativem  reellen  Theile,  so  kann  man  wie  oben 
y  —  0y.z  setzen,  wo  ;;  der  Gleichung  (40)  genügt.  Diese  haben 
Avir  durch  (41,  (i)^  vermittelst  zweier  bestimmten  Integrale,  voll- 
ständig integrirt,  so  dass,  Avenn  a  und  ß  willkürliche  Constante 
sind,  (42)  für  einen  beliebigen  Werth  von  v^  das  allgemeine 
Integral  besitzt 

y  =  0^'{(xj,{0)^ßKi0y).  ^ 

Indem  v  wiederum  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
kann  man  die  Integrale  y  durch  Anwendung  der  Transformations- 
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formel  von  Jacobi  umformen.  Gebt  man  nämlicb  von  der  aus 
(41,  a)  folgenden  Gleicbung 

-1 

aus  und  integrirt  vmal  durcb  Tbeile,  so  entstebt 

e^iyW)  =  —       e'^'  — 5^ — ; — ^ dz. 

-"^^  ''       nJ  dz" 

—1 

Fübrt  man  zwei  Functionen  /,,  und  Ky  ein,  die  für  v  =  0  mit 
/  und  K  übereinstimmen,  und  mit  j  und  k  durcb  die  Gleichungen 

K  (0)-     ^''^^^^     =  (-2er  ^'^J^ 

zusammenhängen,  so  erhält  man  bei  ganzzahligem  vfür  die 
Functionen  /  und  K,  die  particulären  Lösungen  von  (42), 
die  Ausdrücke 

(43,  d)  ...     Iy(d)  =  ^^^  fe'^'^°'v cos vq)d(p  =  (-!)"/,(- Ö), 

(I 

Ky(d-\-i).%)  =  {-lyf  e'^^^'^^cofiivudu  =  (— 1)'  /r,(-^— 0-0? 

Ö  +  O.i  =  a(sina  +  icosa),  (—  |7r  <  a  <  ^rr), 
wenn  oc ,  wie  im  III.  Satze  des  §  44 ,  irgend  eine  der  Grenzen 
fi'  +  («  +  x)*  z,  B.  die  reelle  vorstellt,  x  eine  beliebige  zwischen 
—  ■^n  und  ^n  liegende  Grösse,  und  Ky(d-\-0.i)  im  allgemeinen  mit 
Ky(6)  übereinstimmt.  Im  Querschnitt  wird  unter  Ky(d)  das 
arithmetische  Mittel  von  Ky(d±^O.i)  verstanden. 

Aus  der  ersten   Gleichung   (43,  a)  findet  man  sofort  folgende 

Ausdrücke  von  J 

(—ly  fn 
J2y{d)  = —  I    cos  (ö  sin  y)  cos  2v(f  d(p, 

0 

./2^+i(Ö)  =  tiZ /'''8in(ö  siny)  sin(2v +  l)9)c?g). 
ü 
Dass  /  und  K  der  Differentialgleichung  (42)   genügen,   kann 
man  direkt  zeigen,  indem  man  in  ihre  linke  Seite 

y  =   /e'"  """^f  cos  vcp  dcp 
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einsetzt;  dieselbe  wird  dann  integrabel   und,  abgesehen  von  dö', 
gleich 

giöcosy^j^gjj,  qfCQsvcp  —  vsin  j'^). 

Aus  (41,  e)  erhält  man  für  J^(ö)  die  nach  Potenzen  von  d  auf- 
steigende Reihe 

(43, 6) . . .   rm  =  ^^^(i-  ~^^  +  ••■). 

welche  schon  S.  82  als  (14,  c)  neben  der  dazugehörenden  Gleich, 
(14,  6)  auftrat. 

Die  imaginäre  Substitution  giebt  ferner  Ausdrücke,  welche 
(41,  d)  entsprechen,  nämlich  mit  der  Bezeichnung  von  (41,  d), 

(43,  c)...     -^^ -J     e''"'''^^v-^^  coBvq)  dcp  =  2Jy{d)coBvio^ 

—  71 

LJ    e'öcos(9)-u,)ginyy^y  _  2/^(0) sin vcü, 

—  71 

{—iyf^  "V^*=°^'C"-'^)cosii'M  =  2Ky{d)cosiv(o^ 

—fj—ai 

( — iy  I      '"e'^'=°''^"-'^)sinij'MdM  =  2Ky{6)^mivM. 

-g—ai 

Die  Anwendung,  welche  diese  Formeln  finden,  auf  die  im  §  44 
hingedeutet  war,  beruht  darauf,  dass  sie  das  Produkt  aus  einer 
Function  von  d  und  einer  von  ito  durch  einen  Ausdruck  darstellen, 
welcher  diese  Grössen  nur  in  einer  linearen  Verbindung  von  öcosiw 
und  ösiniw  enthält. 

Die  Functionen  J,  deren  Einführung  durch  Fourier  im  §  18  erwähnt 
wurde,  treten  wieder  hei  Bessel  auf,  wo  es  sich  darum  handelt,  Functionen 
der  excenlrisclien  Anomalie  e  nach  Cosinus  der  mittleren  /n  zu  entwickeln.  Be- 
zeichnet e  die  Excentricität  der  Ellipse,  wonach  man  hat 

f.1  =^  €  —  esine, 
so  kommt  es  darauf  an,  die  Coefficienten  p  in  dem  Ausdrucke 

cos  ?ie  =  jOy  4"  '^Pi  ^os  jtf  -f  2pj  cos  2jM  -f  •  •  • 
zu  bestimmen.     Diese  sind 

Py  =  —  /     cos  w€  cosy^u  a/u  =  —  /     sin7teüinvf.ias 

ü  0 

n     r^ 

= /     [cos((v — n)€  —  ve^nie)  —  cos((n-|-»')« — ves\n£)]de. 

0 

Nun  ist  für  ein  positives   v 
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1    r^ 

—  /     cos(ö  sin  qp  —  v(f) dtp  =  J,  (ö) ; 
u 
für  eiu  gerades  v  »stimmt  dieser  Ausdruck  uämlich  offeubar  mit 

—  /     cofi(^dsiug>)cosv(p  dg). 


71 

für  ein  uns^erades  mit 


1     f 

—  /     sin(ösin^)siu  v^(/y 

TT  «/ 


Überein.     Für    ein   negatives   v   ist    dieser  Ausdruck    gleich    —  J_,(ö).      Man 
findet  also  den   Coefficienten  p  durch  die  Gleichung 

Würde  man  sin««  in  die  Reihe 

sin  ne  =  q^  sin  jm  -+-  q^  sin  2ju  -| 

entwickelt  haben,  so  hätte  man  erhalten 

11 

qy   —   [Jn      V  (ve)  +  Jn  +  v(v€)] . 

71 

Die  Umkehrung  der  Entwickelung  giebt 

cosni.1  =  Xg-\-  2x,  cos£-|-  2xjCos2£-| , 

sin  tifx  =  l^  sin  «  -j-    A^,  sin2€  -j , 

2Ky  =  Jy^„(—n£)  -\-  Jr^n{ne),     K  —  Jy-„(—ns)  —  Jy^n{ne). 
§  60.     Wenn  nicht  mehr  v  selbst  ganz  ist,   wohl   aber 
2v  -f  1?  so  verwandeln  sich  die  Functionen  j  und  k  in  bemerkens- 
werthe  Ausdrücke,  von  denen  der  erstere  schon  S.  82 — 83  vorkam, 
wo  über  seine  Bedeutung  kurz  gehandelt  wurde. 

Setzt    man    J'  +  i    statt    v    in    die    obigen    Gleichungen,    so 
findet  man: 

Die  Differentialgleichung 

(44)...     Öd^C  +  2(v  +  l)rf^rfö+ÖCJÖ'  =  ü 
oder,  was  damit  übereinstimmt, 

d'i;^C2v  ^\)dt,d\o^d  -Y  e''t;{d\o^oy  =  0 

hat  zwei  Integrale 

1    Z*^ 
(44,  a)  ...    jr+i{0)  =—        e'<*^'''Vsm'^''^t(pdg), 

71  V 

K-v\{^  -f  O.i)  =  —  7     e0<'-")cos.ugin2,.+i  ^^^^^ 
I) 
von  denen  das  letztere  nur  dann  eine  Bedeutung  hat,  wenn  d  einen 
nicht  negativen  imaginären  Theil  erhält. 
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Beide  Lösungen  entstehen  durch  Differentiation  nach  ö^  von 
j^  und  /C|.     Man  hat  aber 

Die  Function  kk{d)  lässt   sich  in  dieser  Form  eontinuirlich  bis  an 

den  Querschnitt  fortsetzen,  also  auch  Ä;,.+i.    Es  wird  aber  bequem 

sein,   wenn  man   für  ein  reelles  6   als  Werth   von  k   nur   seinen 

cos  0 
reellen   Theil  betrachtet,   nämlich  — ^ —   Die  Lösung y  bleibt  im 

Endlichen  endlich,  und  k  wird  im  Unendlichen  Null.     Man  findet 
demnach : 

Die  Gleichung  (44)  wird  für  jeden  ganzen  nicht  nega- 
tiven Werth  von  n  durch    die  beiden  Lösungen  integrirt 

(44,  c)  ...    i.+,(ö)  =  (-l)v.2^"+^JIv-^(^), 

Ä,+.(ö-h  O.i)  =  (-1)^2^^  JT.^(^). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  dieser  Functionen  (Man 
vergl.  S.  83)  bedienen  wir  uns  für  dieselben  einer  besonderen  Be- 
zeichnung und  setzen 

(44,  d)...     -^JrniO)  =  ipÄO),     2^^"+^(^)^'^"(^^' 
so  dass  nach  (41,  e)  der  Ausdruck  des  §  18 

(14,a)...     i^,,(0)  =  ^^-^-^(l-^^^+..) 

erhalten  wird. 

Diese  Functionen  xp  und  f  genügen  der  Differentialgleichung 

(44,e)...     0^^  +  2d^+{0'-<v-^l))j  =  0 
und  es  ist 

im  Querschnitt  d.'^^{0)  =  cosö.    Während  xp  im  Endlichen  endlich 
bleibt,  wird  H'  im  Nullpunkt  unendlich. 

Die  Verwandtschaft  zwischen  den  trigonometrischen  Functionen 
von  Vielfachen  einer  Grösse  (p  und  den  Kugelfunctioneu  von  cos  y 
ofienbart  sich  auch  hier.     Indem  ich  die  \p  und  H'  in  ähnlicher  Art 
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transformire  wie  die  /  und  K  im  §  59  durch  (43,  a),  so  erhalte  ich 
(44,  e)  ...     ip^(d)  =  ^' ^/     e'^'°''rp'(GOB(p)&mq)d(p, 

TT    \/ 

U 

^,(0  +  0.0  =  {—ly+^f   e('ö-'»'=°^'"P''(cosiM)siiiwrfM. 
1) 
In  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  wird   mau  (14)  auf  S.  82 
wiederfinden;   die    letzte   verlangt,    dass  6  einen  nicht  negativen 
imaginäreji  Theil  besitzt. 

Wenn  v  beliebig  ist,  so  lösen  wir  mit  Hülfe  derjund 
k  die  Riceati'sche  Gleichung  (Vergl.  S.  235).  Diese  lässt  sich 
in  die  Form  bringen*) 

^  +  ^'+«'-"  =  0. 

wenn  a  und  (x  beliebige  Grössen  vorstellen,  sie   mögen  reell  sein 
oder  nicht.     Setzt  man**)    /Udx  =  \ogV^  so  wird 

so  dass  die  Riceati'sche  Gleichung  gelöst  ist,  wenn  mau  die  Lö- 
sung V  der  Gleichung 

d'V-\-a-x"Vdx'  =  0 
auffinden  kanu ,   und  zwar  bedarf  man  einer  solchen   F  =  «m  -f  ßv 
mit  zwei  Avillkürlichen  Constanten,   wenn  man   das  allgemeine  U, 
d.  h.  mit  einer  willkürlichen  Constanten  sucht,  da 

du    ,   ^  rfo 
d\gV  _  "^iL^^^lü^ 
~     dx  au-\-  ßv 

dann  die  willkürliche  Constante  a :  ß  enthält. 
Um  V  zu  finden  setze  man 

dann  muss  y  der  Gleichung 

d'y-^(a'xf^+'  —  i)y(d\ogxy  =  0 


*)  Enleri  Institutiones  calc.  integr.  Vol.  I,  Liberi,  Pars  I,  Sectio  II,  Cap.  I, 
Probl.  57,  Schol.  1.  Aequatio  haec  dy-\-yyilx  ^ax'"dx  vocari  solet  Riccutiaua  ab 
Auetore  Comite  Riccati,  qui  primus  casus  separabiles  proposuit.  Hic  quideni  eam 
in  forma  simplicissima  exhibui  cum  eo  haec  dy  -\-  Ayy  t^  dt  =^  Bß  dl ,  ponendo 
At^dt  =  dx  et  J^"^"' =  (u -}-l  jx,  statim  reducatur. 

**)  Euleri  Institutiones  calc.  integr.  Vol.  II,  Lib,  I,  Pars  II,  Sect.  I,  l'robl. 
119,  Schol. 

Heine,  Theorie  der  Kugelfuuctiouen.     2.  Aufl.  '  Jß 
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genügen,  d.  li.  der  Gleichung  (42),  wenn  man  setzt 

.  2a        -^  ,1 

i«  +  2  -  ^  +  2 

Sehliessen  wir  vorläufig  den  Fall  aus,  dass  (x-\-2  =  0  und  wählen 
die  Vorzeichen  so,  dass  die  reellen  Theile  von  v  und  d  nicht  ne- 
gativ werden,  so  erhalten  wir  die  vollständige  Lösung 

Offenhar  ist,  je  nachdem  v^=-\- — -77,    auch    ix. 6''    gleich    einer 
)  j  _  ^^  _j_  2 1  '  => 

Constanten  mal  x  -  ,  also  resp. 

V=.x^{aj,id)^ßK{d)). 
Wir  erhalten  also  das  Resultat: 

Um  die  Riccati'sche  Gleichung 

zu  lösen,  führe  man  die  positiven  Grössen  ö  und  v  durch 
.  2a       ^  ,       1_ 

0  = X    ^  V  =  + 

f^-{-2  '  =t^  +  2 

ein.     Alsdann  wird  die  vollständige  Lösung 

U  =  ^\os[(aj,(d)-\-ßKm, 

wenn  a,  ß  willkürliche  Constante,  j  und  k  die  Functionen 
vorstellen,  welche  durch  (41,  a)  definirt  werden.  Wenn 
/t«  +  2  verschwindet,  so  ist  die  Lösung 


1  ax^-ßx-  n 

2x^    ax'^  +  ßx'^    '  ^^ 

Ist  endlich  zugleich  noch  a^  =  ^ ,  so  erhält  man 


2x        (a-\-  ßlogx^x 

§  61.  Ueher  die  hier  auftretenden  Cylinderfunctionen  füge  ich 
einige  Sätze  hinzu  und  stelle  Formeln  zusammen,  welche  mehr- 
fache Anwendungen  finden. 

A.  Indem  man  für  J^(bx)  seinen  Ausdruck  durch  ein  Integral 
nach  (43,  a)  setzt  und  darauf  die  Integrationsordnung  in  dem  ent- 
stehenden Doppelintegral  umkehrt,  findet  man 

e-p^J,{bx)x"-'^dx  =  ^ ^- /     7 .J   ^.    ' 

u  u  ' 
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Hieraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (35,  c)  als  Werth  des  Integrales 
auf  der  Linken 

Um  nicht  neue  Bezeichnungen  einzuführen,  muss  man  für  n  eine 
ganze  Zahl  setzen;  es  ändert  sich  aber  nichts  wesentliches,  wenn 
n  gebrochen  ist.     M.  vergl.  (32,  d). 

Für  n  =  \  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  in 
\        r  b 


( '- Y. 


integrirt  man  die  dadurch  entstehende  Gleichung  nach  p  von  0  bis 
p,  so  erhält  man 

/        Jj0X)dX  =:  l  -; , ; 

und  hieraus  für  p  =  oc  die  einfache  Gleichung 

/'^-  dT  1 

J^(bx)^  =  ^,    (ö>0), 

welche  Herr  Weber  im  69.  Bd.  von  Borchardt's  Journal  S.  232 
entwickelt. 

B.  Die  sehr  einfachen  Recursionsformeln  zur  successiven  Be- 
rechnung der  J  und  K  lasse  ich  schon  hier  folgen,  um  an  dieselben 
den  Beweis  von  (30,  g)  S.  190  zu  knüpfen,  obgleich  ihr  Platz  erst 
der  §  63  sein  würde,  in  welchem  wir  von  den  Recursionsformeln  für 
die  Zugeordneten  der  Kugelfunctionen  handeln.  Die  Beziehungen, 
welche  hier  aufgestellt  werden,  sind  ganz  specielle  Fälle  der  für 
hypergeometrische  Reihen  bestehenden  Relationes  inter  functiones 
contiguas. 

Aus  (41)  und  (43)  folgt,  wenn  6  das  zu  den  J  und  K  gehörende 
Argument  ist 

{a)  ...     dJ,  =  (^J,-J,^,yiO,  dKr  ^(J^K,-  K,^,)de,    {v  >  0), 

dJ^  =  —JJd  dfi\  ^  -K,  dd. 

Mit  Hülfe  der  Ditferentialgleichung  (42)  für  die  Cylinderfunctionen 
zieht  man  hieraus  zunächst 

vddJy  -  Od(OJ, , ,)  =  (v-'—O'^JydO 
und  wenn  man  durch  (a)  reducirt,  darauf  n  statt  (v-\-l)  setzt, 

(6)  ...     2vJ,  =  ö(7„_,+7„  +  0. 

16* 
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Diese  Gleicliimg  mit  (a)  eombiuirt,  giebt 

(c)  ...     2dJ,.  =  (J^_i  -  Jy+OdO. 
Aus  dem  System  der  Gleichungen  (a)  erkennt  man,  dass  auch  in 
(6)  und  (c)  sich  J  mit  K  vertauschen  lässt, 

C.     Wir  tragen  nun  den  Beweis   der  Gleichung  (30,  g)  nach. 
Setzt  man  in  (31,  a)  S.  189  für  z  den  Werth 

z=^Ud)\os0^v, 
so  muss  V  die  Gleichung 

d'v         .   .,  2d/„ 

-f  0  V  = 


(dlogOy     '  rflogö 

erfüllen.    Die  rechte  Seite  derselben  ist  nach  (ä)  gleich  26 J^.    Durch 
wiederholte  Anwendung  von  (6)  findet  man 

ÖJj  =    ^J^  —  OJ^ 

dJ^  =    SJ,  —  dJ, 

dJ,  =  12J,--0j],  ... 
Ferner  weiss  man  aus  den  allgemeinen  Principien  (S.  60,  III.  Satz), 
dass  Jy,  wegen  seines  Ausdruckes  (43,  d)  durch  ein  Integral,  mit 
wachsendem  v  zu  Null  convergirt,  ja  sogar  sieht  man  aus 
denselben  mit  Hülfe  der  Integration  durch  Theiie  sofort  ein,  dass 
v''Jy  für  V  =  oo  noch  endlich  bleibt,  wenn  p  irgend  eine  Zahl 
bezeichnet.    Man  erhält  also 

^jg^  +  öV  =  8(/,-2y.-3y,-...). 
Wenn  man  setzt 

wodurch  die  linke  Seite  der  Gleichung  sich  nach  (42)  in 

2^a^J^  —  4^ajJ^-|-6^a3Jg 

verwandelt,  so  genügt  demnach 

«.  =  2,     a,  =1,     «3  =  1,     ... 
der  vorstehenden  Gleichung.     Also  ist 

(30,^)  ...     z  ^  J,\ogO  +  2iJ,--^J,  +  iJ-..-) 
ein  solches  Integral  von  (31,  a),  welches  für  0  =  0  unendlich  wird, 
während  das  erste  Integral  .7^,  endlich  bleibt. 

Andererseits  ist  das  allgemeine  Integral,  also  auch  z  in  (30,  g), 
von  der  Form 

z  =  aK(d)  +  ßJ(0). 

Die  Constanten  «  und  ß  hat  Herr  H.  Weber  bestimmt,  und  erhält  *) 

*)    Borchardt,  Journal  f.  Math    Bd.  75,  S.  85. 
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im  Querschnitt,  d.  h.  für  ein  reelles  positives  ö, 
(44,  f)  ...     -K(d)  =  —  f"^  eoa(0  cos  iu)  du  =  Jo(0'){\osid-\- C) 

wenn  C  die  in  der  Theorie  der  F  Functionen  vorkommende  Con- 
stante  bezeichnet,  die  in  den  Institut,  calc.  diff.  Ca]).  VI.  No.  143 
angegeben  ist.  Gauss  theilt  sie  (bei  ihm  heisst  sie  —  'FJ,  nach 
einer  Rechnung  von  Nicolai,  auf  40  Decimale  mit.  Der  ange- 
näherte Werth  von  — C  ist  0,5772157.  Bei  complexem  0  mit  po- 
sitivem imaginären  Theile  muss,  wie  sich  mit  Hülfe  von  (30,  f)  er- 
giebt,  die  linke  Seite  von  (44,  f)  mit 

vertauscht  werden. 

Durch  V  fache  Dilferentiation  von  (44,  f)  nach  ö'  erliält  mau 
nach  (43)  sofort  die  Entwickelung  von  Ky{d)  nach  den  J(^Oi 
welche  der  obigen  von  K{8)  ähnlich  ist. 

Nach  der  Methode  des  Herrn  Weber  findet  man  die  Con- 
stanten a  und  ß  in  der  für  ein  reelles  positives  6  geltenden  Gleichung 

aKid)^ßJ{0)  =  J(ö)logÖ-f-2(J,-K  +  -) 
auf  folgende  Art: 

Wenn  6  um  O.i  wächst,  so  ist  nach  (30,  f)  rechts  ^aniJ(O) 
zu  addiren.  Lässt  man  nun  6  in  der  positiv  imaginären  Ebene  bis 
—  0-\-0.i  wachsen,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite  wegen  des  log ö 
um  mJ(dy^  auf  der  linken  geht  aK(d  i-O.i)  in  aK( — 6-\-0.i)  oder 
aK(d — O.i)  über,  welches  nach  (30,  /")  gleich 
aK(0-\-0.i)-  ianJ(6) 
ist.     Man  hat  also  a  =  — 1. 

Um  auch  die  zweite  Constante  ß  zu  bestimmen,  integrirt  man 
die  betreffende  Gleichung  auf  beiden  Seiten  nach  0  von  0  bis  oc. 
Man  hat  nach  S.  197 

J'^  J(fj)dO  =  l 
(I 
und  nach  S.  224,  weil  ./,.(oc)  =  0  und  ./,  (0)  =  0  sobald  v  >  0, 

/'\j-W,-\-y,r'-)dO=^l-i-\-!,       ••=.log2. 
Ausserdem  ist 

0  0  1  r-*'       ■•- 
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und  dies  gleich 


/ 


"  sin  Oxdx 


a;lV— 1 
für  6  =  oo  also,  nach  S.  60,  III.  Satz,  gleich  0.    Somit  erhält  man 

ß  =  r'j(ß)\os0dd-\-2\os2. 

0 

Das  hier  noch  vorkommende  Integral  transformirt  man,  indem  man 
für  logö  seinen  bekannten  Ausdruck  durch  ein  Integral  setzt,  in 

mit  Hülfe  von  (ö)  auf  S.  197.    Das  letzte  Integral  lässt  sich  ver- 
mittelst der  Gaussischen  Function  ^  durch 

1  1      \ds 


no-)i-/\- 


«+1     ]V+i^  « 


ausdrücken;  indem  man  s  mit  —  vertauscht,   zeigt  sich,  dass  das 
zu  W  hinzukommende  Glied 

d.  h.  —log 2  ist.     Man  hat  daher 

/9-'f(0)4-log2 
und  hieraus  (44,  /"). 

D.  Man  hat  Functionen  der  Veränderlichen  6  auf  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Arten  in  Reihen,  die  nach  den  Cylinderfunctionen 
fortschreiten,  entwickelt,  einmal  nämlich  nach  Functionen  Jr(0), 
deren  Index  v  von  Glied  zu  Glied  sich  ändert,  das  andere  Mal 
nach  Functionen  Jy(l6\  wobei  man  v  festhält  und  X  sich  von  Glied 
zu  Glied  ändert,  sei  es  dass  es  die  ganzen  Zahlen  durchlaufen  soll, 
oder  wie  bei  der  Betrachtung  des  Wärmezustandes  in  einem  Cy- 
linder,  die  in  unendlicher  Anzahl  vorhandenen  Wurzeln  einer  ge- 
wissen transcendenten  Gleichung  mit  reellen  Wurzeln  vorstellt. 

Um  einen  Factor  für  die  Beurtheilung  des  Verhaltens  solcher 
Reihen  in  Bezug  auf  Convergenz  zu  gewinnen,  hat  man  bei  den 
ersteren,  bei  welchen  v  wächst,  iu's  Auge  zu  fassen,  dass  yPJ^(ö), 
wie  bereits  S.  244  hervorgehoben  wurde,  für  v  =  oc  Null  ist.  Bei 
der  zweiten  Art  von  Reihen  hat  man  aber  J;,(ö),  bei  festgehaltenem 
v,  für  ö  =  oo  zu  untersuchen,  wenn  6  eine  reelle  Grösse  bezeichnet. 
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Dazu  bringt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

u 
je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  in  die  Form 

cofi(d  cosq>)cosv(p  dq>^     it      sm(OGos(p)smvq)dq). 

I)  u 

Es  wird  genügen,  an  einem  von  den  zwei  Integralen,  dem  ersten, 

die  weitere  Behandlung  durchzuführen.    Macht  man 

cosgp  =  l— a,     cos  v^  = /"(a), 

so  wird  dasselbe  gleich 

aT  /■(«)  cos  «Ö   .     ,     .    nf  f(a>m  ad    , 
(d)...     cosÖ/       ;  ^  -da  +  sm6/       ,  — -da. 

{      Va(2-«)        ^        •;;      ]/a(2-«) 
Aus  der  Formel  des  4.  Satzes  auf  S.  62  folgt,  wenn  man  dort  setzt 

n  =  ö,     v=\,     (f(a)  =  f{a)(:2  —  ay's 
dass  mit  wachsendem  6  jedes  dieser  Integrale  multiplicirt  mit  ^Q 
als  Grenze  hat 

«3P(0)/J7r  =i)/7r, 
so  dass  man  für  ein  gerades  v  erhält 

(45)  ...     i"  i^Jy  (0)  =  cos  <9  +  sin  ö,     (6  =  ^c) 
und  fiir  ein  ungerades  v 

«"+1  ]'ndJ„{0)  =  cosö  -  siuö,     (d  =  yc) 
also  der  Ausdruck  bei  dieser  ersten  Annäherung  nur   in  sofern  ab- 
hängig von  V  ist,  als  gerade  und  ungerade  v  zu  unterscheiden  sind. 
Dasselbe  Verfahren  liefert  auch  den  Grenzwerth  von  Kr(d)  für 
ö  =  oo;  im  Querschnitt  hat  man 

^ai^^=        cosö— =^=  —  cosö/     — ^-=^— sinö/       ,-  , , 

was  die  Formel  giebt 

(45,  II)  ...     2  iliK{6)  =  i^^fcos  6  -  sin  (9) ;     (ö  =  ^), 
da  die  Integrale  von  einer  grossen  Grenze  A  bis  no  genommen  für 
jedes  B  mit  wachsendem  ä  beliebig  klein  werden.     Derselbe  Aus- 
druck gilt  noch,  wenn  man  K  mit  i^Ky  vertauscht. 

Slelll  d  eine  l)eliel)if,fe  Zylil  a-\-hi  vor  und  Iteliäll  man  die  frühere  Be- 
zeiclinung  bei,  so  wird  in  dem  vorliergelieuden  Ausdruck  yd)  der  Factor  von 
cosö  jetzt 

'    K")    /'"^f'«        .,  sin^a   .  \ 

-,-z 1  — -ri—  cos iba z_—  siu i ua  j da. 

|/2  — «^    [/«  )'«  ^ 


/ 
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also  wenn  a  in^  Unendliche   wächst,  das  Resultat  (45)  gefunden,  wenn  man 
rechts  cosö  +  sinö  mit  cosa-|"*sina  vertauscht. 

In  dem  gleichen  Falle  eines  complexen  d,  welches  mit  positivem  imagi- 
nären Theile  bi  genommen  wird,  ist 


/oo 


g(-6+;a)  cos/ußosjyjf  ^j^^ 


U 

welches  nach  Einführung  von  x  =  cosfw  sich  in 

e~*" /"('s)  (cos  «5  4- « sin  az)  . 

verwandelt,  wenn  f(z)  eine  solche  Function  bezeichnet,  dass  f(coiui)=^cosivn. 
Sucht  man  den  Grenzwerlh  für  a  =  00  ^  so  wird  man  wiederum  statt  des 
Integrales  von  1  his  oc  ein  solches  von  1  bis  h  setzen.  Es  ergieht  sich  dann 
als  Werth  von  Ky(ß),  wenn  0  =^  a-\-bi,  für  a  =  00 

'2.'^ai^Ky{a-\-hi)  =  ]/n{co?,a  —  ?,'ma)-\-i]ln(cosa-\-?,\xia). 
Hieraus  wird  für  i^Ky  im  Querschnitt  derselbe  Werth  erhalten,  den  man  oben 
für  K^   fand. 

Will  man  aber  6  unendlich  werden  lassen,  so  gelangt  man  zum  Ziel 
durch  folgendes  Verfahren,  welches  icli  hier  nur  für  ein  rein  imaginäres  Argu- 
ment id  angebe. 

Dasselbe  lässt  sich  am  bequemsten  auf  die  Functionen  in  der  Form  (m. 
vergl.  (43)  und  (41,  a)) 

1.3...(2j/  — 1)  /,(iö)  =  ^-^/ V^^°^ysin^"yrfy. 

ü 

1.3...(2v  — l)/ir,,(i<9)  =  {iOy f    e-ö'=«^'"sin^'jMdM 

(j 
anwenden.     Zunächst  wird  die  rechte  Seite    der   ersten  Gleichung,   abgesehen 
von  einem  conslanteu  Factor 

0  '0 

Im  Integrale  setze  man  2dz  =  x  und  erhält 

Man  entnimmt  Untersuchungen  im  §  41  über  die  Grenzen  von  P"  oder  Q",  dass 
die  Grenze  für  ö  =  00  des  obigen  Integrals  sich  nicht  ändert,  wenn  es  nur 
bis  zur  £'**"  Potenz  von  6  ausgedehnt  wird  (0  <i  €  -<.  1),  folglich  gleich  ist 
n(v  —  I).     Mau  hat  demnach 

(45,  b)  ...     e-^Mid)  =  -^ .     e^Ky(iO)  =  (-ly  j/^ ,    (d  =  oc). 

Als  Difierentialgleichung  von  J^  (Ö)  für  0  =  00  findet  Poisson 
(45.  c)  ...     r/X^ \'6) -^z^ÖdO'  =  0, 
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da  in  der  ursprüngliciien  Gleichung 

das  Glied    1  :  4Ö^,   als   unendlich    klein   gegen   1  ,    fortgelassen    werden    kann. 
Hieraus  schliesst  Poisson,  dass  J^   die  Form  hat 

._   ^cos6'4-5sinÖ 

''^^"■>-         Vi)         ' 

Herr  >"eumann,  dass  auch  Kq   die  Form  hesitzt 

CcosÖ  +  PsinÖ 


KM  = 


y/h 


Die  Couslauten   A   und   b  findet  Poisson    gleich  —. — ,     in    Uehcreinslimmuug 

\n 

mit  unserer  allgemeineren  Formel  (45).  Herr  Carl  Neu  manu  bemerkt,  dass 
Jy.  (ö)  und  Ky  {(f)  dieselbe  Form  besitzen,  wie  J^  und  K^ ;  die  Werthe  selbst, 
welche  ich  für  die  Conslaulen  A,  B,  C,  D  finde,  sind  bereits  in  (45)  und 
(45,  a)  angegeben. 

E.  Herr  Carl  Neumann  entwickelt  in  seiner  Theorie  der 
Bessel'schen  Functionen  l:(y  —  x)  in  eine  Reihe,  welche  conver- 
girt  so  lange  t  /6x  <  c  /^?/,  nämlich 

(e)  ...     — ^=  J«.M^)0,(«/), 
y—x 

wenn  «y  eine  numerische  Constante  vorstellt,  nämlich  die  Zahl  2 

SO  lange   y  >  0,  aber  1  für  v  =  0  und  Oy(y)  eine  ganze  Function 

von  y~^  des  Grades   v  +  l   bezeichnet.    Den  0  legt  Herr  N.  den 

Namen   der  Bessel 'sehen  Functionen  zweiter  Art  bei,  da  sie  hier 

neben  den  J,  wie  in  (11)  die  Q  neben  den  P  auftreten.     Dadurch 

dass  ich  die  K,  welche  in  anderer  Beziehung  die  Q  vertreten,  als 

Cylinderfunction  zweiter  Art  bezeichne,  wird  keine  Verwechselung 

entstehen. 

Die  Function  0  wird  durch  den  Ausdruck  dargestellt 

„  2>^J7y  /  -r" x*  \ 

if)...    €yür{x)  -  -^.^rr\}+  2(2v-2)  "^  2.4(2v-2)(2y-4)  "^'  /' 

wenn  die  Reihe  in  der  Parenthese  bei  geradem  v  bis  zu  x^  incl., 
bei  ungeradem  v  bis  zu  x"-^  incl.  fortgesetzt  wird.  Herr  N.  drückt 
die  0  ferner  durch  ein  Integral  aus,  welches  mau  auch  auf  die 
Form  bringen  kann 

Oy{x)=J     e'^*'""'^^ ^    JcosiudM, 

so  dass  es  aus  zwei  Integralen  von  der  Form  resp. 
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(J  0 

für  ein  ungerades  oder  gerades  v  besteht. 

Diese  Formel  benutzt  Herr  N.  in  ähnlicher  Art  wie  es  mit  der 
entsprechenden  für  die  Kugelfunctionen  in  der  2.  Anmerkung  zum 
§  45  geschah.    Integrirt  man  um  den  Punkt  x  =  0  herum,  so  wird 

ey/My)0„(jy)dy  =  Ini, 

wenn  n  =  v,  sonst  0;  ferner 

fjr{y)Jn{y)dy  =JOAy)04y)dy  =  0, 

es  mögen  n  und  v  gleich  oder  verschieden  sein.  Hierdurch  ergiebt 
sich  der  Satz:  Jede  Function  f(x)  von  rr,  welche  innerhalb  eines 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0  eindeutig  und  stetig  bleibt,  lässt 
sich  innerhalb  desselben  in  eine  Reihe 


f{x)  =  j;  ayJy{x) 


:IJ 


entwickeln,  wo 


und  die  Integration  positiv  um  den  Kreis  herum  ausgeführt  wird. 

Im  §  62  wird  noch  einmal  über  die  Entwickelung  nach  Jy  und 
die  Bestimmung  der  Coefficienten  a  hierbei  gehandelt.  Man  vergl. 
dort  (47,  d).  Nicht  nur  haben  dort  die  Coefficienten  a  eine  andere 
Form  als  hier,  sondern  auch  der  Bereich  für  die  Gültigkeit  ist 
verschieden,  bei  Herrn  Neumann  eine  Fläche,  nämlich  ein  Kreis, 
im  Folgenden  die  Axe  des  Reellen. 

Eine  andere  Entwickelung  nach  Cylinderfunctionen  findet  Herr 
Schloemilch  im  2.  Bande  der  von  ihm  herausgegebenen  Zeit- 
schrift S.  137  — 165  in  einer  Abhandlung  über  die  Bessel'sche 
Function,  der  auch  die  von  Bessel  und  Hansen  berechneten 
Tafeln  der  Functionen  J  beigegeben  sind.     Er  erhält 


m-m)=     -2:'J.C2vO)         co82Krt/.c/   /■'(x«)~,== 

Dazu  wird   eine  Funcliou  eingefülirt 

F(.r)  =^^2:'  ^os  2 1'  X  /  '  V (x)  cos  2  v  x  dx ; 


aus  dieser  (ileichung  lolül 
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u  \  1        X  ,j 

Die  linke  Seile  setze  man  gleich  \nf(ß)  und  drücke  F  in  dem  hilegnil  auf 
der  rechten  durch  f  aus.      Eine  Difl'erentiation  nach  ß  giebt  die  Gleiciumg 

xdx 


f'^'^-U^''^'^^-^. 


6  rVW^'  F'(x)dxdy 


0 

ferner  lial  mau   nifenbar 


fV  -7===-  =  ^^(F(0)-F(0)). 

Führt  man  links  Polarcoordiuaten  ein 

X  =  rcüsqp,     y  =  r  sin  cf, 

wobei  nach  (fi  von  0  bis  ^n,  nach  r  von  0  bis  0  zu  inlegriren  ist,  so  ent- 
steht  links 

folglich  die  Gleichung 

Setzt  man  diesen  Werlh  in  den  Ausdruck  (g)  ein  und  bemerkt,  dass  F(0)=:/'(0), 
so  entsiebt  die  Formel  des  Herrn  Scbloomilcb.  Die  Umkehruugsformel,  mit 
Hülfe  deren  hier  F  durch  f  ausgedrückt  wird,  rübrt  von  Abel  her.  Im 
1.  Bande- des  Crelleschen  Journals  giebl  dieser  in  der  Abhandlung  „Auflösung 
einer  mechanischen  Aufgabe"  die  Formel 

da  f"  f-  {z)  dz 


_  sin  «TT  /'■"       da  r"  f'  ( 


(x — aY-"  J     (a  —  zY 
und   wendet  sie  an  um  einen  Bogen  s  zu  finden  aus  der  Relation 

f"      ds 

§  62.  Im  2.  Kapitel  wurde  über  die  Entwickelung  einer 
Function  nach  Kugelfunctionen  P"  gehandelt;  über  die  Berechti- 
gung, solche  Reihen,  welche  nach  den  Zugeordneten  P"  oder  nach 
den  '^l  fortschreiten,  wenn  v  festgehalten  wird,  durch  Differentiation 
aus  den  ersteren  abzuleiten,  habe  ich  nichts  zu  bemerken,  was  für 
die  Entwickelungen  nach  Kugelfunctionen  specifisch  und  nicht  in 
den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Differentiation  von  Reihen  ent- 
halten wäre.     Wir   wollen  zunächst  die  Coefficienteu  b  in  einer 


252  I-  Tl'eil.     Viertem  Kapitel.  §  62,  47. 

derartigen  gleichraässig  convergenten  Entwickelung 

(46)  ...    f(x)  =  ^b^'OP'Xx) 

H—v 

bestimmen.  Hierauf  werden  wir  in  einer  zweiten  Entwickelung, 
nämlich  nach  den  P  mit  veränderlichem  untern  Index, 

(47)  ...     f(ix)  =  £c,PXx), 

die  Coefficienten  c  aufsuchen. 

Setzt  man  X"  für  i'"(a?),  so  wird  es  sich  für  die  erste  Ent- 
wickelung um  eine  ähnliche  Aufgabe  handeln  wie  im  §  14,  näm- 
lich um  die  Ermittelung  des  Integrales 

XI"  Xy  dx  =  (in^  7i), 
-1 

welches  man  sowohl  nach  der  ersten  als  nach  der  zweiten  Methode 
des  §  14  untersuchen  kann.  Wählt  man  die  erste  und  setzt  für 
die  beiden  Functionen  X  ihre  Werthe  aus  (33),  wonach 

Ay     Ay     ^Sy   '45  —  ^  , 

nimmt  ferner  für  die  %  ihre  Ausdrücke  nach  S.  202  unter  (6),  so 
entsteht 


f 


n(n  +  v)n(m  -  v)  p  rf«-'  (a;'— 1)«     d'"+"(a^'— 1)" 


n(2n)n(2m)    J  rfa?"-"  rfa;'"+' 


dx. 


Sollte  m  nicht  gleich  n  sein,  so  sei  n  die  grössere  Zahl.  Eine 
Eeihe  von  successiven  Integrationen  durch  Theile,  bei  denen  man 
jedes  Mal  die  Anzahl  der  Differentiationen  des  ersten  Faktors  er- 
niedrigt, des  zweiten  erhöht,  zeigt,  dass  das  Integral  auf  der  Rechten 
Null  ist,  wenn  nicht  m  =  w,  da  es  sich  nach  m  —  v Integrationen 
durch  Theile  in 

^       '     J  dx""-'"  dx^"' 

-1 

verwandelt.  Der  letzte  Faktor  unter  dem  Integrale  ist  eine  Con- 
stante,  daher  das  Integral  ausführbar  und  abgesehen  von  einer 
Constaute,  unbestimmt  genommen,  der  n — m — 1'"  Differential- 
quotient einer  ganzen  Function,  die  eine  Anzahl  w  von  Malen  x-\-l 
und  x—1  als  Faktor  enthält.  In  den  Grenzen  ist  das  Integral 
daher  Null.     Wenn  aber  m  =  ?«,  so  wird  es 

^  {—iy-'M{2n)J  {x'—l)"dx  =  {—iy^''-—-A''.nn.nn, 
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Hieraus  ergiebt  sich  das  Resultat,  dessen  Bedeutung  im  vollen  Um- 
fange erst  im  IL  Theile  hervortreten  wird : 
Setzt  man 

ma)  ^(.)_o    [1.3.5. ..(2^-1)]' 

so  wird 

(46,6).,.    />."(.)]•..  =  l=pi^. 

Ferner  hat  man  die  Gleichung 

rp:(x)P';:{x)dx  =  o, 

sobald  m  und  n  verschiedene  ganze  positive  Zahlen  vor- 
stellen, die  nicht  unter  v  liegen. 

Als  Coefficienten  b^"^  in  (46)  erhält  man  hieraus  unmittelbar 

(46,  c)  ...     6(«)  =  (  - 1)"  — ^  •  a^:^f'f{x)  Plix)  dx. 

-1 
Die  Art,  auf  welche  die  Coefficienten  b  bestimmt  werden,  beweist 
zugleich  die  Einheit  der  Entwickelung  in  (46). 

Bei  der  zweiten  Entwickelung,  in  der  Form  (47),  bestimmt 
man  zunächst  c^,  indem  man  x  =  \  setzt,  wodurch  die  rechte  Seite 
sich  auf  Cq  reducirt.  Man  zeigt  ferner,  dass  die  Gleichungen  be- 
stehen 

/••  dx         C— ly       2 

(47,  a)...    /(x:r^  =  i-iL.^,     .>0; 

(47,6)...  fr,.x:,^^o, 
—i 

wenn  in  und   v  zwei  verschiedene   ganze  Zahlen  bezeichnen  und 
zieht  hieraus 

(47,  c)  .  . .     f(x)  =  ^(l)r  +  i  i  (-1)»'  vai"^  K  ff(x)X:  ^^  • 

Man  beweist  (47,  6)  aus  der  DifTerenlial^^leicli.  (3(5)  der  Zugeordneten  nach 
der  Methode,  welche  S.  68  als  von  La  place  herrührend  hezeiclinet  wurde. 
Multiplicirt  mau  nämlich   die  Gleich. 

mit  X^,  integrirt  dann  nach  x  von  — 1   bis   1,    so  zeigt  sich  mit   Hülfe  der 
Integration  durch   Theile,  dass  die  reclite  Seite, 
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—1 

unverändert  bleibt,   wenn  fj,  und  v  unter  einander    vertauscht  werden.      Daher 
findet   m:)u 


(^.^-o/'x;x;^=o 


und  dadurch  (47,  b). 

Zum  Beweise  von  (47,  ä)  benutze  ich  eine  Formel,  die  erst  im  II.  Theile 
§  73  abgeleitet  wird,  da  der  Beweis  sich  zwar  auch  mit  Hülfe  von  33,  a — b 
führen  lässt,  jedoch  dann  eine  etwas  mühsamere  Bechnung  erfordert.  Aus  der 
erwähnten  Formel  folgt 

wo  tty  die  Constante  aus  (46,  a)  bezeichnet,  so  dass  das  v  =^  0  angehörende 
Glied  der  Summe  gleich  (X")*  ist.  Man  erhält  also,  Avenn  man  auf  die  er- 
zeugenden Functionen  übergeht, 

(«)...  r —        '" 


r^  dx 


^- 2,  ot^ ^  {-\y a^:\^^v(f    (icy. — 

—  3 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 


fi 


dx  1        ,        l/a  +  bx""  4-  .T  l/a  4-  6 

-  log- 


{\-x')]/a-\-bx'         |/a  +  6  1^1 

findet  man   für  das  erste  Integral 
1 


1-a 


log[a:(l — (x)-\-]l\—  2a  [x""  -f  (1 — x-)cosff ]  -f  a' 


weniger  der  Function  ^•— rlog(l  —  x"^),    die  von  q)  unabhängig  ist,  also 

ebenso  wenig  zur  rechten  Seite  von  (a)  beiträgt,  wie  das  zweite  Integral  auf 
der  linken  Seite  von  (a).  Der  Ausdruck  von  der  Form  g  -\-  hx,  dessen  Lo- 
garithmus zu  nehmen  ist,  verwandelt  sich  für  — x  statt  x  in  g — hx,  so  dass 

^      9+^  =  ,og-^+^^!_  -log(l-x'). 
'^  g  —  hx  °    l~2acos^-[-a  °^ 

Der  letzte  Tiieil  ist  unabhängig  von  qp;   das  Uebrige  verwandelt  sich  für  x=i  in 

—  log(l  —  2a cos  cp  -\-  a"^) 

vermehrt  um  einen  von  (p  imabhängigen  Theil,  so  dass  die  Entwickelung  dieser 

Grösse  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  (p,    dividirt  durch   1 — a,    die  rechte 

Seite  von  (a)  liefert.      Mit  cosvqp  ist  links  multiplicirt 

2        a^ 
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2 

also  —  mit  a^'co^prp.     Vergleicht   man   hiermit   den  Faktor  auf  der  Rechten 

V 

von  (a),  so  erhält  man  unmittelbar  (47,  a)  und   damit  auch   (47,  c). 

Durch  einen  Uebergang  zur  Grenze  gelange  ich  von  der  Ent- 
wickelung  einer  Function  nach  Zugeordneten  Py  zu  einer  neuen, 
nämlich  nach  Oylinderfunctionen  Jy(0)^  in  der  v,  während  d 
festgehalten  wird,  alle  Werthe  von  0  bis  oc  durchläuft.  In  der 
That  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (47,  c) 

(47, d)...  f(0) = muo) + z2vj,y{e)f\m + /•(- ö)) j,„(ö)  '^- 


+  1  {2v-\)j,r^,{e)r{m-f{-e))j,,^0) 

v=-l  ^ 


dß 

0 

Dieses  Resultat  beweist  man  sogleich  nach  den  üblichen  Me- 
thoden zur  Bestimmung  der  Coefficienten,  vorausgesetzt  dass  eine 
in  gleichem  Grade  convergente  Entwickelung  von  f{d)  nach  den 
J  möglich  ist,  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

(47,  e)  ...    f\jy{d)r  ^  =  -^,    (»'  >  0), 
(47,0  ...    f^'j,(0)M0)^^O, 

0 

die  gelten,  wenn  ^i  und  v  verschieden  sind,  aber  ^i  —  v  eine  ge- 
rade Zahl  ist. 

Für  ungerade  fj,  und  v  beweist  man  diese  beiden  Formeln,  und  da- 
durch (47,  d),  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14,  b)  auf  S.  82, 

sin(öcosi/;)=  2  J"  (— l)''-V2,.-i(Ö)cos(2»'  — l)i//. 
»-=1 

Aus  derselben   folgt  zunächst 

/'^  riß 

(ß)  ...      2/     sin(Öcosy)sin(öcos^) —r— 
o 

=  8i:(— l)/'+''cos(-2^£  — l)9)cos(2v-l)l/y    J7f,~^(0)J■i,-~^(0)-^; 
^ ''  (I 

das  hilegral  auf  der  Linken  transformirt  man   vermittelst  der  Formel 

1    _   2    /'^      dx 

(I 

aus  welcher  folgt,   wenn  a  und  h  positive  reelle  Zaiileu  bt-deufen. 
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cosoö  — cos6ö    ,^        2    f^'        /"^  cosaö  —  cosftö 


=f 


—hx 


dd 


dx. 

X 

0 

Dies  Integral  ist  bekanntlich  gleich  log  6  — log  a.  Um  alle  Bedenken  wegen 
der  Zeichen  zu  vermeiden,  denke  man  sich  zunächst  q)  und  xjj  kleiner  als  \n, 
ferner  xfj  <.  cp,  und  setze 

a  =:  costp  —  cos^  6  =  cos i^  4"  cos  (je. 
Dann  wird  die  linke  Seite  von  (/?)  gleich 

^     f^osxp  +  coscp  ^  ioggotg^(<3P  +  ip)  +  logcolg^(ff  -  ip). 

COS^ — COS(p 

Vermittelst  der  bekannten  Formel  (0  <i  x  ■<.  n) 

cos3x          cosSj:; 
^logcotg^a;  =  cosa^H 1 1-"- 

verwandelt  sich  die  linke  Seite  von  (/?)  in 

00  1 

Ay  — -cosC2w  —  i)(pcos(2n — 1)W/. 

1    2n  —  1  ^ 

Die  rechte  Seite  von  (/?)  ist  symmetrisch  nach  q)  und  ip;  man  kann  daher  xp 
grösser  als  cp  nehmen,  darf  auch  rp  und  ip  zwischen  ^tt  und  n  w^ählen, 
weil  durch  Vertauschimg  von  (p  mit  n  —  (p  beide  Seiten  ihr  Zeichen,  nicht 
ihren  Zahlwerth  ändern.  Hieraus  folgt  für  ungerade  fi  und  v  sofort  zuerst 
die  Gleichung  (47,  f),   dann  (47,  e). 

Für  gerade  fi  und  v  bedarf  es  eines  etwas  coraplicirteren  Beweises, 
indem  man  zwar  wieder  eine  Gleichung  wie  (ß)  durch  Multiplication  zweier 
Reihen  bildet,  von  denen  aber  nur  eine  J^  enthalten  darf,  damit  in  dem  Pro- 
dukte das  Glied  Jq-J^  fehle.     Man  betrachtet  deshalb,  indem 

cos(<?cosi//)  =  Joi6)^22:(—iyj7v{6)cos2vip, 

das  Integral 

(d)  ...     2/     cos (ö cos y) [cos (ö cos i^)  —  cos(öcos;()]— ^, 
(j 
welches  man  in  die  Summe  zweier  Integrale  wie  die  linke  Seite  von  (y)  zer- 
legt.    In  dem  einen  ist 

a  =  cos  cp-\- cos  ip  b  =  cosq)-\- cosx, 
in   dem  andern 

a  =^  cos  (p  —  cos  ip         b  =  cos  (p  —  cos;^. 

Führt  man  die  Integration  aus,  so  erhält  man  für  {d) 

2cos2j/flp   ,      ^  ^       . 
^(cos2vi^ — cos2»'?/^j) 

und   dadurch  unmittelbar  die  Gleichungen  47,  e — f  für  gerade  ^i  und   v. 
Anmerk.    Herr  Neumaun  findet  durch  seine,  hier  im  §  61,  E 
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erwähnten,  Untersucliungen  folgende  Entwickelungen 

6'  =  2^vvJ,., 

6'  =  2^(v—2)vp(v  +  2)Jr, 

0'  =  2^(v  -  4)(v  -  2)vv(v  -f  2Xv  +  4)  J, , 


e   ^22nJ„, 

6'  =  2l(n-l)n(n+l)J„, 

d'  =  2^(n-3)(w-l)r<(«+l)(«+3)J„, 

wenn  nach  v  über  alle  geraden,  nach  «  über  alle  ungeraden  posi- 
tiven Zahlen  summirt  wird.  Diese  Formeln  erhält  man  übrigens 
sehr  leicht  durch  Differentiation  nach  cos  9?,  die  ersteren  von 
cos (ö cos y),  welches  man  eine  gerade  Anzahl  Male,  die  anderen 
von  sin  (ö  cos  y),  welches  man  eine  ungerade  Anzahl  Male  diffe- 
rentiirt,  wenn  man  nach  vollendeter  Differentiation  cos  q)  =  0  setzt. 
Z.  B.  wird  durch  einmalige  Differentiation  von  sin(öcos<;p)  erhalten 

öcos(öcos,.)  =  2J-  2J,  -j^3^  +  2J,  -j^^^  + ... 

und  setzt  man  q)  =  ^n  die  Neumann 'sehe  Entwickelung  für  0. 

Will  man  diese  Glleichungen  auch  aus  der  Formel  (47,  d)  ab- 
leiten, so  setze  man 

f(d)  =  e-'^e^, 
entwickele  zunächst  diese  allgemeinere  Function  durch  (47,  d)  nach 
den  J  und  setze  nachher  £  =  0,  da  sich  sehr  wohl  der  Werth  des 
Integrals 


Pe-''e^-^Jy{d)dd 


auf  den  es  hierbei  ankommt  und  seine  Grenze  für  «  =  0 ,  nicht 
aber  das  Integral,  wenn  man  vor  der  Integration  e  gleich  Null 
macht,  bestimmen  lässt.  Aus  einer  Formel  auf  S.  243  ersieht  man, 
dass  die  Grenze  ist 

i''1.3...(2w-3).Pr'(0). 
Von  diesen  Werthen  haben  wir  für  die  Entwickelung  nur  solche 
zu  benutzen,  in  denen  n  —  v  gerade  ist;  diese  sind  aber  nach  S.  207 
0  wenn  w— l^v,  und 

{—iy.{v  —  n-\-2){y-n-\-A)...{v-^n  —  2) 

Ileiufi,  TliiMirie  (Ilt   Kii^'i-Ifimctiinitii      L'.    Aiill.  \~^ 
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wenn  w  — 1  <  »',  endlich  1  wenn  «  =  1.  Die  Zusammenstellung 
dieser  Resultate  giebt  sofort  die  obigen  Formeln. 

Endlich  bemerke  mau,  dass  wegen  (c)  auf  S.  244  unter  selbst- 
verständlichen Voraussetzungen  die  Entwickelung  eines  jeden  Difife- 
rentialquotienten  von  f{&)  nach  Cylinderfunctionen  bekannt  ist, 
wenn  man  die  von  f{6)  kennt. 

§  63.  Aus  der  Verwandtschaft  der  P  und  Q  oder  der  ^  und 
£)  mit  den  hypergeometrischen  Eeihen  folgt,  dass  zwischen  solchen 
Functionen  ^",  etc.,  deren  obere  oder  untere  Indices  sich  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  Gleichungen  stattfinden  werden,  welche  den 
Charakter  derer  tragen,  die  Gauss  als  Relationes  inter  functiones 
contiguas  aufgestellt  hat.  Von  diesen  theile  ich  einige  mit;  das 
Argument  der  Functionen  PI  oder  Ql  ist  hier  x^  so  dass  P"  mit  -X" 
übereinkommt.     Man  findet,  wenn  v  ^  w,  die  Recursionsformeln 

(48) . . .  xK = K*'  +  j"+;^[;rt  K-\ 

(a) ...   («+„+i)p;:  =  ^^i2^/>;V,4-(/,-^-i)p;V,, 

(6) . . .  i^-\pix\  =  xp'r-  -0^2^^ p:, 

4m^  2v\v^-l- n^-n) 

Die  Gleichungen  für  die  Q  sind  diesen  ganz  ähnlich,  z.  B.  er- 
hält man 

^Vv-y.     +       (2«-l-l)(2w  +  3)      ^"     ' 

(«  +  >'  +  2)Q:+.  =  ^^;^4=^^"+' +(^-'')^"' 
Vir*— 1 

{n-\-v-^r'l)i^-^Ql\\^-{n\\-v)xQl'''  ={:2n^^)Ql. 
Die  letzte  ebenso  wie  (6)  verificirt  man  unmittelbar;  die  vorletzte 
ebenso  wie  (a)  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Differentialgleich.  (23) 
für  j:;^''),  indem 

rf^pi,,  :=  (w— y)^l,_,rfa;,     rf£}-,  =  -  («  +  v-f  l)£}!L,_irfx. 

Die  Gleichung  (48)  verdanke  ich  einer  gefälligen  Mittheilung 
des  Herrn  Wangerin.  Zu  ihrer  Ableitung  kann  man  von  dem 
speciellen  Falle  v  =  0  ausgehen,  in  welchem  sie  bekannt,  nämlich 
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die  Gleichung  (16)  ist.     Differentiirt  man  diese    vmal   nach  x,   so 
wird  erhalten 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  nach  (16,6)  mit  vd*  (X"^^^X"'~  )    ver- 
tauschen; indem  man  schliesslich  berücksichtigt,  dass 

erhält  man  (48j    und    auf  ganz   ähnliche    Art    die    entsprechende 
Gleichung  für  die  Q. 

Den  Beweis  der  Formel  (c)  führt  man  auf  folgende  Art,  wobei 
zur  Vereinfachung  der   obere  Index   n   überall   fortgelassen   wird: 
Durch  Differentiation  von  Py  und  P_,.  findet  man 
dPy  n  —  v 

^'^■■'     -^- 

dPy 


dx 
Hieraus  folgt 


ix-l  -^  =  (n^v) P,_i  +  (n  -  v)  P,^. , 


Mit  Hülfe  der  Gleichung  (a),  aus  der  man  zieht 

(e)  .  . .     -^^P.  =  {n  +  v)P,^,  -  {n  -  v)P,.+, , 

findet  man  nach  einer  Multiplication  mit  2x:^x''—\  die  folgende: 

vXn-v—l)  p 
v-f-l 

(n4-v)(n-f  V — 1) 


dP^  '2n{7i  -M)  (n-vXn-v-l) 


y-2. 


V-l 

dP 
Aus  {d)  zieht  man  einen  Ausdruck  für  x      "'    durch  die  Grössen 

von  denen  man  die  letzte  vermittelst  (e)  durch  Py  und  P^  ^;-  aus- 
drückt.   Auf  diese  Art  ergiebt  sich  {c). 
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Fünftes  Kapitel. 

Die  KettenbrUche. 

§  64.  Die  Verwendung  der  Ketteubrttelie  zur  genauen  oder 
angenälierten  Berechnung  des  Verhältnisses  zweier  rationalen  Zahlen 
/"o  und  ^j  führt  Herr  Günther*)  auf  Daniel  Schwenter  zurück, 
Professor  zu  Altdorf  im  ersten  Viertel  des  17.  Jahrhunderts,  und 
citirt  dessen  Deliciae  Physico-Mathematicae,  Nürnberg  1636,  S.  111. 

Man  transformirt  das  Verhältniss  der  beiden  Grössen  f^  und 
f^  ,  die  man  sich  zunächst  als  ganze  Zahlen  denken  mag,  durch 
eine  Keihe  von  Divisionen,  indem  man  setzt 

wo  die  Grössen  /"g,  f^^  etc.  ganze  Zahlen  bezeichnen  und  die  Divi- 
sionen in  der  üblichen  Art  ausgeführt  werden,  d.  h.  so  dass  /"j,  /"j, 
etc.  die  kleinsten  positiven  Reste  bei  den  einzelnen  Divisionen 
werden,  die  l  daher  ganze,  und,  eventuell  mit  Ausnahme  von  X^ 
positive  Zahlen.     Der  hierdurch  entstehende  Kettenbruch 


K-\- 


K+' 


In 


/n+1  7 


besitzt  erstens  Eigenschaften,  welche  unabhängig  von 
dieser  bestimmten  Art  der  Division  sind,  und  die  sich  wieder 
finden,  sobald  ein  System  Grössen  /",  A,  /.i  durch  lineare  Gleichungen 
von  der  Form 

(a) ...   /;  =  Kti—^iif2j 

zusammenhängt,  wobei  es  völlig  gleichgültig  bleibt,  ob  die  f,  A,  ju 
Zahlen  oder  irgend  welche  Functionen  veränderlicher  Grössen  sind; 
das  System  (a)  drückt  aus,  dass  zwischen  ihnen  eine  Differenzen- 
gleichung zweiter  Ordnung 

^l„  +  lJ''fn  -f-  (2.U«4  1  —  In)  Jfn  +  (fin  +  l  —  A«  +  1)A  =  0 


*)    Darstellung  der  Näherungswerthe  von  Kettenbrüchen  in  independenter  Form. 
Erlangen   1873. 
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besteht.  Diese  Eigenschaften  gehen  auch  dann  nicht  völlig  ver- 
loren, wenn  nicht,  wie  hier  im  Systeme  (a),  drei  sondern  eine 
grössere  Anzahl  von  f  durch  homogene  lineare  Gleichungen  zu- 
sammenhängen. 

Zunächst  stelle  ich  von  den  erwähnten  formalen  Be- 
ziehungen die  bekannteren  zusammen,  die  sich  auf  den 
Kettenbruch  *) 

(6)...     (J  =  A--^- 


beziehen,  welcher  mit  dem  Systeme  (a)  zusammenhängt.     Wir  be- 
zeichnen diesen  Bruch  durch 

I         ^f,    A^,    .  .  .    ^Ln^i   Hn  I 

U   I  I  • 

!  Ap     /,j     /.^     ...     Kn-\     /.„  ( 

Das  Einrichten  des  Bruchs.     Setzt  man 

■^0  =  ■^0  5  ^a^^^i 


(c)  . .  .     Z,  =  A,  Z,_  1  —  /u,  Z,_2 ,        N,  =  l,  i\;  -1 — /Mt  iV,_o , 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  für  jeden  Werth  des  Index  i  die  Gleichung 

stattfindet 

, ..  Z^  _        ^i,  /r,  ...  ^i, 

^^^  •••     A^,  -   A,  A,  X,   ...1/ 
Dieser  Ausdruck  heisst  Näherungsbruch  von  a  und  ist  für  l  =  ii 
der  Bruch  o  selbst.     Z,  und  iV^  heissen  die  t"""  Näherungs-Zähler 
und  Nenner  von  o.     Der  Beweis  der  Gleichung  (d)  wird,  wie  be- 
kannt, durch  vollständige  Induction  geführt. 

Die  Näherungszähler  genügen  sonach  einem  System  linearer 
Gleichungen  welches  dem  Systeme  (a)  ähnlich  ist,  und  zugleich 
der  Differenzengleichung 

^^%  +  (2-  A.+o)^Z,  +  (l-f^,+o— A.^.2)Z.  =  0; 
der  Nenner  JV^  ist  eine  Lösung  derselben  Gleichung. 

Den  Zählern   und  Nennern  Z  und  iV  giebt  Herr  Painvin**) 


*)  Wenn  es  sich  um  Entwickelungen  von  Functionen  n  handelt,  so  wendet 
man  häufig  diese  Form  an;  bei  Entwickelungen  von  Zahlen  o  vertauscht  man  die 
Fartialzähler  — jx  in  der  liegel  mit  fx. 

**)  Liouville,  J.  d.  M.  Ser.  II,  T.  III,  1858:  Sur  un  ccrtain  Systeme  d'eijuations 
lineaires  p.  41— iG.     Herr  Günther  citirt  in  seiner  Schril'li|f  welche  übrigens  reich 
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die  Form  einer  Determinante,  welche  in  einigen  Fällen  mit 
Vortheil  angewandt  werden  kann.  Ich  zerlege  die  Grössen  ^  auf 
eine  ganz  beliebige  Art  in  Produkte,  so  dass  ^u,,,  =  ambmj  dann  wird 
offenbar  Z»  die  Determinante 


l,  b,  0    0    0    . 

.  0 

0 

0 

0 

a^  X^  b,  0    0    . 

.  0 

0 

0 

0 

0    a^  l^  b^  0    . 

..  0 

0 

0 

0 

0    0    a,  l,  b,  . 

..  0 

0 

0 

0 

0    0    0    a,  A,  . 

..  0 

0 

0 

0 

0    0    0    0    0. 

. .  K. 

-3   6._ 

-7  0 

0 

0    0    0    0    0. 

. .  a,. 

-7     h- 

-2   6.- 

-1  0 

0    0    0    0    0. 

..  0 

a,. 

-1  K- 

-.  6. 

0    0    0    0    0. 

..  0 

0 

a. 

K 

während  iV^  die  Determinante  vom  Grade  i  ist,  welche  durch  Weg- 
lassung der  ersten  Horizontal-  und  der  ersten  Vertikalreihe  aus  der 
obigen  erhalten  wird.  Diese  Determinante  ist  so  gebildet,  dass 
wenn  c^  das  Glied  der  m'^"  Horizontal-  und  der  «'""  Vertikalreihe 
bezeichnet,  c;,"  immer  Null  ist,  sobald  die  Differenz  der  Indices  m 
und  n  die  Einheit  überschreitet.  Ein  Beispiel  für  die  Anwendung 
giebt  Herr  Painvin  selbst.  Ich  verwende  unten  diese  Form  bei 
den  Functionen  des  elliptischen  Cylinders  und  den  Lame'schen 
Functionen  (IL  Theil,  IV.  Kapitel)  in  der  Art,  dass  ich  ^i  in  gleiche 
Faktoren  zerlege,  also  setze  rt,„  =  &,„  =  ^/n,„  und  dadurch  eine 
Verbindung  mit  Coefficienten  orthogonaler  Substitu- 
tionen herstelle. 

Wenn   man  die  Abhängigkeit   des  Näherungszählers  von  den 
Partialzählern  f.i  und  Partialnennern  Afiir  jeden  Index  t  durch 

(e)  •  •  •   7^^  =  {K\  /'n  ^^] ;  ^'2  5  K ;  •  •  •  ^'m  ^.) 

an  historischen  Nachweisen  ist,  S.  27  den  Inhalt  dieser  Abhandlung  des  Herrn 
Painvin  nicht  ganz  genau,  wie  es  scheint  nur  nach  einem  Citat,  welches  er  in 
meiner  Abhandlung  im  56.  Bande  des  B  orchardt'schen  Journals  S.  79  gefunden  hat 
und  nicht  völlig  richtig  wiedergiebt.  (Ich  sage  nämlich  dort,  die  angegebene  Glei- 
chung folge  aus  den  Formeln  des  Hrn.  Painvin  und  nicht,  sie  sei  die  Formel 
des  Hrn  P.).  Die  Arbeit  des  Herrn  Painvin  erledigt  in  der  That,  wie  mir  scheint, 
alles  wesentliche  über  die  Darstellung  der  Kettenbrüche  ditrch  solche  Determinanten. 
Herr  Günther  durfte  nicht  annehmen,  dass  dem  Herrn  Painvin  oder  anderen  Ma- 
thematikern, die  sich  mit  diesem  Gegenstand  beschäftigen,  der  Zusammenhang  solcher 
linearen  Gleichungen  mit  den  Kettenbrüchen,  der  seit  Euler  ganz  bekannt  ist,  ent- 
langen sei,  wenn  sie  ilip  auch  nicht  da  erwähnen,  wo  er  keine  Rolle  spielt. 
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andeutet,  so  folgt  mit  Anwendung  desselben  Zeichens 
(O  ..  .     iV,  =(A,;  //,,,  A,;  ...  ^h^K). 
Aus  dem  Bildungsgesetz  (c)  der  Zähler  und  Nenner  Z  und  iV 
folgt,  dass  der  Kettenbruch  für  Z, :  Z^^i  oder  iV, :  A',_i  einfach  mit 
dem  für  Z, :  A^,  verbunden  ist.     Man  hat  nämlich 


(/•) 


Z. 


A,       At_  I      At_o 


Ebenso  zieht  man  aus  (c) 
woraus  folgt,  zunächst 

Z,     i  Z,  |K,// 


l^^l 

^, 

K 

K  ' 

^h 

^2 

L 

A, 

n,n,...fh 


AV 


iV, 


^ 


und  dann  allgemein 


(h) 


Zj  Zt4-f 


wenn    t  und   £   positive   ganze  Zahlen  bedeuten  und  i-]-  s  ein  im 
Kettenbruche  a  noch  vorkommender  Index  ist. 

Durch  das  System  (a)  kann  mau  (M.  vergl.  S.  102)  eine 
lineare  homogene  Gleichung  zwischen  je  drei  Functionen 
f  mit  verschiedenen  Indices  herstellen.  Diejenigen,  welche  vor- 
zugsweise Anwendung  finden,  sind  die  Euler'schen 

(0  •  •  •   /"u  =  z,_i/;— ^/,z,_2/;+i 
ji/,^,...//,/'hi  =  z,  ,/■,— A',_,/;, 

von  denen  die  letzte  sich  aus  den  beiden  ersten  unmittelbai-  durch 
(g)  ergiebt,  die  beiden  ersten  aber  durch  vollständige  Induction  be- 
wiesen werden,  indem  man  in  ihnen  /"^  durch  XJ,^i  —  fit^^ft+7  ersetzt. 
Ist  eine  Grosse  a  in  einen  Kettenbruch  (b)  nach  irgend  einem 
Principe  entwickelt,  so  lässt  sich  eine  Grösse  a,.|  i  von  der  Be- 
schaffenheit finden,  dass    der   t'"  Näherungsbruch,    wenn  man   in 


ihm  Xt  durch  l, 


Oi  +  i 


ersetzt,  genau  gleich  a  wird.    In  der  That 


braucht  man  nach  (d)  dieses  o,^i  nur  so  zu  bestimmen,  dass 

Ti  +  1  .Z, — f.1,  f  1  .Z,  _i 


a  ~ 


(T.+i.iV.— iU.+i.A',^ 
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lieser  linearen  Gleic 
(ft)  ...     ff,+i  =  ^,+1 


Die  Auflösung  dieser  linearen  Gleichung  giebt 


Ich  stelle   die  folgenden  hierher  gehörenden   leicht  abzuleitenden 
Gleichungen  zusammen: 

^  ^        ^^  .  • .  ^*t  A'*+i 

Ay    A,    ...    /-t    CTtj-i 

Ist,  wie  im  Systeme  (a),  a  =  f^,:  f^^  so  wird  a^  =  /l :  /"t+i. 

§65.  Wir  kommen  nun  zu  den  Eigenschaften  der  Ketten- 
brüche, welche  nicht  formaler  Natur  sind,  sondern  das 
Wesen  der  entwickelten  Grösse  a  treffen  und  von  den  Principien 
abhängen,  nach  welchen  man  entwickelt,  also  die  A  und  /ii  wählt. 

Zunächst  betrachten  wir  den  Fall,  dass  die  f  oder  a  feste 
Zahlen,  nicht  Functionen  von  Veränderlichen  sind.  Wir  schicken 
ihn  voraus,  da  die  Behandlung  des  andern  Falles  diesem  nach- 
gebildet ist;  dort  können  freilich  die  Sätze  nicht  immer  mit  der- 
selben Bestimmtheit  ausgesprochen  werden,  wie  hier. 

a)  In  diesem  Falle  heben  wir  als  Hauptform  des  Kettenbruchs 
die  Form 

(a)  ...     o  =  lo+ 

K  +  — - 


hervor,  und  nennen  diejenige  Entwickelung  die  wahre  Ent- 
wickelung,  in  welcher  sämmtliche  X  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
die  höchstens  mit  Ausnahme  von  A^  positiv  sind,  Oin  aber  irgend 
eine  positive  Zahl,  welche  grösser  als  1  ist. 

Für  jede  Zahl  a  giebt  es  eine  und  nur  eine  wahre 
Entwickelung  von  t+l  Gliedern.  Denn  liegt  der  Bruch  (a) 
vor,  so  ist 

a,=  X,-\ 

positiv  und  >1,  ebenso  a^-i,  etc.,  Oi.  Es  sind  ferner,  sobald  a 
gegeben  war,  A„  und  o^  vollständig  bestimmt.  In  der  That  kann 
eine  Zahl  a  nur  auf  eine  Art  in  die  Summe  einer  ganzen  Zahl  und 
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eines  positiven  Restes  zerlegt  werden,  der  <  1.  Eine  weitere  Zer- 
legung von  a^  zeigt,  dass  auch  X^  bestimmt  ist  etc.  Wir  handeln 
jetzt  von  der  wahren  Ent Wickelung. 

Der  Kettenbruch  heisst  ein  endlicher,  wenn  an  einer 
Stelle  die  Entwickelung  nach  dem  einmal  festgestellten  Bildungs- 
gesetze nicht  weiter  fortgeführt  werden  kann,  sondern  abgeschlossen 
ist,  wie  hier,  wenn  a^+i  für  einen  Index  i  eine  positive  ganze  Zahl 
wird,  die  selbstverständlich  wenigstens  2  ist. 

Eine  rationale  Zahl  kann  in  einen  geschlossenen  Kettenbruch 
von  der  Form  (a)  entwickelt  werden,  wie  ein  bekanntes  Divisions- 
verfahren zeigt.  Wegen  der  Einheit  der  Entwickelung  zieht  man 
hieraus : 

Der  Kettenbruch  für  eine  rationale  Zahl  ist  ge- 
schlossen, für  eine  irrationale  Zahl  unendlich. 

Bei  einer  wahren  Entwickelung  bilden  die  Nenner  eine 
wachsende  Eeihe  positiver  Zahlen.  Aus  der  letzten  Gleichung  im 
vorigen  Paragraphen  folgt 

^      ^.  ^  (-1)-  . 

daher  nähern  sich  die  Näherungsbrüche  mit  wachsendem  Index  i 
stetig  der  Zahl  o  und  sind  abwechselnd  grösser  und  kleiner  als  o. 
Aus  §  64,  h  folgt  bei  einem  unendlichen  Kettenbruch,  dass  a  durch 
die  convergente  Reihe 


dargestellt  wird. 

ß)  Einige  Eigenschaften  mit  diesen  Kettenbrüchen  gemein  haben 
solche  in  der  allgemeinen  Form  (6)  des  §  64,  in  welchen  alle  A,, 
/[i,  und  A,  — /ti,  — 1  positiv  sind.  Ich  zeige,  dass  dieselben  sich  in 
Kettenbrüche  mit  nur  positiven  Gliedern  verwandeln  lassen. 

Zur  Abkürzung  bezeichne  man  an  dieser  Stelle  Theile  jenes 
Kettenbruchs  a  durch  t,  setze  nämlich 

r   = ^h_^ 

>.j— Tt  +  i 

so  dass  ff  =  Xq — T,.     Dann  ist 


1+"' 


A,  — /u, 


266  I-  Tlieil.     Fünftes  Kapitel.  §  65,  48. 

Durch  dasselbe  Verfahren  transformirt  man  den  Nenner  X^ — //, — t^  in 


und  fährt  so  fort,  indem  man  am  Schlüsse  des  Kettenbruchs  t„+i  =  0 
setzt.  Man  hat  also  a  in  der  That  auf  die  Form  eines  aus  posi- 
tiven Gliedern  w  und  l  bestehenden  Bruches  gebracht,  nämlich 
auf  die  Form 

^_|  —1       — ^/,,       —1        — ^/,        — 1  ...| 

\x-i  1  i-f.i-\  1  A.-^,-i  1  ...r 

War  Aj  >  2,  so  ist  der  Bruch  a  noch  ausserdem  >  1.  M.  vergl. 
die  Anwendung  im  §  104,  2. 

Dasselbe  Kesultat  erhält  man  in  dem  günstigeren  Falle,  dass 
die  (i  nur  theilweise  positiv  sind;  man  hat  dann  nicht  nöthig,  bei 
allen  Gliedern  das  obige  Verfahren  anzuwenden,  erhält  aber  nicht 
eine  so  völlig  gleichartige  Endformel  wie  hier. 

Es  möge  hier  an  die  Arbeit  des  Herrn  Seidel  aus  den  Ab- 
handlungen der  bayr.  Akademie*)  erinnert  werden,  der  im  §  4 
solche  Kettenbrüche  betrachtet,  bei  denen  sämmtliche  f^i  positiv 
und  gleich  1  sind,  und  findet,  dass  der  Fall,  in  welchem  die  l 
nicht  unter  2  liegen,  eine  Scheide  für  die  „reguläre  Classe"  bilde. 
Es  hängt  dies  unmittelbar  mit  unserem  Satze  zusammen,  der  dort, 
wo  fx,  =  1,  für  die  Transformation  verlangt,  dass  A^— 2  nicht  negativ 
werde. 

y)  Von  den  Resultaten,  welche  die  beiden  scharfsinnigen  For- 
scher auf  dem  Gebiete  der  Kettenbrüche,  die  Herren  Stern  und 
Seidel,  gefunden  haben,  sei  bei  dieser  Zusammenstellung  noch  ein 
Satz  erwähnt,  welchen  Herr  Seidel  in  seiner  Habilitationsschrift, 
München  1846,  und  Herr  Stern  im  37.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  für  den  Fall  gefunden  haben,  dass  sämmtliche  l  positiv 
und  sämmtliche  f^i  negativ  sind:  Läuft  der  Bruch  iu's  Unendliche 
fort,  so  convergiren  seine  Näherungsbrtiche  zu  einer  bestimmten 
Grenze,  wenn  von  den  beiden  Reihen 


*)  II.  Cl.  VII.  Bd.  III.  Abth.  Bcnicikungen  über  den  Znsumnienhang  zwischen 
dem  Bildungsgesetze  eines  Kettenbruchs  und  der  Art  des  Fortgangs  seiner  Nähe- 
rungsbrüchc,  München   1855. 


§  66,  48.  Kettenbrüche.  267 

'•i  ~r  '-3 r  '-5 r  '»t r  " "  * 

wenigstens  eine  divergiit.  Convergiren  beide,  so  haben  die  Nähe- 
rungsbrüche keine  Grenze. 

§  66.  Bei  der  Entwickelung  einer  Function  o  in  einen 
Kettenbruch  kommen  vorzugsweise  zwei  Methoden  in  Betracht. 
Die  erste  schliesst  sich  der  Art  an,  auf  welche  mau  im  §  65 
unter  (a)  eine  reelle  Zahl  in  einen  Kettenbruch  entwickelt,  und 
wird  in  solchen  Fällen  angewandt,  wo  o  eine  Reihe  giebt,  die  nach 
absteigenden  Potenzen  der  Veränderlichen,  die  x  heisse,  geordnet 
ist.     Man  setzt  dazu 

o^K--^.     a,=l-—,     o,=l,-~^-,     •- 

wo  Ay ,  A  ,  A^,  etc.  ganze  Functionen  von  x  sind,  und  die  a  mit  x 
zugleich  unendlich  werden.  Auf  diese  Art  erhält  man  für  o  einen 
ganz  bestimmten  Kettenbruch 

,  ,  1     ...  1    1       i 

in  welchem  die  X  ganze  Functionen,  wenigstens  vom  ersten  CTrade, 
bezeichnen,  und  (7^  +  1  für  .r  =  ex-  unendlich  wird.  Diese  Entwicke- 
lung spielt  die  Rolle  der  wahren  im  §  65;  auch  sie  ist  nur  auf 
eine  Art  möglich.  Sie  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  man 
den  /tf  irgend  welche  constante  Werthe  ertheilt;  es  hört  nur  die 
Einheit  der  Entwickelung  auf,  was  übrigens  mehr  die  Form  als 
den  Inhalt  der  vSätze  trifft,  die  für  diese  Art  der  Entwickelung 
gelten. 

Die  zweite  Entwickelung  bezieht  sich  auf  Reihen  d,  die 
nach  aufsteigenden  Potenzen  einer  Grösse  x  —  c  geordnet  sind, 
wenn  c  eine  Constante  bezeichnet,  die  bei  unseren  Anwendungen 
Null  wird.    Man  erhält  sie  indem  man  setzt 

'  (T,    '  '  (To 

und  unter  A^,  A,,  etc.  Constante,  unter  (^i  ganze  Functionen  von  r 
und  unter  den  a  solche  Functionen  von  x  versteht,  die  für  x  =  0 
einen  endlichen  Werth  geben.  Unter  diesen  spielen  im  Folgenden 
die  Brüche  eine  Hauptrolle,  in  welchen  alle  X  gleich  1   sind,  und 
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die  u  ganze  Fimctionen  eisten  Grades  bezeichnen,  also  die  Brüche 
der  Form 

(b)  ...     a  =  1 — ,     t7._i  =  1  — 


wenn  die  a  Constante  vorstellen.    Auch  diese  Entwickelung  ist  nur 
auf  eine  Art  möglich. 

Einen  Kettenbruch  von  der  Form  (6)  kann  man  in  einen  an- 
deren, welcher  der  Form  (d)  angehört,  verwandeln,  indem  man 
statt  X  seinen  reciproken  Werth  einführt,  und  setzt  x  =  j/  ^  Da- 
durch wird  zunächst 


a  = 


a,  a.,  «3  a^  ...  üii 
\1  y    1    y    1    ...02, 


Macht  man 


«21 
T2t  =  — 


ö.'t  +  l 


y  —  T2,-i-2 

wo  nur  zum  Schlüsse  des  ganzen  Kettenbruchs  eine  selbstverständ- 
liche Modification  eintritt,  so  ist 


ferner 


a„  a,  ,         a.  a, 

^ü    =    ^2+  T. !     '  7         ^4    =   «4  + 


y  —  a,  —  z,  y  —  a.^~a^ 

Also    kann    man    schliesslich    mit    Herrn    Heilermann"^)    dem 
Ketteubruch  (6)  auch  folgende  Form  geben: 

ic)...     o^ 

I  a,  «2  «3  «^«5  ft.'£-4«2t-3  «.'4-2  02»-!    «2* 

'l     «/  — «2    !/  — <'3--«4     y—^'ö—^6     •••     «/  — «24-3— «24-2      t/— a2»-l     (72, 

§  67.  Einige  von  den  vorhergehenden  Untersuchungen  wen- 
den wir  nun  auf  einen  besonders  wichtigen  Kettenbruch  an,  den 
nämlich,  in  welchen  Gauss  den  Quotienten  zweier  hypergeometri- 
schen Reihen  F  entwickelt  hat.    Man  setzt 

L  =  ^(«,  ß:  y,  ^),   f>  =  ^(«,  /5  + 1,  y  + 1,  -r), 

und  allgemein 


*)  Grelle,  Journal  f.  M.  33.  Bd.  §  5,  S.  184—185.  Herr  Günther  beweist 
die  folgende  Form  (c)  in  seiner  Schrift  S.  69 — 75.  Sein  Verfahren,  die  Anwendung 
der  Zähler  und  Nenner  von  Kettenbrüchen  in  Form  von  Determinanten,  scheint  sich 
in  diesem  Falle  nicht  besonders  zu  empfehlen. 


§  67,  48.  Ketteubrüche.      '  269 

_  (a^c-l)(y-\-L-ß-l)  ^     (^4-,Xy  +  ,-a) 

'^'-•-    (y  +  2.-2)(y+2t-l)    '       "        (y-f2*-l)(y  +  20   * 
Indem  man  die  Differenz  f,—  f^+i  bildet,  erkennt  man  sofort,  dass 
die  Functionen  f  ein  System  linearer  Gleichungen,  wie  (a)  S.  260 
erfüllen,  worin  alle  l  gleich   1    sind  und  fXt^=a^x,    nämlich  das 
System 

/"o  =/",  —  «, ^-Z",,  ■•••     f,-i=  f-a,xf,+i,  .... 
Mau  erhält  daher  für  den  Quotienten  /"^  :  f^    den  Kettenbruch ,   der 
die  Form  (b)  des  §  66  besitzt, 

iL- '   "i-^  ^^^  •••' 

^^  '•'    f,  ~  1  1    1  ..." 

Diesen  Kettenbruch ,  oder  vielmehr  den  reciproken  für  f^  :  f^  hat 
Gauss  in  den  disquis.  gen.  circa  ser.  inf.  etc.  abgeleitet.  Aus  dem 
Vorstehenden  entnimmt  man,  dass  man  ihm  auch  die  Form 
geben  kann 

F(a,/?  +  l,7-f-l,t/-i)  1  y-a,  y-a,-a,y-a^-a,  .. 
so  dass  die  einzelnen  Partial-Zähler  und  Nenner,  wenn  man  von 
dem  ersten  absieht,  sämmtlich  ein  gleiches  Gesetz  befolgen,  wäh- 
rend die  des  ursprünglichen  Gauss'schen  ein  alternirendes ,  da 
ttj,  ttj,  a^  nach  einem  Gesetz,  a^,  a,,  etc.  nach  einem  andern  fort- 
schreiten. 

Im  I.  Zusatz  zu  diesem  Kapitel  wird  gezeigt,  auf  welche 
Art  ich  zu  einfachen  Ausdrücken  für  die  Näherungs-Zähler  und 
Nenner  dieses  Kettenbruchs  und  ebenso  des  allgemeinereu  gelangte, 
der  sich  auf  solche  Reihen  bezieht,  welche  als  allgemeinere  hyper- 
geometrische im  Zusätze  zum  IL  Kapitel  behandelt  wurden.  In 
Folge  der  späteren  Untersuchungen  Riemann's  (Meine  hauptsäch- 
lichen Resultate  theilte  ich  im  Januar  ISi^T  in  Borchardt's  Journal 
mit)  über  die  hypergeometrischen  Reihen  erscheinen  diese  Resultate 
auch  noch  unter  anderen  Gesichtspunkten.  M.  vergl.  eine  Arbeit 
des  Herrn  Thomae  im  70.  Bande  von  Borchardt's  Journal. 
Hier  beschäftigen  wir  uns  mit  den  besonderen  Methoden  zur  Ge- 
winnung solcher  Näherungswerthe  für  die  specielleren 
hypergeometrischen  Reihen,  in  denen  eines  der  beiden  ersten 
Elemente  gleich  1  ist.  Zwar  wäre  es  für  die  Theorie  der  Kugel- 
functionen  ausreichend  allein  die  logarithmische  Reihe  zu  betrachten. 
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doch  liegt  die  allgemeinere  Auffassung  in  dem  Interesse  der  Dar- 
stellung des  speci  eilen  Falles. 

Aus  S.  143  — 144  weiss  man,  dass  diejenige  Lösung  der  Differentialgl., 
welche  F(a,  ß,  y,  x)  ist  so  lange  c/f^  x  <i  1,  in  der  ganzen  Ebene  mit  Aus- 
nahme der  Strecke  auf  der  Abscissenaxe  von  x  =■  \  bis  oo  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  fortgesetzt  werden  kann.  Herr  Thomö  weist  im  66.  und  67.  Bde 
von  Borchardt's  Journal  nach,  dass  der  oben  erwähnte  einfache  Ausdruck 
für  den  t"""  Näherungsbruch  mit  wachsendem  l  sich  wirklich  der  Grenze 
f^.f^  näliert,  wenn  f^  und  f^  die  Reihen  F(a,ß,y,x)  und  F(a,ß-\-i,y-\-  l.x) 
resp.  ihre  Fortsetzungen  vorstellen.  Herr  Thome  hat  dort  die  S.  144  ange- 
wandte Grösse  z  eingeführt,  und  gründet  seinen  Beweis  darauf,  dass  er  zeigt, 
die  Grenze  von 

(i-^^y^-iF(a-^i,ß^t,y+2i,x) 
und  seiner  Fortsetzung,   für  ein  waclisendes  i,  sei 

(1  —  z)y-  "-/^-5(i  -f  zy+ß-K 

Indem  ich  Herrn  Thom6  als  den  citirte,  welcher  die  Convergenz  des 
Kettenbruchs  bewiesen  habe,  glaube  ich  dem  Gebrauche  zu  folgen,  nach  wel- 
chem man  einen  derartigen  Beweis  demjenigen  zuzuschreiben  pflegt,  der  ihn 
nicht  nur  selbständig  gefunden  hat,  sondern  ihn  auch  fertig  in  einer  Form 
vorlegt,  bei  der  den  Mathematikern  eine  Einsicht  und  Prüfung  möglich  ist. 
Mir  ist  wohl  bekannt,  dass  Herr  Thomae  im  70.  Bande  des  Borchardt'schen 
Journals  mittheilt,  Riemann  habe  das  Resultat  bewiesen,  von  dem  hier  ge- 
handelt wird.  Auch  enthält  Riemann's  Naclilass  (vergl.  Werke  S.  400)  ein 
denselben  Gegenstand  betreffendes  Fragment  in  italienischer  Sprache  aus  dem 
Jahre  1863  Sülle  svolgimento  del  quoziente  di  due  serie  ipergeometriche  in 
frazione  continua  infmita.  Herr  Thome  führt  dazu  in  die  Differentialgleichung 
der  hypergeometrischen  Reihe  jene  Grösse  z  als  unabhängige  Veränderliche  ein, 
und  Riemann  gebraucht  in  dem  Fragment,  zu  dem  gleichen  Zwecke,  die 
im  §  41  erwähnten  Prinzipien  von  Laplace  für  das  Euler'sche  Integral, 
welches  die  Reihe  summirt. 

Gauss  wendet  in  seiner  Methodus  nova  integralium  valores 
per  approx.  inven.  seine  allgemeinen  Untersuchungen  über  die 
Kettenbrüche  bei  hypergeometrischen  Reihen  auf  die  specielle  Reihe 
x+1        1 


^ 


\os-^  =  -Fa,l,lx-^) 


an.     Indem  man  a  =  4,  ß  —  0,  y  —  ^,  und  x-"^  für  x  setzt,  findet 
man  aus  (a)  auf  S.  269 

.,       x-\-\        I      —x~^  a.x"'-  a.^x"'^  .. 

il<'«l?3T  =  |o      11  1       .. 

wo   die  Werthe  der  a  sind 

_   1.1  _  2.2  _  3.3 

(^c;...     a.  _^-^,     «2-35,     «3--^-^-,     •••• 

Transformirt  mau  den  Ketteubruch  durch  einfache  Hülfsmittel,  so 
erhält  mau  hieraus 
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...  n       ^+1        '        -1     ^'      -'      ^'     •• 

(d)...     ^log^3^^-  =  j^         ^     3^     ^^     ^^ 

Die  Nenner  dieses  Kettenbruclis  und  ebenso  gewisse  hier  vor- 
kommende Eeste  sind  es,  deren  merkwürdigen  Zusammenbang  mit 
den  Kugelfunctionen  Gauss  entdeckte  (M.  vergl.  die  zweite  Note 
auf  S.  92);  über  diesen  Zusammenhang  soll  hier  gehandelt  werden. 
Es  ist  aber  hf.erbei  gar  nicht  erforderlich,  dass  der  Kettenbruch  als 
bereits  bekannt  vorausgesetzt  werde;  man  hat  nur  vorläufig  vor- 
auszusetzen, dass  der  Logarithmus  sich  überhaupt  in  die  Form 

I  — c,  c,  c,         ...1 

10  a:  +  6,  X  -f  &.,  ;r  -h  63  .  .  . ' 
entwickeln  lasse.  Um  die  Betrachtung  etwas  zu  vereinfachen, 
versuche  man  sogleich,  dem  Bruche  solche  Form  zu  geben,  in  der 
sämmtliche  b  Null  sind;  die  Methode  selbst  würde  zeigen,  dass  sie 
in  der  That  Null  sein  müssen,  wenn  überhaupt  die  Entwickelung 
möglich  sein  soll. 

Die  Zähler  und  Nenner  eines  solchen  Kettenbruchs   werden 
nach  dem  Bildungsgesetz  (c)  auf  S.  261 

iV,  =  x^      iY,  =  a;'-  c,,     . . . ,     N,  =  a;iV,_i  — c,iV,_o,     .  .  . , 
so  dass  Z(+i  und  N,  nach  x  vom  Grade  i  sind.    Wenn  nun  6  die 
Function  ist,  welche  durch  einen  Kettenbruch  ausgedrückt  werden 
soll,  also  hier  der  Logarithmus,   so  erhält  man  aus  {h)  auf  S.  263 

für  «  =  -x; 

W...     JV.a-Z.  =  c,c,...c.,.[jA_  +  _^^^  +  „.]. 

Ordnet  man  nach  absteigenden  Potenzen  von  x^  so  beginnt  die 
rechte  Seite  daher  mit  der  — (t+l)"""  Potenz,  und  setzt  man 

so  folgt  aus  der  linken  Seite  von  (e),  dass  in  dem  Produkte 

die  —1"",  —2'^,  ...  —/.'•'Potenz  von  x  (incl.)  fehlen,  ihre  Coeffi- 
cienten  also  Null  sind.  Diese  Bedingung  ist  die  charakteristi- 
sche dafür,  dass  iV,  der  /."*  Näherungsneuner  eines  Ketten- 
bruchs für  ff  sein  soll;  sie  reicht,  wie  sich  zeigen  wird,  genau 
zur  Bestimmung  der  sämmtlichen  Constanten  x  im  Nenner  iV,  aus, 
da  Xy  =  1,  wie  das  Bilduugsgesetz  der  x   zeigt.     Der  Zähler  Z, 
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ist  schliesslich  die  ganze  Function,  welche  bei  der  Multiplication 
von  N  mit  a  entsteht.  Es  sind  für  die  Bestimmung  der  x  nun  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Ist  0  gerade,  so  enthält  N^  offenbar  nur  gerade  Potenzen 
von  X,  so  dass  x,,  Xj,  ...  Null  sind.  In  dem  Produkte  von  N,  mit 
der  Reihe  fallen  dann  von  selbst  die  geraden  Potenzen  von  x  fort, 
und  zur  Bestimmung  der  x  dienen  die  Bedingungen,  dass  die 
— 1*^,  —3"",  ...  —  (fc— l)'*"  fortfallen  müssen.  Jede  von  diesen 
Forderungen  wird  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  x 
ausgedrückt,  so  dass  man  ^i  lineare  Gleichungen  erhält,  ebenso 
viele  wie  es  Unbekannte  x  giebt.     Diese  Gleichungen  sind 


Xt-2 


1      '       3       '        '     *+l 
fc  +  3 


0 


-^  +  -'^  +  -  +  -:^rö-  =  0 


^^     •    ^-^    +...+  ^^^0, 


L  —  1        i — 1  2t — 1 

indem  nämlich   die  Ausdrücke  auf  der  Linken  gerade  die   Coeffi- 

eienten  vorstellen  von  x   zur   Potenz    —1,  — 3,  ...    — (t — 1)   in 

x4-l 

dem  Produkte  ^A^Jog z-- 

x — 1 

2)  Ist  fc  ungerade,  so  hat  JV  die  Form 

JV,  =  ar(Xo  ic'-i  +  Xj  a;'-5  +  •  •  •  x,_i ) , 
besitzt  also  ^(t— 1)  unbekannte  Coefficienten,  die  so  zu  bestimmen 
sind,  dass  im  Produkte  die  Coefficienten  von  x  zur  Potenz  —2, 
—  4,  ...  — (t  — 1)  fortfallen.  Man  hat  also  wiederum  so  viele 
lineare  Gleichungen  als  es  Unbekannte  x  giebt,  nämlich  ^(t — 1). 
Diese  Gleichungen  sind 

^"  +  "^7~+"-+7T4'"^ 


—  +  --7-^  -\ r  -^, — r  —  ^• 


t  +  2    '        '    2i-l 
Solche  Systeme  von  Gleichungen  hat  Gauss  in  der  erwähnten 
Arbeit  über  mechanische  Quadraturen  aufgestellt;  er  giebt  im  §  18 
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die  Unbekannten  x  au,  welche  er  durch  ein  von  ihm  nicht  näher 
bezeichnetes  Verfahren*)  ermittelt.  Darauf  leitete  Jacobi**)  die 
von  Gauss  gefundenen  Resultate  auf  eine  neue  Art  ab,  welche 
weiter  unten  mitgetheilt  wird.  Endlich  habe  ich  die  Systeme 
linearer  Gleichungen  verallgemeinert,  dann  durch  directe  Elimi- 
nation der  Unbekannten  gelöst  uud  dadurch  die  Resultate  von 
Gauss,  welche  sich  auf  die  logarithmische  Reihe  bezogen,  auch 
auf  alle  hypergeometrischen  tibertragen,  deren  erstes  oder  zweites 
Element  gleich  1  wird,  später  auch  auf  die  durch  ein  fünftes  Ele- 
ment q  verallgemeinerte. 

Das  System,  auf  dessen  Lösung  es  bei  jener  hypergeometrischen  Reihe  an- 
liommt,  bei  welcher  a  und  y  allgemein  bleiben  aber  ß  gleich  1  wird,  be- 
steht aus  V  linearen  Gleichungen 

y  y(y+0  y(y+l)...(y+v~i)    " 

t4-«+^yr         ,(«+lX«+2)  (a+lX«+2)...(«+y)  . 

Man  erhält  sämratliche  v  Gleichungen  aus  der  ersten,  indem  mau  a  und  y  zu- 
gleich successive  um  1,  2,  ...  y — 1  Einheiten  erhöht.  Aus  der  ersten  und 
zweiten  von  diesen  eliminire  man  auf  gewöhnliche  Art  Av_„  und  findet  dadurch 
die  Eliminatiousgleichuug 

,    .  .«(«-{- !)...(«  4- v  —  l), 

-  +  ('-V+.)(.-|-2)..W/»  =  ''- 
die  Elimination  von  äv_,,  aus  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Gleichungen  des 
Systemes  wird  man  erhalten,  indem  man  in  der  vorstehenden  ersten  a  und  y 
zugleich  um  1,  2,  ...  v  —  2  Einheiten  vermehrt.  Man  hat  daher  aus  dem  ersten 
System  von  v  Gleichungen  ein  zweites  von  v — 1  Gleichungen  abgeleitet,  dessen 
erste  Gleichung  aus  der  ei-sten  des  ursprünglichen  Systems  dadurcli  entsteht, 
dass  ihre  Unbekannten  aus  Av,  Av_i,  etc.  allgemein  aus  A:,._4  werden 


*)    Facile   autem   animadvertimus ,    has    functiones    generaliter   exprimi   posse 
per  etc. 

**)  Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  I:  Ueber  Gauss  neue  Methode,  die  Weithe 
der  Integrale  näherungsweise  zu  finden. 

***)  Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  XXXII:  Schreiben  an  Jacobi  über  Ver- 
wandlung von  Reihen  in  Kettenbrüche,  und  Bd.  XXXIV:  Untersuchungen  über 
die  Reihe 

II.  Abschnitt;  Bd.  57:  Ueber  die  Zähler  und  Nenner  von  Kettenbrüchen. 

Heiue,  Theorie  der  KuKelfuiictiuiieii.     2.  Aufl.  J^y 
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nky,     (n  —  i)ky-i,     ...     (n — i)K-t>     •••» 
während  in  den  Coefficienten  der  ursprünglichen  y  mit  'y-\-\  vertauscht  wird. 
Eliminirt  man  p  Unbekannte  li  mit  den  Indices  v  —  n^,  v  —  n^,  n  —  v^,  etc., 
so  wird  daher  die  erste  Gleichung  des  neuen  Systems  aus  der  ersten  des  ur- 
sprünglichen erhalten,  wenn  man  in  derselben  jede  Unbekannte  ky-i  mit 

(nj  —  0(«2  —  0  •  •  •  (^h  ~  O^v-t 
vertauscht    und   y   mit   y  +  p.      Eliminirt    man    eine   Anzahl   p  =  v — 1  mal, 
nämlich  alle  k  ausser  k^  und  einem  k  mit  einem  bestimmten  Index,  der  v — m 
heissen  möge,  so  wird  daher  die  erste  Gleichung  des  neuen  Systems,  welches 
sich  dann  auf  diese  einzige  Gleichung  reducirt: 

i^i)  ^(jz+v— l)(j/+j')...(y+j'+t— 2) 

in  der  n^,  n^,   .  .  .  w^_i    alle  Zahlen  1,  2,   ...  v   ausser  der  bestimmten  m 

bedeuten,  so  dass  die  ganze  Summe  aus  nur  zwei  Gliedern  besteht,  und  man 

erhält 

lt,n-{     ij  •     i  2...7n(y  +  2v—2Xr-\-^v-S)...(r  +  2v-m-i)       °' 
Löst  man  auf  ganz  ähnliche  Art  ein  System  linearer  Gleichungen,  dessen 
erste  ist 

,,  ,  ^-r,     ,     1  (i-g")(i-9"+0-(i-r+-o,  .  0 

"^^-^  i-qy  '^"-1  "^      "^   (1  -  90(1  —  9^+0  •••(!-  9^+"-')    "  ~ 
und  dessen  folgende  entstehen,    wenn  man  in  dieser  ersten  a  und  y  zugleicii 
für  die  zweite  Gleichung  in  a-f-1,  y-\-i   verwandelt,    für  die  dritte  in  a-|-2, 
y  -{-2,  etc.,  so  findet  man,  indem  wieder  k^  =  i  gesetzt  wird, 

'""^    ^  ^  (i-g)(i-90-.(i-r) 

(1—  9«+''-i)(l— qr«+>'-'^). .  .(1—  g«+y-"')  . 

Die  hier  gewonnenen  Ausdrücke  wenden  wir  auf  die  beiden 
vorliegenden  specielleren  Systeme  linearer  Gleichungen  an,  indem 
wir  wegen  des  ersten  setzen 

«  =  i,    7  =  1,    >  =  i«, 
ferner  k^  =  x^,    k^  =  x.^,    ...     kf,  =  x^ju  und  erhalten 

.      _.     .w  .(.-l)...(^-2m+l) 

«2«. -V     xj    2.4...(2m).(2t-lX2fc-3)...(2t— 2wi  +  l)  ' 
so  dass  man  durch  Einsetzung  der  Coefficienten  findet 

Für  das  zweite  System  setzt  man 

und  findet  dadurch  offenbar  dasselbe  Resultat  wie  im  vorigen  Falle: 
Der   t''^  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs   von  der 
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Form 

-c,   c,  c,  .. 
0      X      XX.. 

für  ^log(a;-|-l) — \\o^(x — 1)  ist  gleich  Po(a3);  ferner  der  Zähler  Z, 
gleich  der  ganzen  Function  von  a;,  welche  bei  der  Älultiplication 
jener  logarithmischen  Grösse   mit  N,  =  Pk)(x)  entsteht. 

Den  Kettenbruch  selbst,  wie  er  oben  angegeben  wurde, 
findet  man  aus  den  nun  bekannten  Nennern  durch  die  Gleichung 

N,  =  xN,^i  —  c,N,-2] 
setzt  man  für  die  N  ihre  Werthe,  so  erhält  man  also  c,  gleich  dem 
Coefficienten  von  a;'~^  in  der  Differenz  xPfr^—Pu^  demnach 

-_1  _    0-l)(t-l) 

^'~       '     ''*"' (2t— 3)(24— 1)  ' 
und  dies  ist  das  frühere  a,_i  auf  S.  270. 

Hätte  man  auf  S.  271  nicht  angenommen,  dass  alle  b  Null 
sind,  so  würde  sich  hier  die  Noth wendigkeit ,  sie  sämmtlich  Null 
zu  setzen,  herausgestellt  haben. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ist  schon  ersichtlich,  dass  sich  ähnliche  Re- 
sultate auch  für  die  hypergeonielrische  Reihe  F(a,  i,  y,  x)  herausstellen  werden. 
Um  diese  zu  gewinnen,  setze  ich 

F(a,l,Y,x)=  ^       ^     \       \ 

und  erhalte 

Zj  =  1,      Zj  =  1,  ...      Zi^i  :=  Zt  —  ttiX, 

N^  =1,     N.^  =  1 — a^x,     .  .  .     iVj+i  =  N.—  a^x. 
Es  wird  sich  hierhei  zeigen,  dass  die  Constanten  a  dieselhen  sind,  welche  am 
Anfang    des  §  67    in   dem    allgemeinen   Kettenhruch   von  Gauss    vorkommen, 
wenn  man  dort  ß=  0  setzt  und  y-\-l   mit  y  vertauscht,  wodurch  f^  in  1, 
/"j  in  F(a,  l,y,  x)  übergeht. 

Aus  dem  Rildungsgesetze  für  die  N  geht  hervor,  dass  Zoi+i,  Z2,+2>  N21 
und  N21+1  denselben  Grad  i  besitzen,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (A)  im  §  64 
folgt,  dass  in  dem  Produkte  N2,  F(a,  \,y,x)  die  t^"  bis  2i  —  1'*  Potenz 
von  x,  in  iVst+i  F(a,  i,y,x)  die  t  +  l'**  l^is  2t**'  Potenz  von  x,  also  jedes 
Mal  t  Potenzen  ausfallen.  Daraus  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  iVo»  genau 
das  allgemeinere  System,  welches  oben  gelöst  \viirde,  während  N-ii-\-i  aus  dem 
bestimmt  wird,  welches  aus  dem  Systeme  nach  Vertauschung  von  a  und  y 
mit  a-j-l  und  y-\-\  entsteht.  Die  Näherungsnenner  des  Keltenbruchs  für 
¥(ci,  1,  y,  a;)  sind  demnach 

iV2,      =F(-t,  1-a-t,  2-y— 2t,a;), 
N2,+i  =  F{—i,    —a  —  i,i—y  —  2i,x). 
Für  die  a  zieht  man  hieraus  nach  der  Recursionsformel  für  die  N 

18^- 
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■-''        (y+ 2.-2X^  +  2.-1)'         ^'^^        (y4.2,-l)(y  +  2Ö' 
Eiueu  Kettenbruch,  dessen  Glieder  das  gleiche  und  nicht  mehr  ein  alter- 
uireudes  Gesetz  befolgen,   welcher  bei  gleicher  Gliederzahl  eine  grössere  Nähe- 
rimg,  bis  etwa  auf  den  doppelten  Grad  liefert,   erhält  man,   indem  man  durch 

1 
Einführung  von  y  =  —  den  Brueli  auf  die  Form  (6)  der  S.  269  bringt.    Da- 
durch wird  erhalten 

(<;)...  Ffa,l,y,—)=  IH '^ a,a, 

wenn  die  a  dieselben  Zahlen  vorstellen,  wie  oben.  Diese  würden  sich  auch 
ergeben,  wenn  man  aus  der  Form  des  Kettenbruchs  zuerst  die  Nenner  be- 
rechnet hat,  die  hier,  zur  Unterscheidung  von  den  früheren,  mit  31  bezeichnet 
werden  sollen.  Hier  ist  der  Grad  von  9lt  olTenbar  t;  daher  bestimmt  das 
System  (/")  auf  S.  274  die  Coefficieuten  von  ^y,  und  man  erhält 

(//)  ...     ?i,  =  .r'F(-t, -a  — f,  1-7  — 2., -1). 

gleichgültig  ob  t  gerade  oder  ungerade  ist. 

Setzt  man  z.  B.  a  =  ^,  y  =  |,  so  erhält  man  statt  des  früheren  Ketlen- 
bruchs  für  die  logarithmische  Reihe  (ß)  auf  S.  271,  dessen  Partialneuner  vom 
ei-sten  Grade  waren,  jetzt  solche  vom  zweiten,  nämlich 

2.2.3.3  4.4.5.5 

Vorlog  ^-^ 

1  nn.- T" — T"  — 

9.11       11.13 

und  als  t"'"  Näherungsnenner 

eine  Function  vom  Grade  2t,  so  dass  das  Produkt  ^icül^ (log a;-fl  —  loga; — 1) 
sich  vom  Näherungszähler  erst  bei   der  — 2t — 2'^"  Potenz  von  x  unterscheidet. 

Jacobi  löst  (M.  vergl.  S.  273)  durch  folgende  Methode  die 
speciellen  Systeme  linearer  Gleichungen  auf  S.  272: 

1)  Man  sucht,  um  das  erste  System  zu  behandeln,  die  Function 
N^  von  der  Form,  die  daneben  angegeben  wurde,  für  welche 

/'^Ndx  =  PxNdx  =  f  x'^Ndx  =  ...  =  f^x'-^Näx  =■  0. 

-1  -1  —1  —1 

Das  erste,  dritte,  fünfte,  etc.  Integral  ist  nämlich  offenbar  das 
Doppelte  der  linken  Seiten  der  ersten,  zweiten,  dritten  etc.  Glei- 
chung im  ersten  Systeme,  muss  daher  verschwinden,  wenn  die  x 
gehörig  bestimmt  sind,  während  das  zweite,  vierte  etc.  Integral  als 


~3 

5.7.7.9 

,    1.1     2.2 
1.3     3.5 

,     3.3     4.4 

x' —  — 

5.7     7.9 
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Integrale  ungerader  Functionen  zwischen  den  Grenzen  —1  und  1 
Null  sind.  Hierdurch  ist  die  Function  A'  bis  auf  eine  Constaute 
(z.  B.  jCq)  bestimmt. 

2)  Im  andern  Falle  sucht  man  eine  ungerade  Function  N  vom 
Grade  ^,  für  welche 

P^ldx  =  PxNdx  =  ...  =  /'j;'-'  Ndx 

verschwindet. 

Die  Bedingung,  dass  eine  solche  Reihe  von  Integralen  ver- 
schwinden soll,  lässt  sich  in  beiden  Fällen  nach  wiederholter  In- 
tegration durch  Theile  in  eine  andere  Gestalt  bringen.  Stellen  >/ 
und  V  endliche  Functionen  von  x  vor,  von  denen  die  letzte  für 
X  =  — 1  verschwindet,  so  ist 

/udv  =  UV—  I  üdn-^ 

macht  man  hier  u  =  x'  und  dv  =  iVrfx,  indem  iV  noch  irgend  eine 
endliche  Function  von  x  bezeichnen  darf,  so  erhält  man  die  Re- 
cursionsformel 

Ix' 'Ndx  —  x'INdx  —  i/x'   •  dx/Ndx, 
^1  i  —1  —1 

woraus  für  t  =  0,  1,  2,  etc.  successive  folgt 

/Ndx  =  /Ndx, 
—1  -1 

/x  Ndx  =  X  /Ndx— /Ndx'', 

—  1  —1  1 

/x^Ndx  =  x'/n  dx — 2  fr  dx/\  dx. 
-1  -1  -i  1 

Die  letzte  Formel  transformirt  man,    indem  man  in   der  vorher- 
gehenden  /Ndx  statt  N  setzt.     Dadurch  erhält  man 
-1 

fx'Ndx  =  x'/Ndx  —  2x/'Ndx'-\-2fNdx\ 
—1  —1  —1  -1 

Allgemein  besteht  die  Gleichung 

(i)  ...  fx'Ndx  =-  x'fNdx  -  tx'  'fNdx'  f  t(t-  l).r"  ^ //Vrf.c^-f  •••, 
wenn  in  den  vielfachen  Integralen  jedesmal   von        1    an  integrirt 
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wird.  Der  Beweis  wird  durch  vollständige  Induction  durch  ein 
ähnliches  Verfahren  wie  bei  dem  Falle  v  =  2  geführt. 

Aus  der  Hülfsformel  (t)  ist  ersichtlich,  dass  die  Bedingungen 
für  N,  sich  in  die  anderen  umwandeln  lassen,  es  müssen  die  In- 
tegrale 

/n.cIx,      /N,dx\     .  .  .  ,      /N,dx% 

—1  -1  —1 

für  x  =  l  verschwinden.  Setzt  man  das  letzte  Integral  gleich 
«3P(a?),  und  ist  nunmehr  iV»  unsere  ganze  Function  t*^"  Grades  nach 
X,  so  muss  cp(x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  2i  sein,  und  mit 
seinen  t,—l  ersten  Differentialquotienten  für  x  =  l  verschwinden, 

—  selbstverständlich  auch  für  a;  =  —  1,  da  alle  Integrationen  von 

—  1  an  ausgeführt  wurden.  Daher  hat  (p(x)  den  Faktor  (x—iy(x-\-iy, 
und  ist  also,  bis  auf  einen  constanten  Faktor,  dieser  Function 
gleich,  deren  t'*^'  Differentialquotient  in  Folge  dessen,  bis  auf  eine 
Constante,  mit  P'  übereinstimmt.  Da  endlich  x^  =  1,  so  ist  der 
genaue  Werth  von  iV, 

iV.  -  P^,'\x), 
was  sich  auch  durch  die  direkte  Auflösung  der  Gleichungen  S.  274 
ergeben  hatte. 

Zum  Abschluss  stelle  ich  die  für  die  Kugelfunctionen  ge- 
wonnenen Resultate  mit  der  Gleich.  (20)  auf  S.  141  zusammen: 
Setzt  man 

iV..ilog-^±i  =  Z,  +  ß„ 
X  —  1 

wo  Nt  und  Zt  der  t'^  Näherungs-Nenner  und  Zähler  des 
Kettenbruchs  für  ilog(a:-l-l)— ^log(a;— 1)  sind,  R,  der  t<^  Rest 
heisst,  so  sind  iV,,  Z,  und  ß»  gleich  den  Functionen 

§  68.  Aus  den  vorstehenden  Formeln  oder  aus  den  wesentlich 
mit  ihnen  übereinstimmenden  auf  S.  141  hätte  man,  unabhängig 
von  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen,  aus  den  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Kettenbrüche  nachweisen  können,  dass 
der  Logarithmus  sich  in  den  Kettenbruch  entwickeln  lässt,  und 
dass  dieser  in  den  angegebenen  Fällen  auch   wirklich   convergirt. 

1)  Die  Gleichung  (20,  c),  in  der  Form 
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zeigt,  dass  mit  wachsendem  n  die  linke  Seite  unter  jedem  Grad 
der  Kleinheit  herabsinkt,  vorausgesetzt,  dass  x  nicht  reell  und  zu- 
gleich kleiner  als  1  sei.  Denn  nach  S.  174  kommt  die  rechte  Seite 
mit  wachsendem  n  beliebig  nahe  an  Tr^-^t^^  also  an  Null,  d.  h. 
Z" :  P"  stellt  den  halben  Logarithmus  mit  beliebiger  Näherung  dar. 

2)  Den  Quotienten  Z" :  P"  kann  man  in  einen  Kettenbruch  und 
zwar  in  der  Form,  von  der  wir  auf  S.  270  ausgingen,  entwickeln. 
Denn  man  hat  die  Recursionsformel  (16) 

(«  +  1)P"+'— (2«  +  1)j:P"  +  wP''-'  =  0,     P'  =1,     P'  =  X- 
derselben  Diiferenzengleichung  genügen   auch  die  Q   nach  (17,  6), 
folglich  auch 

Z"=:iP"l0g^-(?''. 

Ferner,  nach  (20,  6),  wird  Z^^^  =  1,  Z^^^  =  fa;;  vergleicht  man  diese 
Beziehungen  mit  dem  Systeme  (c)  auf  S.  261,  so  hat  man  l^  =  0 
zu  setzen,  /Uj  =  —  1,  allgemein  aber 

.    _  2w — 1  _  ^  ~  1 

An  —  X.  Un  — 

und  findet  dadurch 

Z^_\     —1     i 
P"        lO    |a;      fa; 

Durch  Multiplikation  der  einzelnen  Partialbrüche  mit  geeigneten 
Zahlfaktoren  erhält  man  hieraus  sogleich  (vergl.  den  Schluss  des  §  67) 

Z"  I         11  2      2         3      3 
__                  5  •  ^        ^  •  T       T  •  T 

P^  |0  X  X  X 

Die  Auflösung  des  allgcuieineru  Systems  linearer  Gleichungen  (/")  auf 
S.  273  giebt  Wertlie  h,  aus  denen  mau  eine  Function 

N,(x)  =  k,x^'-{-k,x^-^  +  .:-\-k, 
bilden  kann,  nümlich 

N^(x)  =  x''F(—v,  —a  —  v-\-i,—y  —  2v-\-2,  x'^) 

=  (-xy «(«  +  l)--(«  +  >':il) p/      ^,  ^   ,  y_i,  «,  .r) 

^       ^(y  +  v-l)(y+.)...(y-i-2.-2)'^^     "' "  ^  ^       '  "' •^^' 
die  ein  ähnliches  Verhalten  zu  F(a,  1,  y,  x)  zeigt,  wie  iV  auf  S.  278  zu  dem 
Logarithmus.     Da  nämlich 

V(«/).r-^'-'(i-^)-''-"-'^// 

0 


/ 
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für  alle  Werthe  l  voa  0  bis  v  —  \  verschwindet ,  so  beginnt  die  Enlvvicke- 
lung  von 

(j  '' 

nach  absteigenden  Potenzen  von  x  mit  der  — (v  +  O'^"*  Zerlegt  man  noch 
iV(y)  in  {N(^ij)  —  N(x))-\-N{x)  wie  S.  145  und  benutzt  (24,  a)  auf  S.  158, 
so  erhält  man: 

Die  Differentialgleichung 

x(\  —  x)(Py  -{-{a  —  yx)dydx-\-  v{v-\-  y — l)ydx''  =  0 
hat  als  Lösung  eine  ganze  Function  v*^"  Grades 


^,,(x)  =  x"F{—v,    -a- v  +  1,  —  y  — 27;  +  2,  — ) 


und  eine  zweite 

niv)n(y-i} 

n(a—i}n(y—a  —  i) 

-(y^v-iXy-\-v)...(y  +  2v-2)J  (x-yy+'  ^- 

Zwischen    diesen    Lösungen    und    der    ganzen    Function    (v  —  l)'*"' 
Grades 

^'■^"^^-   n(a-i)n(y-a-i)J    ^       ^^"-^^'  x-y       '^^ 

besteht  eine  Gleichung 

p„(x)~.  pfa,  Uy,  ^)  =.  5„(a;)  +  .r«-i(l-a;)>'--«-^q,(a:). 

Der  Grad  des  letzten  Gliedes  beträgt   — j/  — 1. 

Alsdann  ist  §v  :  p^  der  y'^  Näherungsbruch  des  Kettenbruchs 

\   „,     .  ,.       I        —1  a.öo  aM 


—  F(a,  i,y,x-^)  = 


3  "4 


X  ^        0  a;  — flj  a;  —  a^— a^  x — a^— a.,^  ... 

wenn    man  wie  S.  276  setzt 

v{y  -{-V  —  a  —  i)  (a  +  v)(y-[- V  — 1) 


^iy  —  /..   ,    n.. ?>\/..   ,    o. 7\'       "2,'+l 


(y+2v-2)(H-2t-l)'  '"^  (y-l-2v-l)(;.  +  20 
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A.     Ueber  die  Kettenbriicbe,   auf  welcbe  Quotienteu   bypergeome- 
triscber  Reiben  fübreu.     (M.  vergl.  S.  269.) 

(o)  Die  Näherungs-Zähler  und   Neimer    für   den    allgemeinen  KetleDbriich 
von  Gauss,    der    am  Anlange    des    §  67  abgeleitet  und   unter   (a)    augegeben 
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wurde,  sind,   in  der  dort  gebrauchten  Bezeichnung  (S.  269),    durch    tias  fol- 
gende System  (1)  gegeben,  in  dem  das  fortgelassene  vierte  Element  x  ist: 
Z^,-i  =  F{a,ß,y)F{i  —  a  —  i,—ß-i,i  —  y-2i) 
-a,a,... an a;^'+i F(a  +  t ,  /?  + 1  + 1 , ;/  -}-  2t  + 1) F(l  —  a,  1  -  /9,  2  -  y), 
N,,-i  =  F{a,ß  +  i,y-\-i)Fil-a-i,—ß-i,  i-y-2i) 
-a,rt,...rt2.^-'/^(a  +  t, /?+fc  +  l,y  +  2t-fl)F(l  — a,  —  ß,  \  —  y), 
Z,,  =  F{a,  ß,  y)F{—a-L,-ß-i,  -y-2i) 
-a^a,...a,,^lX''+^F{a■^L+i,ßi-l-^\,y'\-2l-{-2)F{i-a,^-ß,2-y) 

N2,  =  F(a,ß  +  l,y-\-i)F(-a-i,—ß-i,-y—2i) 
--a^a,...a2,+ix''^+'F{ai-i-^i,ß-\-i  +  i,y^2L-^2)FH-a,-ß,i-y). 
Um  die  Annäherung  an    den  Kettenhruch   auszudrücken,    kann  man 
sich  für  den  Ausdruck  des  Restes  der  Formel  (i)  im  §  64  bedienen,  nach  der 
man  erhält 

(2)...     a^a.y..a,^ix'+^f,^2  =  ZJ,  —  N,f^. 

Da  Z21-1  und  Z21  sowie  N^t  nach  o;  vom  t'^"  Grade,  iVot-i  vom  t — 1'^" 

Grade  ist,  so  lassen  sich  die  vier  Grössen  Z  und  N  allein  aus  dem  je  ersten 

Gliede  der  betr.  Gleich,  erhalten,    indem   man    in   demselben,    dem   Produkte 

zweier  Reihen,  nur  die  Glieder  bis  zum  t"""  resp.  l  —  1'''"  Grade  beibehält. 

(6)  Zum  Beweise  der  vorstehenden  vier  Gleichungen,  die  ich  im  53.  Bande 
von   Borchardt's   Journal    ohne   Beweis   mitlheilte,    würde    eine  Verification 
ausreichen,  nämlich  der  vermittelst  der  Bezielumgeu  unter  den  Functiones  con- 
tiguae  nicht  schwer  zu  fülirende  Nachweis,  dass  unter  den  so  gebildeten  Z  und 
N  wirklich  die  linearen  Gleichungen  (c)  auf  S.  261  bestehen,  wenn  man  dort 
ttiX  und  1   für  f.i^  resp.  X^  setzt;    statt   dessen   soll   hier    aber  die  wirkliche 
Herleitung  der  Gleichungen    folgen.     Man    geht   dazu   von   den    beiden    ersten 
Formeln  des  Systems  (i)  im  §  64  aus,    die  mit  geringen  Veränderungen  sind 
(a)  ...     f^  =  ZJ.^.i  —  at+ixZi-if,+2, 
/",  =  NJ,-^.l  —  a^+lX^\-lf,.^.2^ 
^och  fehlen  zwei  Gleichungen  für  die  Bestimmung  von  Zt_,,  Z, ,  iV,_i, 
Ni .     Dazu  kann  erstens  die  Gleichung  (g)  des  §  64  dienen 

(ft)  .  .  .     N,Zt-i  —  ZjiVt_i  =  a^a.,...a,x'. 
Zweitens  findet  man  eine  letzte  Gleichung  mit  Hülfe  der  Bemerkung,  dass  der 
umgekehrte  Ketlenbruch,  nämlich 

ci7iX     a2i-ix     .  .  .     a.^x     a^x 
11  1         ...       1         1 

offenbar  den  Anfang  des  Kettenbruchs  für  den  Quotienten  \p^ :  ^p^  bildet,  wenn 
man  setzt 

x}j^  =  F(—L—ß,—i-a,—2c—y),  ip^  =^F{—i—ß,i—t—a,i  —  2t,-y). 
Man  bezeichne  die  Näherungszähler  und  Nenner  für  diesen  Bruch  durch  3  und 
^,  und   zähle  die  Indices   wie  oben,   so  dass  z.  B.  ist 

\      ~  %' 

Was  aus  ip^  und  ifj^  wird,  wenn  man  darin  i  durch  i—v  ersetzt,  nenne 
man  resp.  xpjy   und   ip>y-^i,    so  dass  also  ip,,    ß,,,    '^}y    sich  ebenso  auf  den 
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zweiten  Kettenbruch  beziehen  wie  fy,  Zy,  Ny  auf  den  ersten.  Dann  finde 
ich  durch  Anwendung  von  (/")  im  §  64  die  Gleichungen 

und  von  (i)  in  demselben  Paragraphen 

V^i  32.-1— 9(12.-1  V>o  =  a^a^...ao,x'^'\p2,+i. 
Substituirt  man  hier  für  ß  "»J  91  ihre  Werthe,  so  erhält  man 
(c)...     tfJ^Zn,  —  \p^N2,-i  =  a^...a2,x'^'+^ip2,+2, 
ipiN2,  —  xp„N2,-i  =  a,...a2.a;^'t//2.+i, 
wo  i//2t+2  und  \}J2i+i  die  hypergeometrischen  Reihen  sind 

F(l-ß,l  —  a,2—y),     Fi—ß,i-a,i  —  y). 
Eine  von  den  Gleich,  (c)  zu  den  Gleich,  (a)  und  (6)   hinzugefügt,   ge- 
nügt zur  Bestimmung  der  je   zwei  Z  und  JV.     Am  bequemsten   bedient   man 
sich  zu  diesem  Zwecke  für  die  Z  der  beiden  ersten  Gleichungen  in   (d)   und 
(c),  für  die  N  der  beiden  letzten.    Setzt  man  dann  die  Determinante  =  C,  d.  h. 

^=  V^o/2t  +  l  — Ö2t  +  ia;i//j/'2t+2, 

so  erhält  man  die  vier  Gleichungen  des  §  a  für  die  Z  und  N  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  die  linken  Seiten  dort,  —  die  Unbekannten  der  linearen 
Gleichungen  —  noch  mit  der  Determinante  C  multiplicirt  werden  müssen.  Es 
ist  aber  C  =  i. 

In  der  That  zeigt  sich  leicht,  dass  der  Ausdruck 

(rf)    ...       %pyf2LJi-l-v  —  a2t+l—vX\l)yj^if2iJ^2-v 

unverändert,  also  gleich  C,  bleibt,  welche  ganze  Zahl  man  auch  für  v  setzt. 
Bestehen  nämlich  zwischen  den  f  die  Gleichungen  (S.  (a)  im  §  64.  M.  hat 
X  =  i,  ^y  =z  ayx) 

fv  =  fv+l  —  ^iv+lfv+2) 

so  hängen  die  xp  durch  die  Gleichungen  zusammen 

Ipy   =  Xpy+i ^2i-vlfJy+2- 

Daher  wird  der  Ausdruck  (d),  von  dem  behauptet  wurde,  er  sei  von  v  un- 
abhängig 

"(pvht+i-v  —  /l^2i+i-,/T//v+l/2t+2-v  =  (t//y+l  —  l-i2i-v^v+'2)f2i+l~v 
+  V^y  +  l(f2i-y f2t  +  l-y)> 

und  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  hebt,  gleich  dem  Ausdruck  auf  der  linken 
nach  Vertauschung  von  v  mit  v-{-i.  Die  fünf  Grössen  tfj,  f,  a,  welche  in 
{d)  auftreten,  enthalten  aber,  wenigstens  wenn  man  v  nur  gerade  oder  nur  un- 
gerade Werthe  ertheilt,  t  und  v  nur  in  der  Verbindung  i — v.  Daher  bleibt 
der  Ausdruck 

C=  F(~i-ß,  —L—a,  —  2t-y)F(a  +  f, /9-|-fc4-l,  j/-|-2t  +  l) 

XF(a  +  6-fl, /?  +  *  +  !,  y  +  2t  +  2) 
unverändert,  wenn  man  i  um  eine  beliebige  ganze  Zahl  verringert.  Ordnet 
man  die  rechte  Seite  nach  Potenzen    von  x,    so   bleibt   auch  jeder  Coefficient 
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dieser  Reihe,  —  eine  rationale  Function  von  i  —  durch  diese  Vertauschungen, 
d,  li.  wenn  man  für  l  unendlich  viele  verschiedene  ganze  Zahlen  setzt,  unver- 
ändert, folglich  auch  wenn  man  für  i  einen  belichigen  Werth  setzt,  z.  B. 
t  =  —  a.     In  diesem  Falle  reducirt  sich  C  offenbar  auf  1 . 

Anmerkung.  Bei  den  hypergeonietrischen  Reihen,  welche  durch  ein 
Element  q  verallgemeinert  sind,  kommt  eine  äimliche  Untersuchung  vor,  die 
aber  dort  etwas  leichter  als  hier  zu  erledigen  ist,  ebenso  wie  sich  bei  jenen 
Reihen  die  Fragen  über  Convergenz  vereinfaclien.  Dort  braucht  man  nur 
auf  den  Fall  t  =  oo  überzugehen,  um  den  Beweis  zu  führen,  dass  die  be- 
treffende Determinante  1   sei, 

(c)  Die  Gleichung  (2)  zeigt,  wie  man  mit  Hülfe  der  Näherungswerthe 
eines  Kettenbruchs  für  den  Quotienten  F(a, ß, y) :  F(a, ß-\-i,y-{-i)  oder  fa^.f^, 
eine  hypergeometrische  Reihe  darstellen  kann,  deren  Elemente  sich  von  a,  ß,  y 
um  ganze  Zahlen  i,  i,  2t  oder  t,  L-{-i,  2t-|-l  unterscheiden.  Hierauf  bezieht 
sich  die  Bemerkung  auf  S.  83  über  die  Untersuchungen  des  Herrn  Bauer. 

(d)  Es  sollen  nun  einige  specielle  Fälle  betrachtet  werden,  in  welchen  die 
Z  und  N  einfache  Werthe  annehmen.  Um  diese  zu  finden,  sieht  man  zu- 
nächst ganz  von  den  zu  subtrabirenden  zweiten  Gliedern  auf  den  recliten  Seiten 
von  (1)  ab,  bildet  die  ersten  durch  Multiplikation  der  beiden  Reihen,  imd 
orduet  nach  Potenzen  von  x.  Jedes  von  den  beizubehaltenden  t  oder  t-j-l 
Gliedern  der  so  entstehenden  Reihen  ist  selbst  eine  endliche  Reihe.  Die  ein- 
fachen Fälle,  die  ich  liier  behandle,  sind  solche,  in  denen  jedes  von  diesen 
Gliedern  eine  hypergeometrisclie  Reihe  bildet,  selbstverständlich  eine  endliche, 
also  von  der  Form  F( — v,b,c,i),  deren  Summe  daher  gleich  ist 

je  — b)(c  —  b +  !)... (c-b  +  v  —  i) 
c(c-j-i)...(c-\-v-i) 

(e)  Als  erstes  Beispiel  wähle  ich  den  Kettenbrucii  von  e~'^,  indem 

e-  =  F(g,i,i,j),     ig  =  eye). 
Man  findet  für  e~^  den  Nälierungswertb  Zy  :  Ny,  wo 

'*"'  2fc  — 1    1  "^(2*— l)(2t— 2)    1.2^"*' 

N        -  I-I-J^HL    ^    ,     (i-iXL-2)      ^ 
''-'"""*"  2t- 1    1   "''(2t-l)(2t-2)    1.2"^""' 

^     __  j t     X         tu— 1)      x^ 

^'~  2t     1  "^2t(2t  — 1)   1.2"^"' 

^^'-*  +  -27T  +  2t(2t-l)T:2+- 
und  aus  (2)  die  Formeln  für  den  Grad  der  Annäherung  (g  =  :>c) 

z,._.e--iV3,_,  =  ^  (i.3.ö.!i2.-iy  <"■'+'■  ■''  +  '■  f  )• 
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Mau   bemerkt,    dass   für   i  z=  oo   sich  Z  und  N  resp.  e~^^  und  e^'^  beliebig 
nähern. 

(/)  Als  zweites  Beispiel  dient  der  Kettenbruch  für 


t(fc — 1)  X 


99^       ^  99 

Setzt  man 


(3)   ...     x(t,y)  =  i 


t(i+y)    l.(y  +  l) 


■^  tU-l)(fc  +  y)U  +  y-l)    1.2.(j/-f-l)(y  +  2)  +""' 

so  ergeben  sich,  nach  Ausführung  der  einfachen  Rechnung,  folgende  Ausdrücke 
für  die  Z  und  JV  durch  diese  ganze  Function,  es  mag  t  gerade  oder  un- 
gerade sein 

(Dass  die  vier  Reihen,  welche  ich  im  57.  Bande  des  Journals  gefunden  hatte, 
sich  durch  die  eine  /  ausdrücken  lassen,  bemerkt  Hr.  Christoffel  im  58. 
Bande  von  Borchardt's  Journal,  S.  91.)    Für  den  Rest  erhält  man  aus  (2) 

(3  a)  y.(y-f  t  +  i)-(--^y^^  A  ,      f 

'      ■"    [y(yH-i)---(y  +  *+i)]'^  ~^  i.{y  +  t-\-V 

^  1.2.(j/-f-t4-2)(y-f-t  +  3)    ^       ) 

Für  y  =  ^,  .c  —  — \::>'^  entsteht  hieraus  die  auf  S.  83  erwähnte  von  Poisson 
gefundene  Bezieluing,  indem  dann  die  beiden  Reihen,  welciie  in  (3,  a)  mit 
den  X  niultiphcirt  sind,  sich  in  j-'sins  und  ^j^^coss  verwandeln;  verglichen 
mit  44,  h~d  zeigt  die  Gleichung  daher,  dass  die  Function  6^  \^y{6)  bis  auf 
einen  constanten  Faktor  durch 

sinö 

ausgedrückt  wird.      Eine   Gleichung   ähnlicher   Gestalt    hat    man    wegen   (43) 

zwischen  Jy,  J^  und  J, . 

{g)  Aehnliche  Resultate,    wie   die  im  Vorhergehenden    in  Bezug   auf  den 

Gaussischen  Kettenbruch  entwickelten,  lassen  sich  auch  für  den  allgemeinereu 

finden 

(p{a,  ß,  y,  q,x)  ^        a.x 

—  1 ~    a„  X 


cp(a,ß  +  \,y-\-\,q,x)  1 ^ 

wenn  (f  dieselbe  Function  bezeichnet,  wie  im  Zusatz  zum  II.  Kapitel  S.  98, 
und  wenn  man  setzt 

'      ^  (1— 9y+2'-l)(l— gy+2»)'"-'^+'-9         (l_^y4-->.)(l_^)'+-27+Ty 

Man  erhält  dann  nach  einer  Rechnung,  welche  der  früheren  entspricht,  und 
in  der  erwähnten  Arbeit  des  57.  Bandes  von  Borchardt's  J.  vollständig  aus- 
geführt   wurde,    während    ich    hier    gerade    die   für    den    Gaussischen    Bruch 
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ausführte, 

—  a^a^...a2,x'^'+^  f-2,+i(f  [i  —  a,  i  —  ß,  2—y,  q"+^-yx), 

Nu-i  =  f,(pil—t  —  a,—i  —  ß,  i  —  2t—y,  q"^l^-Yx) 

—  a^a.^...aa,x^'f'2,+i(p{i—a,—ß,  i  —  y,q"+ß-Yx), 

Z2.  =  f,<p{-c-a,—c  —  ß,—2i  —  y,q'^+ß-Yx) 

—  aoa|...a2.+ix-'+-/'2t+2<jp(l— a,  ^—ß>  2  —  y,  q"+ß-Yx), 

JV2.  ==  /■,  qp(— t  — a,  —L—ß,  — 2t  — y,  q^+ß-Yx) 
—  a^a^...(h,+ix^'+^f^,+2q>{^—a,  —ß,  i  —  y,  q-'+ß-Yx), 
Z,(p(a,  ß  +  i,y-{-i')  —  N,q'(a,  ß,  y)  =  a,a,,.  ..a,+]^+2. 
wenn  gesetzt  wird 

fo.  =  q)ia-\-i,ß  +  t,y-\-  2t),  f,,^,  =  ^(^  +  ,,  ^^4,  ,  +  1,  ^  ^.  2t  -f  1). 
Üas  vierte  Element  heissl  hier  üherall  q,  und  das  fünfte  x,  wo  es  nicht  hin- 
zugefügt ist.  Auch  hier  kann  man  die  Z  und  N  aus  dem  ersten  Glied»;  allein, 
wie  im  §  a,  ermitteln. 

(Ä)  Zu  Beispielen  wähle  ich  die  Reihen,  welche  den  unter  (e)  und  (/") 
behandelten  entsprechen.    Man  setzt  also  zuerst  /",  =^  (p[g,  \,  \,  x)  iü.T  g  =  oc 
und  entwickelt  /"„  :  /",  =  i  :  f^,  welches  bekanntlich  gleich  ist 
/        .  .  ,      ,         37,  qx'^  ,        oK'-i)a;t      _ 

Mau  lindet  für  die  Zähler  und  Nenner  des  Kettenbruchs 

Ä2t_l    =   1 


u.  s.  w.  oder  wenn  man  sich  des  Zeichens  der  hypergeometrischen  Reihen  und 
zugleich  des  Zeichens  =^  bedient,  um  anzuzeigen,  dass  die  Reihen  nicht  weitei' 
als  bis  zur  t'*'"  Potenz  von  x  fortgesetzt  werden  sollen 

Z21-1  =^  g>(—  «.  1 —  t, — g,  1  —  2t,  xq''), 
N2,-i  =  <p(i  —  i,g,  \-2l,x), 
Z2,  ^=  q>{ — t,  — t — g,  — 2t,  xqy), 
iVst  ^=(p{—i,  g,  —2t,  x),     ig  =  ^). 
Die  Darstellung  des  Restes  übergehe  ich. 

(«)  Schliesslich  betrachten   wir  den  Hrueli   für  den  Quotienten 
(f  (g,  g,  y,  x)  :  q){k,  h,  y-\-\,x), 
wenn   wieder  g  =  oc.     Setzt  man  jetzt 

yU,y)=l^  (l-9-)(l-9-+^)    - 

(1-9   0 (l-g-^+3)  x' 


(i-9-0(i-9'-0(i-9-'->')(i-r '-''+0  (i-9)(i-9')(i-g''+')(i  -9''+') 

so    gelten   dieselben   Formeln   Z ^  t=  x(^i -\- \ ,  y  —  1)    und    iV^  =:  ;{(t,  y)    wie 
im  §  f.     Für  t  =  00  erliält  mau 

vfnc  v^  =  1  -j ^ 1 — ^ I 
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B.    Die  Kettenbriiche,  welche  allgemeinere  Functionen  darstellen. 

Dieser  Zusatz  enthält  Untersuchungen  über  Kettenbrüche,  zu  welchen  das 
Studium  der  Arbeit  von  Gauss  über  mechanische  Quadratur  angeregt  hat. 
Wenn  ich  auch  bei  der  Darstellung  meiner  Arbeit  aus  dem  Monatsbericht  der 
Berliner  Akademie  d,  W.  v.  Juni  1866  folge,  Avelche  die  Verbindung  dieses 
Gegenstandes  mit  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  zeigt,  so  unterlasse  ich  nicht, 
auf  die  Arbeiten  der  Herren  Christo  ff el  und  Tchebychef  hinzuweisen. 

(a)  An  verschiedenen  Stellen,  z.  B.  im  §  28  bot  sich  Gelegenheit,  über 
ein  Integral  von  der  Form 

(1)  ...     a=J    f{z) 


■z 

a 

ZU  handeln,  wenn  a  und  ß  Constante,  f(z)  eine  integrabele  Function  be- 
zeichnen. Eine  solche  Function  a  von  x  soll  im  Folgenden  in  einen  Ketten- 
bruch entwickelt  werden.  Wir  dehnen  hier  die  Betrachtung  nicht  auf  den 
allgemeineren  Fall  aus,  wenn  statt  des  Nenners  (x — z)  eine  m*^  Potenz  des- 
selben auftritt,  obgleich  Manches  dann  ungeändert  bleibt.  Bleibt  der  Exponent 
m  eines  solchen  Nenners  unter  1,  so  ist  auch  der  Fall  in  Betracht  zu  ziehen, 
dass  eme  der  Grenzen  a,  ß  gleich  x  gesetzt  wird. 

Im  Folgenden  wird  nicht  überall  vorausgesetzt,  dass  der  Integrationsw^eg 
z  ein  reeller  sei,  obgleich  wir  die  präciseren  Besultate  da  gewinnen,  wo  wir 
diese  Voraussetzung  machen.  Integrirt  man  über  eine  Peripherie,  innerhalb 
welcher  f(z)  endlich  und  eindeutig  bleibt  und  ^^x  <C  cJ^z ,  so  wird 
a  =  — 27Tif(x),  so  dass  unsere  Untersuchung  auch  Kettenbrüche  für  solche 
Functionen  umfasst,  z.  B.  für  eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function. 
Ebenso  ist  der  Fall  eingeschlossen,  dass  eine  hypergeometrische  Reihe  selbst, 
nicht  ein  Quotient  solcher  Reihen,  oder  doch  diese  mit  Potenzen  von  x  und 
1  —  x  multiplicirt  in  einen  Kettenbruch  entwickelt  werden  soll.  Solclies  tritt 
in  dem  Falle  ein,  dass  die  Function  C{(x),  eine  zweite  Lösung  der  Differential- 
gleich, für  die  hypergeometrische  Reihe,  so  dargestellt  werden  kann,  wie  durch 
(21,  ö)  auf  S.  145,  wo  man  zu  setzen  hat 

f(z)  =  zy-\i—zy+ß-yp(z). 

(b)  Die  Function  a  werde  durch  einen  Kettenbruch 

1 

dargestellt.  Der  Grad  des  Partialnenners  Xy  sei  gy ,  der  des  Näherungsnenners 
Ny  gleich  n.  Um  W^eitläufigkeit  zu  vermeiden,  werden  wir  auch  alle  Func- 
tionen mit  diesem  Namen  belegen  und  mit  iV^  bezeichnen,  die  sich  von  der 
ursprünglichen  nur  durch  einen  constanten  Faktor  unterscheiden,  da  ein  solcher 
für  unsere  Untersuchungen  unerheblich  ist.  Zy  muss  dann  mit  demselben 
Faktor  versehen  werden.     Man  hat 

n  =  9i  +  92-\ hö'v; 

es  kann  n  also  nur  dann  gleich  v  sein,   wenn  alle  X  genau  den  ersten  Grad 
besitzen,  während  in  jedem  andern  Falle  w  grösser  als  v  ist. 
Setzt  man 
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(2)       ...  NyO—Zy      =     Ry, 

SO  wird  fi^,  nach  fallenden  Potenzen  von  ar  geordnet,  milder  —  (7<-j-gfy^i)**""  Potenz 
von  X  beginnen,  woraus  das  System  linearer  Gleichungen  sich  ergieht,  denen 
die  Coefficienten  h  von  AV  genügen.  Werden  die  sänuntlichen  Integrale  von 
a  bis  ß  genommen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  n  Coefficienten  A:  in 

nach  {h)   in  §  64,   wenn  mau  dort  e  =  oo  setzt,   folgende  Gleichungen: 

knjz'fiz>)dz     -\-kn-ifzf{z)dz-^ \-kJz-f{_z)dz      =0, 

u 

hnß'fiz)d%      -^kn-lJl'fiz)dz-\--  +  k,Jl-  +  ^  f(z)di  =  0, 

Ä^"- Y(ä) dz.  +  kn-xßj'fiz) ds  H h  k^ß-'^-'fizidz  =  0. 

Setzt  man  die  Werthe  der  Ä,  welche  sich  aus  diesen  Gleichungen  ergehen,  in 
den  Ausdruck  von  iV,.  ein  ,  so  erhält  man  als  Resultat  (abgesehen  von  einem 
Constanten  Faktor)  die  Determinante ,  die  aus  den  vorstehenden  Coefficienten 
der  k  mit  Hinzufügung  der  Horizontalreihe 

X"       iC"     *       ...       iE       1 

gebildet  wird.  Bezeichnet  man  den  Integrationsbuchstaben  z  der  ersten  Hori- 
zontalreihe mit  z^,  der  zweiten  mit  z.^,  etc.,  so  ist  diese  Determinante,  also 
wesenthch  JV^ ,  gleich 

/ f(^,)fi!^2) •■'f('^n)(x—z^). . . (x—z„)z^zl .  ..zl"^  n. dz,...dZn, 

worin  sämmtliche  w  Integrationen  von  a  bis  ß  auszuführen  sind    und   wo  U 
das  Produkt  aus  den  ■^n.{n  —  1)  Differenzen  von  je  zwei  z  bezeichnet,  also 
JI  =  (a,  — s,)(Sj— Z3)...(ä,    —  5„), 


(Zn-1—Z„). 

Dieses  n  fache  Integral  ändert  nicht  seinen  Werth ,  sondern  nur  sein  Zeichen, 
wenn  man  zwei  von  den  Indices  1,  2,  .  .  .  n  mit  einander  vertauscht;  addirt 
man  alle  Integrale,  die  so  entstehen,  mit  einander,  so  tritt  an  die  Stelle  des 
unter  dem  Integrale  befindlichen  nicht  symmetrischen  Theiles  jetzt  das  Quadrat 
von  II.  Hierdurch  ist  das  Resultat  gewonnen. 
Setzt  man 

ifiix)  =  {x—z^)(x  —  z^)...(x  —  Zn) 
und    bezeichnet   die    Discriminaute   von    yj{x)    durch   J,    so  wird 
der  r**  Näherungsnenner  von 

(1) . . .  o^J  n^)^^. 

a 

welcher  von  einem  Grade  n  ist,  durch  das  nfache  Integral 
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a 

ausgedrückt. 

Durch  die  Methode  des  §  28  zeigt  man  sofort: 

Aus  dem  i/'''"  Neuner  findet   man  deu  j/'*""  Zähler  und  den  durch 
die  Gleicliuug 

(2)       ...  NyG  —  Zy     =     Ry 

mit  ihnen  verbundenen  Rest  R  vermittelst  der  Formeln 

i/  X  —  z> 

a 

■        '  J  X — z 

u 

Da  der  Rest  Ry   vom  Grade  — n  —  Qy+i  ist,  so  zeigt  (2,  6),   dass 

s 
z'Ny(x)f{z)dz=  0 


/ 


so  lange  die  ganze  positive  Zahl  c  unter  n — 1 — Qv+i  liegt. 

Da  zwischen  drei  aufeinanderfolgenden  N  eine  Gleichung  besteht 

Nr  +  l  =  Xy  +  lNy-\-C,Nn-U 

wo  Cy  eine  Constanle  ist,  und  man  in  derselben  sämmtliche  drei  N  mit  Z 
vertauschen  darf,  so  darf  man  sie  in  dieser  Recursionsformel  wegen  (2)  auch 
durch  R  ersetzen. 

(c)  Die  vorigen  Entwickelungen  setzen  voraus,  dass  die  Determinanten  des 
Systems  linearer  Gleichungen  nicht  verschwinden.  Ferner  ist  noch  nicht  ge- 
zeigt worden,  dass  alle  k,  die  dem  Systeme  linearer  Gleichungen  genügen, 
schon  darum  Coefficienteu  eines  Näherungsnenners  seien.  Ich  beweise  nun  Fol- 
gendes : 

Der  Kettenbruch  a  hat  immer  und  nur  dann  einen  Näherungs- 
nenner iV^  vom  w**^"  Grade,  Avenu  der  Goefficient  der  höchsten  Po- 
tenz von  x  in  (1,  a),  d.  h.  wenn 

(2,c)  ...    y^f{z,)fi^,)...fMJdz,dz,...dz„ 

a 

nicht  verschwindet.     Der  Nenner  Ny  wird  dann  durch  (1,  a)  gegeben. 

Um  dies  nachzuweisen,  schicke  ich  den  Hülfssatz  voraus:  Eine  Function 
w'^"  Grades  9i  ist  Näherungsnenner  der  wahren  Entwicklung  von  a  immer 
und  nur,  wenn  zugleich  die  beiden  Bedingungen  erfüllt  werden,  erstens  dass 
9^ .  ff  gleich  einer  ganzen  Function  ß,  vermehrt  um  einen  Rest  ^,  höchstens 
vom  Grade — n — 1  ist,  zweitens  dass  3  und  9li  keinen  gemeinsamen 
Theiler  besitzen. 

Beweis.  Entwickelt  man  3  •  3'i  in  einen  wahren  Kettenbruch  (S.  267), 
der  V  Glieder  habe 
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91      1 0     /,      /,.../, 

so  ist  dieser  der  Anfang  der  wahren  Entwickelung  von  o.  Beziehen  die 
Buchslahen  Z  und  N  sich  auf  diesen  Keltenbrucli,  so  ist  nirlit  nur  Z,.:Ny=  3-^^' 
sondern  aucli,  abgesehen  von  einem  constanlen  Faktor,  ß  =  Zy,  5Z  =  N,,,  da 
3  und  9i  keinen  gemeinsamen  Faktor  l)esitzen.  Muss  man  ferner  noch  ^~* 
zu  ly  hinzufügen,  um  a  zu  erhallen,  so  ist  der  Satz  bewiesen,  wenn  C-x 
für  aJ  =  oc  unendlich  wird  oder  endlich  und  von  Null  verschieden  bleibt. 
Nun  wird  nach   §  64,  k  auf  S.  264 

^  <JJ^y~l Zy-l 

-     ~  aNy—Zy 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist 

=  ^'-[(-'-f-)+(t-|^)]  =  4r*"^'-^''-i- 

Dividirt  mau  ihn  durch  den  Nenner  oNy — Z,.  und  durch  x,  so  entsteht  links 
^ :  a; ;  von  den  zwei  Gliedern  auf  der  Rechten 

iVy-i 1^ ^  1 

XNy        '  XNy{GNy  —  Zy)  XNydt 

ist  das  erste  für  ein  unendliches  x  unendlich  klein,  das  zweite,  und  damit 
C:x  seihst  dann  noch  von  Null  verschieden,  wenn  dt  vom — n  —  1'*""  Grade 
war.  Ist  umgekehrt  die  erste  Bedingung  oder  die  zweite  nicht  erfüllt,  so 
schliesst  man  aus  den  im  5.  Kapitel  entwickelten  Elementen  sofort,  dass  9i 
unmöglich  ein  Näherungsnenner  von  ff  sein  kann. 

Nachdem  nunmehr  der  Hülfssatz  bewiesen  ist,  stelle  ich  der  Reihe  nach 
folgende  drei  Punkte  fest :  1 )  Wenn  ein  Nenner  N  vom  «'•""  Grade  wirklich  vor- 
handen ist,  so  wird  eine  ganze  Function  n*'"  Grades  durcii  die  erste  Bedin- 
gung allein  schon  vollständig  (d.h.  bis  auf  einen  constanlen  Faktor)  bestimmt; 
diese  Function  ist  daher  zugleich  der  Nenner.  2)  Ist  umgekehrt  eine  ganze 
Function  als  Function  n'*""  Grades  durch  die  erste  Bedingung  schon  vollständig 
bestimmt,  so  genügt  sie  von  selbst  der  zweiten,  ist  also  nach  dem  Hülfssatz 
ein  Nenner  w**""  Grades.  3)  Die  nolhwendige  und  hinreiclieude  H»'dingung 
dafür,  dass  durch  die  erste  Eigenschaft  allein  eine  ganze  Function  «'*'"  Grades 
JV  vollständig  bestimmt  sei,   besteht  darin,   dass  (2,  c)  nicht   verschwindet. 

Um  den  ersten  Punkt  zu  beweisen,  bezeicime  A^  den  Nenner  w'""  Grades, 
dessen  Existenz  vorausgesetzt  wird,  der  also  beiden  Bedingungen  genügt,  also 
nach  dem  Hülfssatz  die  einzige  ganze  Function  ist,  welche  beiden  genügt; 
ferner  sei  JV'  eine  davon  verschiedene  Function  «"""  Grades,  wenn  es  solche 
gieht,  die  der  ersten  Bedingung  allein  genügt.  Es  mögen  Z  und  Z'  den  Buch- 
staben N  und  JV'  entsprechen.  Dann  wird  für  jeden  von  Null  verschiedenen 
Werth  der  willkürlichen  Conslante  A  auch  ZJV-|-iV'  mit  XZ-j-Z^  einen  Tlieiler, 
also  auch  einen  Theiler  ersten  Grades  x — a  gemein  haben.  Da  N{a)  nach 
der  Voratissetzvmg  nicht  mit  Z{a)  zugleich  verschwindet,  so  müssen  verschie- 
denen X  auch  verschiedene  a  entsprechen.  Es  folgt  nämlicli  aus  den  zwei 
Gleichungen 

AJV( «)  -f  A^'  (a)  =  0,     XZ ia)-\-Z*  {a)  =  0, 
von   denen  wenigstens    eine   nicht  Null  als  Faktor  von   X   enthält,    dass  jedem 

Ueiui;,  Tlieuri«  der  Ku^ell'uiictioueu.     2    Aud.  ^U 
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a  ein  X,  verschiedeneu  a  verschiedene  X  entsprechen  (höchstens  einer  Anzahl 
von  je  n  verschiedenen  a  können  {^leiche  X  entsprechen).  Unendlich  vielen 
verschiedenen  X  entsprechen  also  unendlich  viele  verschiedene  a,  und  man  hat 
demnach  für  unendlich  viele,  daher  für  alle  x 

N{x)  Z'(x)  —  N'  (x)  Z{x)  =  0, 

was  wegen  des  gleichen  Grades  von  JV  und  iV'  nicht  möglich    ist    ohne   dass 

N^  und  Z'  mit  N  imd  Z  wenigstens  bis  auf  eine  Gonstante  übereinstimmen. 

Um  auch  die  Umkehrung  (ad  2)  zu  beweisen  nehme  man  an,  es  sei 

N  =  a„-\-a^x-\ \-a„x" 

durch  die  erste  Bedingung  allein  vollständig  bestimmt.  Diese  ist  gleichbedeu- 
tend mit  der  Erfüllung  eines  Systems  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen, 
deren  Unbekannte  der  Reihe  nach  a^,  a, ,  ...  a„  sind.  Hätte  nun  N  mit  Z 
den  Tlieiler  ö  gemein,  so  würde 

N 
—  =  b,  +  b,x-{ \-b„,  x'"     {m  <  n), 

wie  aus  Division  von  (2)  durch  d  erhellt,  einem  Systeme  von  noch  mehr,  also 
sicher  von  ebenso  vielen  Gleichungen  genügen,  dessen  Unbekannte  b^,  b^,  ...  6„j 
sind,  während  die  m-j-l  Vertikalreihen  mit  den  ersten  m-|-l  des  früheren 
übereinstimmen.  Es  würde  also  dem  ersten  System  ausser  a^,  a^,  ...  a„  zu- 
nächst noch  ein  System  von  n  VVerthen  genügen,  dessen  erste  Unbekannte  b„, 
6,,  ...  b,n,  dessen  übrige  sämmtlich  0  sind.  Diese  mit  einem  willkürlichen 
Faktor  multiplicirt  und  dann  den  a  hinzugefügt ,  geben  ein  neues  System  von 
Werthen  a^,  a],  ...  a,\,  in  welchem  aj,  =  a«  also  nicht  Null  ist,  während 
nicht  alle  a'  gleich  den  entsprechenden  a  sind,  so  dass  JV  gegen  die  Voraus- 
setzung durch  die  erste  Bedingung  nicht  vollständig  als  Function  n'*"  Grades 
bestimmt  wäre. 

Durch  die  erste  Bedingung,  also  durch  das  vorerwähnte  System  linearer 
Gleichungen  sind  aber  die  Coefficienten  einer  Function  w*^"  Grades  nur  und 
immer  bestimmt,  wenn  eine  gewisse  Determinante,  nämlich  der  Ausdruck  (2,  c) 
nicht  verschwindet.     Es  ist  demnach  auch  der  dritte  Punkt  erledigt. 

(d)  Die  Formel  (1,  a)  für  iV  wird  von  Nutzen  sein,  wo  wir  von  den 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Kettenbrüche  handeln;  bis  jetzt  ist  es  mir  aber 
noch  nicht  gelungen,  sie  für  specielle  Fälle  zu  verwerthen,  selbst  nicht  für  die 
einfacheren,  in  welchen  die  Resultate  anderweit  bekannt  sind.  Den  Werth  der 
Integrale  kann  ich  selbst  in  solchen  Fällen  nur  durch  Mittel  ausführen,  die 
etwa  gleichbedeutend  sind  mit  der  directeu  Auflösung  der  bezüglichen  linearen 
Gleichungen.  Dies  gilt  schon  von  dem  Falle  f(^x)=  1,  — a  =  ß  =  i,  wo 
wir  erhalten 

x-\-i  /'^ 

<T  =  log— — 7,     Ny(x)  =/    {x — z^){x — z^)...{x — Zn)Jdz>^dz^...dZn, 

—1 

die  Nenner  also  die  Functionen  P^ {x)  sind.     Ein  anderes  Beispiel 

f{x)  —  x"-\\  —  xY-»-\     a  =  0,     ß=i, 

giebt 

/•iz«-i(l_5)o-«-i  1  JT(c-l)  „,     ,  , 

a  =  /    ) \ dz  =  —  — — — — ^ — i ~F{a,  1,  c,  x). 

J  {x  —  z)  X   n{a — l)/7(c  —  a  — 1) 
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Der  Näherungsnenner  ist  in  diesem  Falle  durch  den  Ausdruck  \iy{x)  am  Schluss 
des  §  68  hekannl. 

(e)  Im  Füllenden  entwickele  ich  Eigenschaften  der  hier  vorkommenden 
Ausdrücke  unter  der  Beschränkung,  dass  a  und  ß  reelle  positive  Grenzen 
sind  und  f(x)  zwischen  diesen  reell  und  positiv  hleiht.  In  diesem 
Falle  kann  (2,  c)  für  keinen  Werth  von  n  verschwinden.  Es  gieht  also 
Nenner  N  von  jedem  positiven  ganzzahligen  Grade,  und  Ny  ist 
genau  vom  v'*^".  Der  Kettenhruch  für  o  wird  durchaus  regel- 
mässig in  der  Art,  dass  jeder  Partialneuner  vom  ersten  Grade 
ist.    Der  Rest  ß,,  heginnt  genau  mit  der  — (v-f"!)*'^"  Potenz  von  x. 

Man  kann  ferner  zeigen,  dassiV,,  (a^)  keinen  Faktor  besitzt,  der  zwischen 
a;  =  a  und  x  =  ß  dasselbe  Zeichen  behält.     Setzt  man  zum  Beweise 


(3)  . . .     i^=  f^x''Ny{x)f(x)  dx. 


so  wird  nach  (2,  6) 

(3,  a)  ...  i„  =«,=•••  =  i^_,  =  0, 
eine  Eigenschaft ,  welche  allen  diesen  N  einen  bestimmten  Charakter  giebt, 
und  gestattet,  die  N  bei  Entwickelungen  von  Functionen  in  ähn- 
licher Art  zu  verwenden,  wie  es  bei  den  trigonometrischen  Func- 
tionen der  Vielfachen  von  x  oder  den  Kugelfuncti  onen  von  x 
geschiebt.  So  findet  man  z.  B.  hieraus  durcli  das  Verfahren,  welches  Jacohi 
bei  den  Kugelfunctionen  anwendet  (§  67),   dass  Ny  die  Form  ha])en  muss 

wenn  yXx)  eine  Function  bezeichnet,  die  für  x  =a  und  x^=ß  endlich  bleibt. 
Zerlegt   man    iV  in    das   Produkt    zweier    ganzen  Functionen    L  und  M, 
setzt  man  also 

Ny  =  L.]H,     iW  =  Oo-}-a,  a;-l \- a^^x^,     (lKv, 

so  zeigt  man  auf   folgende  Art,    dass    L    zwischen   x  =  a    und  x  =:  ß   sein 
Zeichen  wechselt:    Man  bat 


/ 


ß 
MN  f(x)dx  =  «0^0+  a,«,  H h«// V  ~  ^' 


das  Integral,  dessen  Element  aus  dem  Produkte  von  L  und  der  positiven 
Function  f{x).M.M  besteht,  kann  aber  nicht  verschwinden,  wenn  nicht  L 
sein  Zeichen  zwischen  x  =  a  und  x  =  ß  ändert. 

Alle  reelle  Wurzeln  von  N{x)  =  0  liegen  zwischen  a  und  ß. 
(Man  denke  sich  a  <  ß).  Da  die  Function  f{z)  von  z  gleich  a  bis  ß  sein 
Zeichen  nicht  ändert,  aber  (p(x)  =  (x — z^)...(x — z,,)  im  Integrale  (1,  a)  ein 
festes  Zeichen  erhält  sobald  a;  >  /J  oder  x  <C  cc,  so  kann  N  nur  für  ein  zwi- 
schen den  Grenzen  liegendes  x  verschwinden. 

Alle  y  Wurzeln  von  Ny{x)  =  0  sind  reell  und  ungleich.  Wären 
imaginäre  oder  gleiche,  daher  wenigstens  zwei  gleiche,  vorhanden,  so  gäbe  es 
einen  Faktor  L  von  N,   der  sein  Zeichen  von  x  =  a  bis  x  =  ß  nicht  ändert. 

Nach  einem  bekannten  Satze  findet  dasselbe  für  alle  DifFerentinlquolienteu 
von  N  statt,   die  sich  übrigens  durch   ähnliche  Integrale  wie  dieses  selbst  nus- 

ly  ■•^- 
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drücken  lassen.     Berücksichtigt  man,  dass 

so  hat   man 

a 

Da  dieser  Ausdruck  für  x  =  -\-  cx)  dasselbe  Zeichen  wie  für  x  =  ß, 
für  X  =  —  cxj  wie  für  x  =  a  besitzt,  so  folgt  jiieraus,  dass  JV^  von  x  =  ß 
bis  oo  immer  zunimmt,  von  x  =  —  oc  bis  a  aber  immer  zu-  oder  abnimmt 
je  naclnlem  v  ungerade  oder  gerade  ist.     Z.  B.  für  f(x)  =  1    wird 

2P\x}  =  3aj'— 1 
von  X  =  i   bis  oo,  und  von   — 1   ])is   —  oo  zunehmen. 

[f)  Aus  den  Gleichungen  (3,  a)  folgt  sofort,   dass 

(4)  ...     /    Nf,{x)Nyix)f{x)dx  =  0 

a 

sobald  jU  und  v  verschiedene  ganze  Zahlen  bezeichnen;  für  fn  =  v  ist  das 
Integral  sicher  nicht  Null,  sondern  eine  positive  Constante  die  w,,  heisse.  Setzt 
man  iVu  =  1,  so  ist  auch  der  Index  0  nicht  ausgeschlossen. 

Lässt  sich  eine  Function  (p{x)  in  eine  Beihe  entwickeln,  welche  nach 
solchen  Functionen  N  fortschreitet 

g)(x)  —  ^ayNy{x), 
so  kann  man  daher  die  Constanten  a  durch  die  Gleichung  bestimmen 

(5)   .  .  .     —  f'(pix)N^{x)f{x)dx  =  tty,     o)y  =  f  (Ny{x)yf{x)dx. 

lüy  ty  «-^ 

a  a 

(g)  Wenn  die  Function  f(x)  vorliegt,  so  ist  der  Kettenbruch  ein  bestimmter, 
und  die  JV^  sind  für  jeden  Grad  v  ganz  bestimmte  Functionen.  Daher  lässt 
sich  jede  ganze  Potenz  x"  nach  den  Ny  entwickeln  und  daher  auch  jede  Function 
cpQc),  die  eine  Potenzreihe  giebt,  freilich  die  Convergenz  noch  vorausgesetzt. 
Ein  besonderes  Interesse  wird  die  Entwickelung  von  (t/  —  x)~^  in  Anspruch 
nehmen,  welche  mit  Hülfe  dos  Satzes  von  Cauchy  die  Grundlage  der  Ent- 
wickelung von  beliebigen  Functionen  bildet.  Bestimmt  man  nach  (5)  mit  Hülfe 
von  (2,  6)  die  Coefficienlen  dieser  Reihe,  so  entsteht 

(5,  a) ...  -^  =  ^7r ^r(^)Rr(y)' 

y — X       ^=0  tOy 
so  dass  hier  die  R  ebenso  neljen   die  JV  treten,    wie   in  (11)  die  Q 
neben  die  P,  also  die  Rolle  der  Functionen  zweiter  Art  für  die  N  spielen. 

Man  kann  die  Entwickelung  (5,  ä)  nach  der  Methode  des  §  45  unter- 
suchen, und  findet  dann  ein  ganz  ähnliches  Resultat  wie  das,  welches  sich  dort 
auf  die  Kugelfnnctionen  bezog.  Es  sei,  um  dies  genau  anzugeben,  hier  Ny(^x), 
der  Näheruugsnenner  des  Keltenbrudis  für  a  im  §  6,  genau  mit  der  Gonstanten 
versehen  die  ihm  zukommt  damit 

JVO    =     1,  JVl     =     Xu  Ny     =     XyNr.l  —  Ny-2 

sei.    Die  Functionen  ersten  Grades  A  haben  die  Form  Xy  =  tty  x  -\-  hy.    Alsdann 
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findet  man  durcli  ein  Verfahren  wie  S.  197 

^  =  i  a.  JV,  W  R„  W  -  ^M?)^^^)  -  M*)''^-) . 

Die  Function  iV,.  ist  nach  x  vom  y*»'",  ß,,(j/)  nach  y  vom  — (v-fl)'''" 
tJrade.  Sohald  das  ahzuziehende  Restglied  auf  der  Rechion,  dessen  Hcstand- 
Iheile  jY  und  R  mau  mit  Hülfe  von  (1,  d)  und  (2,  b)  findet,  mit  wachsendem 
V  zu  Null  convergirt,  gilt  die  Gleichung  (5,  a)  und  es  ist  ojy  gleich  der  Con- 
stauten   1  :  a,,. 

(Ji)  Der  KettenJu'uch  o  gal»  uns  Näiierungsneuner  eines  jeden  Grades, 
welche  der  Gleichung  (4)  genügen.  Umgekehrt,  genügen  ganze  Functionen 
iV^  jeden  Grades  v  verhundeu  mit  einer  Function  f(x)  der  (ilei- 
chuug  (4),  so  folgt  daraus  zunächst  das  System  der  Gleichungen  (3,  a),  und 
hieraus,  dass  diese  ganzen  Functionen  die  Näiierungsneuner  des 
Ketlenbruchs  von  o  in  (1)  sind. 

Ein  erstes  einfaches  Beispiel  ziehl  man  aus  der  bekannten  Glei- 
chung (/t  und  V  sind  verschiedene  ganze  positive  Zahlen) 


f 


cosfig)cosvg)dg)  =  0. 


Macht   mau  cos  (p  =  x  und  setzt 


wodurch  iV,,  (x)  =■  cos  v(p,  so  hat  mau  daher, 

iV(a.)iV.(.r)-— ^  =  0. 

Vergleicht  man  flies  mit  (4)  und  setzt  dazu 


./" 


o  =  — 


1,     ß=\,     f(x)  =  — 


X 

so  folgt,  dass  der  v^''  Näheruugsnenner  des  Ketlenbruchs 

dz  71 


^-A 


_,    (a;— s)|/l  — s*        ]/x'—i 
gleich  ist  jener  obenstehenden  Function  Ny(x).    Ferner  findet  man  für  den  Rest 

J       x—cosfp         yx'—i   ^  ^ 

und   endlich,  nach   (5,  a)  die  Gleichung 

1         _        2 ^,         cosyy 


Ein  zweites  Beispiel  erhält  mau  durch  Eulwickeliing  einer  Function 
von  u  statt  nach  Gosiuus  der  Vielfachen  von  w,  d.  i.  nach  ganzen  Functionen 
von  X  =  cosM,  nach  ganzen   Functionen  N  von  x  =  sinam?<.      Man  setze 

f(x)  =  -j=^-  ^—     ,     a=^0,     ß^l. 


294  Zusätze  zum  fünften  Kapitel. 

und  findet  geeignete  ganze  Functionen  in  den  Nennern  N  des  Kettenbruchs  für 
_    r' dz 

sie  sind  bestimmt  durch  die  Eigenschaft,  dass 

/'i  dx  r^ 

Nu  (x)  Ny  (x)  .     ■     ■        ■=  I     Nfj  (sin  am  u)  N^  (sin  am  u)  du  =  0. 

^^  yl  —  x^yi  —  x'a;'      «^ 

(i)  Diese  Nenner  N  sollen  nun  näher  untersucht  und  mit  den  dazu  ge- 
hörenden R  in  ähnlicher  Art  verbunden  werden  wie  die  P  mit  den  Q.  Damit 
man  das  Folgende  bequemer  auf  Abel'sche  Integrale  übertragen  kann,  handeln 
wir  besser  über  den  Kettenbruch  für 

0=/    F=^'      V^(^)  =  ^(^—<xX^  —  ß\ 

J,       (x-.)]/t//(.) 

wo  a  und  ß  reell  und  0  <i  a  <C  ß  sein  mögen. 

Zuerst  wird  die  Form  betrachtet,  die  iV  dadurch  erhält,  dass  es  dem  oft 
erwähnten  System  linearer  Gleichungen  genügen  muss.     Setzt  man  dazu 


0  iWY 


so  sind  sämmtliche  €y  homogene  lineare  Functionen  von  «^  und  e^  (d.  h. 
€y  =z  ae^  -\-  ößj).  Da  nun  ^  in  (1,  a)  eine  homogene  Function  von  z^,  ...  Zy 
ist,  so  wird  Ny  eine  solche  von  £„,  e^,  etc.     Z.  B.  findet  man 

JVj  =e,x—s^, 

Dividirt  man  Ny  durch  (£(,)*'  ohne  jedoch  für  das  entstehende  N  eine  andere 
Bezeichnung  einzuführen,  so  findet  man: 

Die  Function  Ny  ist  eine  ganze  Function  v'^"  Grades  nicht  nur  von  x, 
sondern  auch  von  q,  und  enthält  keine  andere  Irrationalität  als  diese,  wenn 
man  die  Coefficienten  a-{-ß  und  aß  als  rational  betrachtet,  welche  in  den 
Beductionsformeln  vorkommen,  die  €y  durch  e^  und  e^   ausdrücken. 

Zweitens  bringen  wir  JV  mit  einer  Differentialgleicb.  zweiter  Ordnung 
in  Verbindung.  Dazu  dividirt  man  (2)  durch  JV^  und  erhält,  wenn  man  zur 
Abkürzung  die  Indices  fortlässt 

(6)...   A  =  /-' ■<'__  -A. 

Für  das  ganze  elliptische  Integral  dritter  Gattung  kann  man  ein  elliptisches 
Integral  erster  und  zweiler  Gattung  setzen,  nämlich 

_!_  f'^'izldx, 

iip{x)^    \ip(:x) 

wo  a  und  h  bekannt  sind  (a  =  ^e,  b  ^  i*])»  während  ihr  Werth  hier  nicht 
in  Betracht  kommt.  Setzt  man  in  dies  (6)  ein,  multiplicirt  mit  ]-\p(x)  und  diflfe- 
rentiirt  nach  x,  so  entsteht 

ax  —  h ^(  ^ }'W&  \  _  _iL (M^ML\ 

i\p^        ~dx\       W~)~    dx\       N       )' 
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Mulliplicirl  mau  auf  beiden  Seilen  mit  N'.\'ip(x),  so  kann  die  rechte  Seite 
der  dadurch  entstehenden  Gleichuufi  keine  höhere  Potenz  von  x  als  die  erste 
(!nthalten;  (hese  kann  aljer  auch  niclit  fehlen.  Denn  R  ist  genau  vom  Grade 
—  V  —  1  und  keinem  niedrigeren,  N  vom  v*^"  und  ^xp  vom  Grade  |.  Die 
linke  Seile  wird  olFenhar  eine  ganze  Fimctiou,  also  eine  solche  vom  ersten 
Grade.  Bezeichnen  c  und  y  Coustante,  von  denen  die  erste  nicht  Null  ist,  so 
hat  die  rechte  Seile  die  Form  c(x — y)  und  man  erhalt 

y)dx 


RiW)=c^f^^ 


^l^p{x) 

Da  R  sich  durch  elliptisdie  Integrale  der  beiden  ersten  Gattungen  aus- 
drücken lässt,  also  nicht  logarilhmisch  unendlich  wird,  so  muss  hol  dem  Integral 
auf  der  Rechten  dasselbe  staltliuden.  Eine  von  den  (sämmtlich  reellen  und  un- 
gleichen) Wurzeln  der  Gleichung  JV  =  0  sei  r;  sie  ist  unmöglich  gleich  y, 
weil  sonst  x  —  y  :  iY*  geiioben  im  Nenner  den  einfachen  Faktor  x — y  gel)en, 
das  Integral  also  logarithmisch  unendlich  werden  würde.  Zerlegt  man  nun 
X — y  :  N""  in  Parlialbrüciie,  so   wird   der  auf  r  bezüglicJie  Theil 

(x-ry   "^   (x—r)  ' 
wo  A  und   B  die  Werthe  besitzen 

iV'(r)  — (;•  — yji\"ir) 


^        {N'(r)y  '     ^  (N'irjy 


Da  nach  bekannten  Reducliousformeln  erhalten  wird 

dx  I  ip'it')   f  dx  I      ''       /     ^"^ 

1        r  xdx  i'^ip'^^ 


2i/^(0-^']>(x)  (^^-/O'/'lO' 


so  muss,  wenn  m 


J  \ix-rY  ^  x  —  r)   1/ 


dx 


\x-ry        x  —  ry   |/^(a;) 

der    logarithmische  Theil   ausfallen   soll,    Blp(r') — ^Aip'(^r)    Null   sein,    oder 
wenn  man  für  A   und   B  ihre  Werthe  einsetzt ,   die  Gleichung   stattfinden 

2[ir-y)N"(r)-N'(r)]ip{r)  +  (r-y)^fJXr)^■'(r)  =  0. 
Die  linke  Seite  ist  eine  ganze  Function  von  r  des  Grades  v-\-  2;    soll  sie  für 
alle  Wurzeln  von  JV  =  0  verschwinden,  so  muss 

2(x  —  r)ip(x)N"(x)-\-((x  —  y)ifj'(-p)—2tp(x))N'(x) 
durch  N(x)  theilbar  sein,  und  einen  Quotienten  zweiten  Grades  gehen,  der  ollenhar 
die  Form  hat  v(2v  —  l)x*  —  bx  —  a.     Die   gewonnenen   Resultate   gehen  den 
I.  Salz:   Der  j'*'"  Näherungsnenuer  des  Keltenbruchs  für 

0  =  /" ^-=-'     ^(3)  =  -(«  —  «)(- -/^) 

J      (x-z)Mz) 

ist  erstens  eine  ganze  Function  von  q,   wo 
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dx 


/*"    xdx        /*« 

4       iW)      n 


-g:i, 


\lxp(x) 

zweitens   auch    eine  ganze   Function   v'''"  Grades   nach   x,    welche 
der  Gleichung  genügt 

(7)  ...     2x {x —a)(x  —  ß) (x  —  y)  d'N  +  [{x  —  y) ip'(^)  -  2tp(x)]  dN dx 

+  [a-\-bx—v(2v  -i)x"-]Ndx'  =  0, 
wenn  a,  b,  y  Constante  bezeichnen,    von  denen  die  letzte,    i'iir  x   ge- 
setzt, JV  nicht  zu  Null  macht.    N  enthält  ausser  a  und  ß  keine  andere  Irratio- 
nalität als  q. 

Im  4.  Kapitel  des  111.  Theiles  beweise  ich  einen  allgemeinen  Salz,  nach 
wel^iem  für  ein  festgehaltenes  y  die  a  und  b  als  Wurzeln  von  zwei  alge- 
braischen Gleichungen  dadurch  bestimmt  sind,  dass  die  Lösung  N  eine  ganze 
Function  von  x  sein  soll,  und  zeige  ferner,  dass  es  im  allgemeinen  ■^(v-{-\){v-\-2) 
solcher  ganzen  Functionen  giebt. 

Das  Produkt  einer  zweiten  für  x  =  rx?  verschwindenden  Lösung  von  (7) 
und  von  x''~^  bleibt  nach  bekannten  Sätzen  endlich;  diese  ergiebt  sich  nach 
Anwendung  der  Methode,  welche  im  §  26  als  Abel 'sehe  bezeichnet  wurde,  aus 
der  ersten  JV  durch  die  Formel 


und  man  erhält  daher  den 

II.  Satz:  Die  zweite  im  Unendlichen  verschwindende  Lösung 
von  (7)  ist  'y\fj(x).Ry(x),  wenn  Ry  den  durch  (2)  definirten  Rest 
des  Kettenbruchs  a  vorstellt.  Es  verhalten  sich  also  N  und  R  auch  in 
Bezug  auf  eine  Diflerentialgleichung  zweiter  Ordnung  ähnlich  zu  einander  wie 
die  Kugelfunclionen  erster  und  zweiter  Art. 

Da  man  eine  Lösung  von  (7),  welche  eine  ganze  Function  vom  y'*""  Grade 
und  eine  zweite  vom  Grade  4  —  v  immer  erhält ,  welchen  Werth  man  auch 
y  ertheilt,  so  wird  y  gewiss  nicht  durch  die  Gleichung  (7)  allein  bestimmt. 
Die  noth wendigen  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  y  fehlen  ü])rigens  nicht, 
und  man  kann  dazu  die  Gleichungen  (3)  verwenden.  Der  Werth  desjenigen 
y,  welches  den  Näheruugsneuner  verschalVt,  nmss  derartig  beschatfen  sein,  dass, 
obgleich  a  und  b  Wurzeln  von  Gleichungen  hölierer  Grade  sind ,  dennoch  die 
Lösung  N  nur  a,  ß,  q  als  Irrationalitäten  enthält.  Die  Erforschung  der  näheren 
Umstände,  welche  hierbei  mitwirken,  würde  die  Theorie  der  Differentialglei- 
chungen, deren  eine  Lösung  eine  ganze  Function  ist,  bereichern. 

(A)  Noch  bei  einer  andern  Unlersuclumg  spielen  die  Neuner  JV^  eine  be- 
deutende Rolle,  nämlich  wo  es  sich  um  die  Berechnung  eines  bestimmten 
Integrals  durch  Annäherung  handelt.    Im  zweiten  Bande  wird  über  die  Methode 

gehandelt,  welche  Gauss  anwendet,   um   ein  Integral   /    yi(x)dx    durch   An- 

—1 
näherung    für    den    Fall    zu   finden,    dass   x(x)   zwischen   —1    und   1   endlich 
bleibt.    Er  interpolirt  dazu  (M.  vergl.  §  7  S.  22)  aus  v  Abscissen,   welche  die 
Wurzeln  der  Gleichung  P' (a;)  =  0  sind,  oder  wie  man  sich  jetzt  ausdrücken 
kann,   die  Wurzeln  der  Gleichung  iV,.  (x)  =  0,  wenn  N  sich  auf  den  Kellenbruch 


Kcttonbriiclie  ungemeinerer  Functionen.  29' 

V  f{z)dz 


"-/ 


für  a  =  —  1,  ß  =  \,  f(z)  =  1  bezieht.  Die  vortlieilliafle  Verwendung  für 
die  Ouadralur  berulil   darauf,  dass 

»1 
x"P*(j?)fte  =  0, 
—1 

wenn  /ii  <  v.  Die  Vcralli;emeineruup  dieser  Melliodo,  wie  sie  sieli  aus  der 
vorstehenden  Uutersuclumg  wegen  (3,  a)  ergiebt,  bestellt  darin,  dass  man  zur 
näherunssweiseu  Bereolniung  eines  Integrals 


/' 


/ 


xQr)f(x)(l.r, 


w;<)rin  x(-^)  endUch  bleibt,  gleichfalls  die  v  Abscissen  vorweiidel,  welche  die 
Wurzeln  der  Gleichung  N,,(x)  =  0  sind,  wenn  v  sich  aber  auf  den  obigen 
allgenieineu  Kettenbrucli  6  bezieht,  ha  speciellon  Fall  folgt  aus  §  h,  dass  für 
f(x)  =  (x''—i)~K  et  =  — 1,  ß=i  der  Neuner  N,.  gleich  ros(j'arccosj) 
wird  und  dass  daher,  wie  bereits  in)  §  7  angegeben  wurde,  hei  der  Berechnung 
des  Integrals  als  für  die  Interpolation  vortheilhafteste  Abscissen  die  v  Grössen 

cos  — -  ,     cos  -— — ,     .  .  . ,     cos  (2v  —  1 )  — 

gewählt  werden  müssen. 


A  11  h  a  II  g. 

§  69,  Die  Kugelfimctioueii  wurden  im  §  4  dadurch  eingeführt, 
dass  man  die  Recipioke  einer  Quadratwurzel  nach  Potenzen  von 
a  entwickelte.  Zum  Schluss  soll  hier  noch  kurz  über  den  allge- 
meineren Ausdruck 

(49)  ...     (1  — 2aa;-f  a'O-" 
gehandelt  werden. 

Man  kann  ihn  unter  denselben  Bedingungen  wie  im  Falle  n  =  \ 
in  eine  nach  aufsteigenden  Potenzeu  von  et  geordnete  Reihe 
entwickeln,  und  zwar  setze  man,  indem  man  sich  wie  im  §  4  des 
Buchstabens  T  bedient, 

(49,  a)  ...     Tn=2:a'a^\x), 
und  findet  dann  für  C  die  endliche  Reihe 

(49,.)...  c<..(.)=(..r^|±{^f(-|,  ir_^  , ,  i,) 

Diese  Reihe  lässt  sich  nach  (24)  durch  einen  vielfachen  Diffe- 


n  =  [(i-«)'(i-h^)r" 
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rentialquotienten  uach  x  darstellen.  Um  dies  möglichst  einfach 
zu  thim,  stelle  man  C  durch  eine  nach  Potenzen  von  u  =  \{\  —  x) 
aufsteigende  Reihe  dar,  zu  welcher  man  leicht  gelangen  kann,  wenn 
mau  sogleich  in  T  die  Transformation 

4a  M 

vornimmt,  und  weiter  wie  bei  der  ähnlichen  Entwickekmg  im  §  5 
verfährt.     Dadurch  erhält  man 

(49,  c)  . . .     C'Xx)  =    '^^^Itl^j^^  P(~  "'  -  +  2'^  "  +  ^'  ") 
und  schliesslich  nach  (24) 

(49,  d)  ...     (x'—iy-'^a'\x) 

"  nvn(n-i)n(2v  +  2n—i)  dx'^      ^ 

Die  Gleichheit  von  (49,  6)  und  C  folgt  übrigens  auch  sofort  aus  der 
Formel,  die  Herr  Kummer  im  15.  Bande  des  Crelle'schen  Journals 
S.  78,  §  19  No.  55  angegeben  hat 

^<^«,/y,  2  'V-^^  -"^  ^2'  2  '  2  '4m'-4m.+1/' 
woraus  sich  ergiebt 

Man  hat  dann  nur  noch  die  Formel  (21)  des  §  11  daselbst  anzu- 
wenden, die  sich  in 

^(«'  '*'  ''•  -'^  =  n"«"+7-"w4)  ^^"' "'  "+^+'  -''•  '-^^ 

verwandelt,  weil  darin  4  wegen  des  unendlichen  J7(a  —  l)iI(/S—l) 
verschwindet. 

Versieht  man  auch  das  Tn  entsprechende  C  mit  dem  gleichen 
untern  Index  m,  so  hat  man 

rfr,.  =  2n  aT„+idx,     ^  a ''  rfC^'  ^  =  2«  rfa:  J  a" + ^  Ci;\ 
und  hieraus 

2nCl:'+^'Ux  =  dC^;\ 
so   dass  man  die  zu  n-\-l  gehörenden  Functionen   C  durch 
Differentiation  der  niederen    nämlich    zu    n   gehörenden 
erhält. 

Die  C  genügen  einer  ähnlichen  Differentialgleichung  wie  die 
P  nämlich 


/■ 
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(l-x')d'C''-C2v-\-l)xdC''dx  +  v(v-\-2n')C'dx'  =  0, 
so  tlass  man  auch  die  Sätze  für  die  C  erhält,  deren  man  sich  zur 
Bestimmung  der  Coefficienten  hei  Entwickelungen   nach  C  zu  he- 
dienen  hat,  nämlich  dass 

'c"C''(l-xJ'-Ux  =  0 
-1 

u.  dgl.  M.  vergl.  die  Arbeit  von  Jacohi  im  öß.  Baude  von  Bor- 
chardt's  Journal  §  6. 

Unter  den  verschiedenen  Werthen,  welche  ?«  erhalten  kann, 
hebe  ich  im  §  124  zwei  besondere  Fälle  hervor,  welche  den  C  den 
Charakter  von  Kugelfunctionen  verleihen;  in  dem  ersten  Falle  ist 
n  die  Hälfte  einer  ungeraden  Zahl  ti  =  p-\-  4^,  im  zweiten  eine  ganze 
Zahl  p.  Nach  der  obigen  Bemerkung  werden  alle  Functionen  C 
im  ersten  Falle  durch  Differentiation  der  für  11  =  ^  auftretenden, 
der  Kugelfunctionen  gewonnen.    Im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst 

für  p  =  1 

,        sinCv-fl)«? 

C,  = ^^-/T^ —  1    (^  =  cosÖ) 

'  smd  ^ 

und  erhält  Cjj  durch  Differentiation  dieser  einfachen  Function.  Die 
fertige  Formel  findet  man  aus  (49,  d)  für  n  =  />  -f-  ^  oder  n  =  p. 
Da  im  III.  Theile  nur  diese  beiden  Fälle  zu  berücksichtigen  sind, 
bediene  ich  mich  dort  keines  neuen  Buchstaben  C  zur  Bezeichnung, 
sondern  nenne  die  aus  der  — KP""!)"^"  Potenz  entsprin- 
genden Functionen  C  Kugelfunctionen  p^^"  Ordnung,  so 
dass  die  eigentlichen  Kugelfunctionen  die  zweite  Ordnung  erhalten, 
und  vertausche  in  diesem  Sinne  das  Zeichen  CJi'\x)  mit  P^''^(2«-f-l,  x). 
Den  Functionen,  die  aus  der  Entwickelung  von  --log(l— 2aa;4-a'') 
entstehen,  welches  gleich  ist 

22!  —  cos  vd,    (x  =  cos  Ö), 

kann  man  im  Zusammenhange  die  Ordnung  1  ertheilen. 

Die  Function  T„  entwickelt  Gauss  in  seiner  Abhandlung  über 
die  hypergeometrische  Reihe  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  ö; 
man  setzt  nach  Gauss 

(a'+ö"— 2aöeosqp)-"  =  22!'^y(i0svg) 
und  findet 

n(n-\-v  —  l)        0       ,    w./  b"- 


A^  = 
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oder  auch 

_n(n±v-r)  (i^±v  n  +  v+l  Ja^'\ 

schliesslich  die  zwei  Gleichungen 

Hansen  erwähnt  eine  Entwich elung*)  von  A  nach  Potenzen  von 
-^ — T-,  die  er  für  den  Fall  v  —  I  ausführt.    Endlich  vergleiche  man 

über  die  numerische  Berechnung  der  A  ausser  der  Mec.  cel.  und  den 
Exercices  noch  das  Habilitationsprogramm  des  Herrn  Scheibner**). 
§  70.     Die  Function 

T= ' 

l'l— 2«cosÖ  +  a' 

genügt  nach  S.  47  einer  partiellen  Differentialgleichung 
1      ^  f  ■   ^  öT\.ccdXaT)       ,^^ 
si^ä^C^^"^W+-ö«^^^- 
Setzt  man  in  derselben 


j/a  ^2^Gosii] — cosö 

so  wird  daher 

sin^  60  V'"^^  dßJ'^  drj' 
Bei  Aufgaben  über  die  Anziehung  der  Kugel  treten  die  Kugel- 
functioneu  auf;  bei  entsprechenden  über  die  Kegel  oder  linsen- 
förmige Körper  treten  an  ihre  Stelle  die  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleich.; Herr  Mehler***)  führt  sie  als  Kegelfunctionen 
ein.  Sie  entstehen  bei  der  Entwickelung  von  2^  durch  das  Fourier'- 
sche  Doppelintegral,  aus  dem  Herr  M.  unmittelbar  erhält 
n-        2    /""  ,  /'*         cosjuarfa 

^  =  /       duGOSUT]  I  

^•^  ^       |'2(cos«i-cosö) 

Das  innere  Integral  nach  a  ist  eine  Lösung  ü  der  Differentialgleichung 


*)  Entwickelung  der  negativen  und  ungeraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  etc. 
§  III.,  No.  43. 

**)  Ucber  die  Berechnung  einer  Gattung  von  Functionen,  welche  bei  der  Ent- 
wickelung der  Störungsfunction  erscheinen.     Gotha,   1853. 

***)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  68  :  Ueber  die  Vertheilung  der  statischen 
Elektricität  etc.  und  Ueber  eine  mit  den  Kugel-  und  Cylinderfunctionen  verwandte 
Function  etc.     Programm.     Elbing  1870. 
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(6)  ...  d'v-\-GotsingOdvclO—(^i'^\)vdd'  =  0, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  (a)  mit  cofif.iT] diu.  multiplicirt 
und  nach  ^u  von  0  bis  oc  integrirt.  Da  (6)  sich  nicht  verändert, 
wenn  man  6  mit  n  —  O  vertauscht,  so  hat  man  zwei  Integrale 
der  Gleichung  (6),  oder,  wenn  man  cos (9  d.  i.  die  positive  ^cos^Ö 
durch  X  ersetzt,  der  Gleichung 

(&')  . .  .■    (l—x^)d'v  —  2xdvdx—(!ir-i'\)vdx"-  =  0, 
nämlich  die  Kegelfunctionen 

,..  w  N        2cos/wm    /"^       eosuada 

^  ^  ^  ^  ^       ^u        }'2(cos ai-\-x) 

^.  .,  .        2cosw7ri    f"^'       cos ua da 

^C")  (x)  =  ^ /  ^         =-  • 

^       -;,       y  2  (cos  ai — x) 

Die  erste  für  jedes  rr*  endliche  Function  würde  eine  Function  der 

ersten  Art ,  die  zweite  für  x  =  1  unendliche  der  zweiten  Art  sein. 

Die  Constante    hat  Herr  Mehler  in  (c)    so   gewählt,    dass   Ä(l) 

gleich  1  ist. 

Derselbe    giebt    der    Kegelfunction    erster    Art    verschiedene 

Formen;    er    findet,    dass  K   eine  Kugelfunction    mit  imaginärem 

Stellenzeiger  n  sei,  nämlich  dass  man  habe 

(d)  ...     ^"(x)  =  P-i+."'(x)  =  —  f(x-\-cos(p.  ]^'x^^)-'-  +  "'dq^. 

TT  fJ 

(I 

Er  zeigt  dies  direkt,  durch  Transformation  von  (c),  indem  er  zwei 
Fälle  unterscheidet,  den  Fall  des  reellen  und  des  rein  imaginären  0. 
Im  ersten  verwandelt  er  fi'(cosö)  in  die  hypergeometriche  Reihe  (6) 
des  §  5  für  w  =  —  ^-|-|"*5  <^-  ^-  e^'  transformirt  sie  in 

FQ+i«».,!  -  ,m,  LsinUö). 
In  zweiten  (x  —  co&id  gesetzt)  transformirt  er  das  Integral  direct 
in  das  Integral  auf  der  rechten  von  (rf). 

Dass  K  und  Ä'  nichts  anderes  sind  als  Kugelfunctionen  erster 
und  zweiter  Art  P  und  Q  für  den  imaginären  Index  n  =  —  4  -1-  ^i 
zeigt  sich  sofort  durch  die  Methode  des  §  53,  indem  aus  der  Glei- 
chung (a)  daselbst  auf  S.  225  hervorgeht,  dass  P^"^  und  Ö^"^  für 
diesen  Werth  von  «,  statt  w  in  (6)  gesetzt,  dieser  Differentialglei- 
chung genügen.  Eine  Reihe  von  wichtigen  Sätzen  des  IL  Theiles 
für  die  Kugelfunctionen,  z.  B.  das  Additionstheorem,  welches  dort 
entwickelt  wird,  und  ähnliche  gelten  deshalb  auch  noch  für  die 
Keffelfunctioneu. 
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IL   Theil. 

Die  Kugelfunctionen  mit  mehreren  Veränderlichen. 


Erstes    Kapitel. 

Entwickehing  der  Kug-elfiiuctionen  erster  Art  nach 
Laplace. 

§  71.  In  der  Einleitung  wurde  gezeigt,  wie  Laplace,  aus- 
gehend von  der  Entwickehmg  der  reeiproken  Entfernung  T  zweier 
Punkte  im  Räume  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  und 
ajj,  t/,,  z^  zu  der  Kugelfunction  P"(cosy)  gelangte,  deren  Argument 
cosy  nicht  unmittelbar  gegeben  ist,  sondern  aus  den  gegebenen 
Stücken  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird 

(50)  ...     cosy  =  cosöcosöj4-sinösinöjCOs(i//  — i//,). 
Man  führt  dazu  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polarcoordi- 
naten  ein,  indem  man  setzte 

(50,  a)  . .  .     X  =  rcosö,  a;,  =  r^ cosö,, 

y  =  r  sin  6  cos  ip,  y^=z  r^  sin  ö,  cos  i//j , 
z  =  7-  sin  0  sin  xp^  z^  =  i\  sin  ö^  sin  ip^^ . 
Wir  erinnern  an  die  Bedeutung  der  Bogen  6  und  ö,,  die  zwischen 
0  bis  TT,  von  ip  und  i/^, ,  die  zwischen  0  bis  271  genommen  werden, 
und  von  y.  Man  denkt  sich  um  den  Anfangspunkt  des  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  mit  dem  Ra- 
dius 1  beschrieben.  Die  vom  Mittelpunkt  nach  den  beideu  Punkten 
X,  y,  z  und  x^,  t/j,  z,  gezogenen  Radii  vectores  schneiden  die  Ober- 
fläche in  Punkten  p  und  pj.  Um  auf  diese  die  Bezeichnungen  an- 
wenden zu  können,  deren  man  sich  für  die  Erdkugel  bedient,  werde 
die  Axe  der  X  als  Axe  der  Kugel  betrachtet,  ihre  positive  Seite 
sei  die  nördliche,  die  Ebene  YZ  die  des  Aequators,  die  Ebene  XY 
der  erste  Meridian  und  die  (geographische)  Länge  der  Axe  Z  gleich 
90°.  Dann  sind  d  und  ^^  die  sphärischen  Abstände  der  Punkte 
p  und  pi  vom  Nordpol,  ip  und  ip^  ihre  (geographischen)  Längen, 
während  y  ihre  auf  dem  Hauptkreise  gemessene  Entfernung  be- 
zeichnet. 

Mau  hat 
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hieraus  ergiebt  sich 

folglich  die  partielle  Diftereutialgleichuug 

(oO,6)...     ^  +  ^4-^=0. 

Durch  die  Einführung  der  Polarcoordinaten  erhält  man  niit  La- 
place*)  die  Gleichungen,  welche  in  der  Lehre  von  der  Anziehung 
fundamental  sind 


(50,  c)  ...     T-i  =  |/r'- 2ri\ cosy  +  r] , 

(50,  d)  . . .     r    ;;  .     +-^-7T  -^^n(sin^^.r- )-f    .   ,^^  ^^-^  —  0. 
^     '    ^  dr-         smö  aÖ  V  dÖ  /  '    sm  Ö    ö?/^' 

Man  hat  verschiedene  Methoden  um  (50,  b)  in  (50,  d)  zu  transformiren. 

1)  Sollen  iranz  allgemein  in  eine  partielle  Differentialgleichung  mit 
den  unahliängigen  Veränderlichen  x,  y,  z,  und  der  abhängigen  V  drei  neue 
Veränderliche  A,  fj.,  v  durch  Gleichungen 

x  =  f(X,^,v),     y  =  q>(X,  ^i,  v),     z=yXl,^i,v) 
eingeführt  werden,  so  sucht  man  zunächst  die  Differentialquotienten  von  X,  (.i, 
V  nach  x,  diese  so  genommen,  dass  zu  gleicher  Zeit  y  und  z  coustant  hleihen, 
also  so  dass  die  drei  Gleichungen 

dx  =  f'ß)dX-i-  f'{(x)d(.i^  f'(}')dv, 
0  =  (p'll)dX  -I-  (p'lu)c^  +  (p'(v)dv, 

zugleich    stattfinden.     Durch    Auflösung    derselben    erhält    man    die   gesucliten 
Werlhe  für 

dl  dy,  dv 

dx  '        dx  '        dx  ' 
und    durch   zwei   ähnliche    Systeme    von  je   drei    Gleichungen   die  Differential- 
quotienten   von   X,  (.i,  v,  nach  y  und  z,  diese  so  genommen ,    dass  x  und   z, 
resp.   x  und  y  constant  l)leihen. 

hl  einigen  Fällen  ist  es  bequemer,  diese  neun  Differentialquolienten  chidurch 
aufzusuchen,  dass  man  nach  X,  f.i,  v  auflöst,  also  jede  von  diesen  Grössen  oder 
wenigstens  Functionen  von  je  einer  derselben  durch  x,  y,  z  ausdrückt.  Z.  B. 
kann  man  in  dem  hier  vorliegenden  speciellen  Falle  statt  der  Substitution  (50) 
die  folgende  verwenden: 

r"  =  x'^y'-^z\     tang^ö  =  ^-^ ,     langt/;  =  — • 

X  y 

Aus  derselben   ergeben  sich   für  die  neun  Differentialquolienten  die  Werthe 


*)    Memoiren  der  Pariser  Akademie  v.   1782,  S.  135:    il  est  facile  de  s'assurer 
par  la  dififerenciation  etc. 


304  II-  Theil.     Erstes  Kapitel.  §  71    50. 

dr  ^  dO  siuÖ  d\h 

-- —  =  cosö,  -^ —  = ,         --!—  =  Q, 

ox  ox  r  ox 

cJr  .    .  dd         cos  ö cos i//         dU)  sm^üj 

=  s.\nOcosip,  —  -TT   —  -r 


dy  ^'      dy  r         '      dy  rsiu  0  ' 

dr  .    a  ■  dfi         cos  6*  sin  i//        dxb         cosi// 

-^—  =  smOsmih,      -^  == 2-,     —i-  —  — r-^. 

dz  ^         dz  r  dz         rsmO 

Um  irgend  eine  partielle  Differentialgleichung  —  ich  heschränke  mich 
der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen  auf  den  Fall  einer  linearen  zweiter  Ordnung 
mit  drei  unabhängigen  Variahein  x,  y,  z  —  hat  man  durch  eine  neue  Diffe- 
rentiation aus  den  neun  ersten  Differentialquotienten  die  neun  zweiten  nacli  je 
einer  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  und  die  neun  nach  je  zweien  derselben  zu 
nehmen.     Schliesslich  sind  diese  27  Werthe  einzusetzen  in 

dV  __  dV    dl        dV    d(.i        dV    dv 
dx         dX     dx        d[A.     Bx        dv     dx 

d'v      d'v  rdi\ 


^dx)  +  du"  \dx)  +   dv"    \dx) 


dx'      dl'  ^dxy  '  d^' 

,^   d'V    d^i  dv      ^   d'V    dv^  dl      ^   d'V    dl   d^i 
df.idv  dx  dx  dvdl   dx  dx         dldfx  dx    dx 

ÖF   ö^     _ör   ö>      dV  d'v 
+  dl    dx'  +  d!.i    dx'  +  dv    dx' ' 

sowie  in  die  ähnlichen  sieben  Ausdrücke,  welche  sich  auf  y,  z  oder  die  Com- 
binationen  xy,  y z,  xz;  beziehen.  Dieses  mühsame  Verfahren  wandte  man 
auch  auf  die  specielle  Differeniialgleich.  an,  welche  hier  vorliegt 

d'V  ,    d'V   ,    d'V 
^  ^  dx'        dy  dz' 

hei  der  es  sich  allerdings  durch  den  Wegfall  einiger  Glieder  vereinfacht,  und 
erhielt  so  (50,  d),   wenn  man  darin  T  in   F  verwandelt, 

2)  Jacobi  hat  für  die  Transformation  speciell  des  Ausdrucks  auf 
der  Linken  von  (a),  aber  in  beliebige  Coordinaten  l,  /n,  »^  eine  ein- 
fache Methode  (in  seiner  Abhandlung:  lieber  eine  partikuläre  Lösung  der  par- 
tiellen Differentialgleich,  etc.  Crelle's  Journ.  f.  Math.  Bd.  36,  S.  113—134) 
angegeben,  welche  mit  der  Art  zusammenhängt,  auf  welche  man  das  Ha- 
millon'sche  Integral  zur  Transformation  der  Bewegungsgleichungen  in  die 
zweite  Lagrange 'sehe  Form  verwendet.  Die  Methode  von  Jacobi  trennt 
sich  von  der  ersten  da,  wo  die  neun  ersten  Differentiabiuolienten  gebildet  sind, 
wo  also  dei'  mühsamste  Theil  der  Arbeil  beginnen  würde.  Durch  Einsetzen 
der  Werthe  für  die  ersten   Differentialquotienten  findet   man 

,  ,^,  ÖK    ÖF   ,  ^     dV   dV  ^  ^    dV    dV 

+  '^^  ■07  +  ""* -07  -di^'^"~dl  W 
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wenn    L,    M,    N,    l,   m,    n    bekannte  Functionen   von  X,  (.i,  v  sind.     In  dem 
speciellen  Falle  der  Gleichungen  (50,  a)  hat  man 

1  1 

r  rsmc/ 

Der  Einfachheit  halber  nehme  ich  an,  dass  /,  m,  n,  wie  in  dem  vor- 
liegenden Falle,  Null  sind,  obgleich  die  Anwendung  der  Methode  nicht  auf 
diese  Fälle  beschränkt  ist.  Man  sucht  bei  den  verschiedenen  Problemen,  bei 
denen  eine  derartige  Transformation  vorgenommen  wird,  solche  Coordinaten  ?., 
(X,  V  einzuführen,  für  welche  /,  m,  n  verschwinden,  weil  dadurch  die  trans- 
formirte  Differentialgleichung  eine  geringere  Anzahl  von  Gliedern  erhält.  Dies 
Verhalten  lässt  eine  geometrische  Deutung  zu:  Die  Punkte  x,  y,  z,  in  welchen 
f.1  einen  bestimmten  Werth  |Uq  besitzt,  bilden  eine  Fläche,  welche  eine  zweite 
Fläche  in  der  v  =  Vq  '°  ^'^^'"  Curve  schneidet.  Der  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  in  einem  Punkte  der  Durchschniltscurve  errichteten  Normalen  der 
beiden  Flächen,  also  diese  Flächen  selbst  mit  einander  bilden,  ist  bekanntlich 
proportional 

dfx  dv  ö/U  9v  dfj,  Bv 
dx  dx  dy  dy  dz  dz 
so  dass,  wenn  /  =  0,  die  Flächen  sich  orthogonal  schneiden.  Ist  auch  m  =  0 
und  n  =  0,  so  schneiden  sich  alle  drei  Flächen,  auf  welchen  X,  /u,  v  con- 
stante  Werthe  annehmen,  orthogonal,  —  also  nach  dem  Satze  von  Dupin  in 
Krümmungslinien.  Die  Coordinaten  A,  jU,  v  nennt  man  dann  orthogonale. 
Man  zeigt  leicht,  dass  die  Funclionaldeterminante 

S+^  -^     *    =  R 

dl     ü^     dv 

der  Gleichung  genügt 

(c)  ...     R=      * 


LMN 

Da  man  nämlich,   wie  aus  (6)  folgt,  gesetzt  hat 

und  ähnliche  Gleichungen  für  ItJ  und  N  bestehen,  so  wird 

dl         .  öl         j  ^         dX         . 

~R —  =  La,       ^r—  =  Lp,       -^:r—  =  Ly, 
dx  dy  dz  ' 

dx  ''      dy  ^2        dz  ^* 

wo    die    neun  Grössen    a,  ß,  y   Coefficienten    einer    orthogonalen  Substitution 
sein  müssen,   weil   /  =  m  =  r«  =  0.     Ihre  Determinante  ist  daher   1 ,  und 

,  r^  ^  ,    dX    du     dv         ,  „ », 

(d)  ...     2+-5 ~  -,—  =  LMN. 

—  dx    dy     dz 

Diese  Determinante  ist  aber  die  Reciproke  von  R. 

Ueine,  Theorie  der  Kugelfuuctioneu.     2.  Auä.  20 
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Man  integrire  nun  die  linke  Seite  von  (&)  über  einen  Raum,  die  rechte 
Seite  über  denselben,  führe  hier  aber  statt  x,  y,  z  die  Coordinaten  X,  fx,  v 
ein.     Alsdann  wird 

///[(£)+(f)  +  (4^)>-^^^ 
=///[<f)V-<fy-Hiv(|^)>a.a.a.. 

Variirt  man  nun  V  so,  dass  JF  an  den  ßegrenzungsflächen  Null  ist,  integrirt 
dann  in  üblicher  Art  durch  Theile,  so  erhält  man  für  jede  derartige  Variation  dV 

Indem  man  auf  der  linken  Seite  für  das  Körperelement  dxdydz  seinen  Werth 
RdXdftdv  setzt,  erhält  man  auch  links  ein  Integral  nach  X,  (i,  v.  Da  dF 
eine  sogenannte  willkürliche  Variation  ist,  so  muss  der  Faktor  von  dV.dXdjLidv 
auf  der  Linken  gleich  dem  auf  der  Rechten  sein,  und  man  erhält  schliesslich 

und  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  hieraus  sofort  die  Gleichung  (50,  d). 
Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Transformation  des  Ausdrucks 

a'F  ,  ö'F  .      ,  d'v 


dl]  '  dl\  '  '  dll 
anwenden,  in  welchem  p  Veränderliche  in  derselben  Art  auftreten,  wie  im 
obigen  drei.  Kann  man  für  die  |  ebensoviele  Grössen  Aj,  l^,  ...  Xp  ein- 
führen von  der  Beschaffenheit,  dass 

Ö_F- 

so  wird  der  obige  Ausdruck  mit 


(lf)'+(#)"+-+(fy=^;c.;+L;..:+...  +  L,a.,, 


r^odX„\R    dXyy 
vertauscht  werden  können,  wo 

R  =  L^L,...Lp. 
Man  wendet  diese  allgemeine  Formel  im  §  128  und    134  an. 

Anmerk.  Die  Anwendung  dieser  Methode  setzt  erstens  voraus,  dass 
man  einer  Function  F  solche  Variationen  geben  könne,  die  mit  ihren  ersten 
Differentialquotienlen  an  den  Grenzen  des  Körperstücks,  über  welches  man  in- 
tegrirt, verschwinden.  Es  genügt,  dies  für  jede  Kugel  zu  zeigen.  Hat  eine 
solche  den  Radius  k,  und  sind  a,  b,  c  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ihres 
Mittelpunkts,  so   ist 
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öv  =  i(x-ay+(y-by-\-(z-cy-kr 

ofl'enbar  eine  Variation,  welche  alle  Bedingungen  erfüllt.  Zweitens  muss  man 
zeigen,  dass  aus  der  Gleichheit  der  Integrale  die  Gleichheit  der  Elemente,  also  (e), 

folgt,  oder  dass  A  verschwindet,  wenn  /  /  / AdVdXd/ndv  Null  ist,  wo  A  eine 

von  (5 F  unab])ängige  Function  von  X,  ju,  v  vorstellt.  Indem  man  jeden  Tlieil  eines 
Stückes  in  welchem  A  etwa  nicht  Null  wäre,  also  dasselbe  Zeichen  behalten 
sollte,  zum  Innern  einer  Kugel  macht,  und  für  ÖV  den  obigen  Werth  setzt,  zeigt 
sich,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  das  Integral  nicht  0  wäre,  sondern  das 
Zeichen  von  A  hätte.  Man  findet  Weiteres  über  dieses  Verfahren  in  meinen 
Arbeiten  im  1.  und  4.  Bande  der  Annalen  von  Clebsch  und  Neu  manu. 

3)  Ein  höchst  einfaches  Verfahren  zur  Transformation,  wiederum  nur 
der  Gleich,  (a)  und  nur  in  orthogonale  Coordinaten,  findet  man  im 
§  71  und  resp.  §  29  der  von  Herrn  Ilattendorff  im  Jahre  1869  resp.  1876 
herausgegebenen  Vorlesungen  von  Riemann  über  partielle  DifTerenlialglei- 
chungen  etc.,  und  über  Schwere,  Elektricilät  und  Magnetismus.  Dies  Verfahren 
rührt  aber  nicht  von  Riemann  her,  sondern  ist,  weim  nicht  früher,  jedenfalls 
schon  durch  die  Vorlesungen  über  das  Potential,  welche  Dirichlet  im  Sommer- 
semester 1856  hielt,  bekannt  geworden.  Das  Eigenthum  an  diesen  Vorlesungen 
hat  Riemann  nie  beansprucht;  er  hat  dieselben,  um  mich  der  Worte  des 
Herrn  Hattendorff  zu  bedienen,  nach  Dirichlet  übernommen;  dass  die  Art, 
wie  Riemann  dieselben  fortführte,  ihre  Bedeutimg  erhöht  hat,  wird  Niemand 
bezweifeln.  Dem  Ruhme  Riemanu's  wird  es  aber  auch  nicht  den  geringsten 
Eintrag  thun,  dass  er  sich  dem  beherrschenden  Einflüsse,  welchen  Dirichlet's 
Vorlesungen  auf  den  Zuhörer  ausübten,  nicht  entzogen  hat,  und  dass  z.  B.  das 
erste  von  den  genannten  Werken,  über  die  partiellen  Difterentialgleichungen, 
in  den  ersten  vier  Abschnitten,  bis  §  73,  in  Form,  Inhalt,  selbst  in  der  Aus- 
wahl der  Beispiele  —  den  Cylinder  übergeht  Riemann  —  abgesehen  von 
ganz  unwesentlichen  Aenderungen,  mit  dem  Collegieuhefte  übereinstimmt,  welches 
ich  im  Wintersemester  1838 — 1839  nach  den  Vorlesungen  von  Dirichlet 
niederschrieb.  Dem  Herrn  Herausgeber,  der  diese  Vorlesungen  von  Riemann 
weiteren  Kreisen  zugänglich  gemacht  hat,  sind  wir  darum  nicht  weniger  zum 
Danke  verpflichtet.  Beide  Werke,  zumal  die  Vorlesungen  über  das  Potential, 
welche  sich  von  den  Dirichlet 'sehen  weit  entfernen,  geben  nicht  nur  ein 
grösseres  Material,  sondern  auch  eine  Fülle  neuer  Gedanken,  die  nun  aufgehört 
haben,  Besitz  einiger  wenigen  zu  sein. 

Das  dritte  Verfahren  beruht  auf  einem  Satze  von  Green,  welcher  durch 
die  Formel 

ausgedrückt  wird.  Das  Integral  auf  der  Linken  erstreckt  sich  über  irgend 
einen  Körpertheil,  das  auf  der  Beeilten  über  alle  Elemente  ds  der  begrenzenden 
Fläche;  die  durch  dti  angedeutete  Diflerentiation  geschieht  nach  der  Richtung 
der  imieren  Normalen  im  Elemente  ds.  Die  Gleichung  (a)  wird  also  immer 
und  nur  erfüllt,  wenn  das  Flächenintegral  auf  der  Rechten  für  jede  Begrenzung 
verschwindet.  Indem  wir  orlliogonale  Coordinaten  X,  (.i,  v  einführen,  neiimen  wir 
als  Grenze  sechs  Flächen,  nämlich  die  drei  durch  A  =  A(,,  (.i=^(j.g,  v=v^  gegebenen, 
wenn  X^,  /i/,,,   v^  feste  Werliie  bezeichnen,   und  die  drei,   für  welciie  X  =  X^^-{-e, 

20* 
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u  =z  n  -\-^,  V  =  Vq-\-  rj,  wenn  s,  ^,  T]  unendlich  klein  sind.  Die  Kanten 
stehen  also  senkrecht  auf  einander  und  man  hat 

(g)  ...  dx'+dy'-{-dz'  =  ^'dV+m'd^'+^'dv\ 
wenn  «S,  ^W,  y]^  die  Längen  der  drei  im  Punkte  X,  f^,  v  zusammen- 
stossenden  sind.  Errichtet  man  in  einem  Punkt  der  Fläche,  für  welche  X 
gleich  yl„  ist,  ein  Perpendikel  auf  dieselbe,  so  wird  seine  Länge  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Fläche  k  =  XQ-\-dX  durch  dn  =  2^dX  ausgedrückt, 
also  der  Theil  des  Flächenintegrals  in  (/"),  welcher  sich  auf  das  begrenzende 
Flächenstück  bezieht,  für  welches  X  gleich  X^  ist. 

Setzt  man  hierin  A,,-}-«  ^^^  K'  ^^"^  nimmt  das  Glied  negativ,  so  erhält  man 
den  Theil  des  Flächenintegrals,  welcher  sich  auf  die  Fläche  X  =  Xg-\-e  be- 
zieht.    Da  aber,  wenn  f  eine  beliebige  Function  von  X  bezeichnet 

so  erhält  man  für  den  Theil,  welcher  wegen  der  beiden  Flächen  entsteht 

.    _d_fmi    dV' 
*^'^  0/  V    S       dX 
Behandelt   man    in   ähnlicher  Art   die   beiden  anderen  Flächenpaare ,    so   findet 
man  daher:   Die  Differentialgleichung 

_a^    _ö^    _ö^  _ 

dx'  +  dy'  '^  dz'    ~ 
verwandelt    sich    durch  Einführung    orthogonaler    Goordinaten  X, 
(X,   V  in 

d  (m^  dv\     d  /m  dv\    _l^fmdv\_ 
^^^ '"    dx\  ^    dxJ'^d!x\md^iy'^'dv\^dv/~' 

wenn  gesetzt  ist 

dx'-]-dy'-^dz'  =  ^dX'+md(x'-{-^dv\ 
Z.  B.    erhält    man    bei    der  Einführung    von   Polarcoordinateu    r,    0,    xjj 
durch  (50,  a) 

dx''-\-dy'-\-dz'  =  dr'-\-r'sm'0dip'+r'dd\ 
Anmerk.     Die  Gleichung  (g»)  stimmt  mit  der  durch  Jacobi's  Methode 
gefundenen  (e)  überein.     Denn  da  nach  S.  305, 

—j-=   adx-\-  ßdy-\-  ydz, 
Li 

dv 
-^  =  «j  dx^ß^dy  -f  j/j  dz. 

so  folgt,  da 

a'-\-a\-^(xl  =  \,     a/S +  «,/?,  + a,/S,  =0;     etc. 
durch  Auflösen  der  linearen  Gleichungen 
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dx  =  -^dX^^diii-{-  ^dv;     etc. 

und  endlich 

Lg=l,  Mm=U  N'Jl=i. 
In  der  Einleitung  wurde  bereits  gezeigt,  wie  man  aus  (50,  d) 
die  partielle  Differentialgleichung  erhält,  der  P"(cosy)  genügt.  Man 
entwickelt  nämlich  T  nach  absteigenden  Potenzen  von  r,  setzt  die 
Reihe  in  (50,  d)  ein,  und  findet  dass  das  n'*"  Glied  P''(cosy)  ein 
Integral  der  Differentialgleichung  ist 

(51)...     |Y+eotgöf +  ^-|^+«(«  +  W  =  0, 

deren  Integration  uns  im  §  73  beschäftigen  wird. 

Im  §  12  S.  48  wurde  diese  partielle  Differentialgleich,  aus  (8) 
durch  eine  Substitution  erhalten;  es  sollen  im  §  72  zunächst  die 
Beziehungen,  welche  sich  hierbei  ergeben,  zu  späterem  Gebrauche, 
verfolgt  und  einige  weitere  Umformungen  der  Gleichung  (51)  vor- 
genommen werden. 

§  72.  Der  Gleichung,  welche  y  mit  ö,  ö,,  i//,  ^p^  verbindet,  kann 
man  noch  zwei  andere  hinzufügen,  indem  man  einen  solchen  reellen 
Bogen  d  einführt  (0  <i  y  ■<  n,  0  <iö  -<  27r),  dass  man  hat 

(a)  ...     cosöcosöj-f- sinösinöjCOs(i//, — i//)  =  cosy, 

sin  d  COS  0^  —  cosO  sin  ö,  cos  (i/;,  —  ip)  =  sin  y  cos  d, 
sin  öj  sin  {^fJ^  —  ip)  =  sin  y  sin  <J. 

In  der  That  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  linken  Seiten  wie 
die  der  rechten  gleich  1. 

1)  Aus  diesen  drei  Gleichungen  findet  man 

.   ,         /öcosy\'  ,       1      /<9cosy\' 
^^^^^^C-öö-J+^iP^V-ävT-J' 

Bezeichnet  /"  irgend  eine  Function  von  y,  so  wird  daher 

^^^••-     ^-Jy)   ^WJ   ■'    si^Aäv7>'' 

2)  Aus  den  Gleich,  (er)  findet  mau  ferner  den  Salz,  weloliev 
durch  die  Gleichung  von  Poisson  ausgedrückt  winl 
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§  72,  51. 


(c)  ...   J\me,de,f^"f{y)dxp,^2nff{y)üxiydy. 

IJ  0  0 

Man  beweist  dieselbe  durcb  eine  mehrfach  von  Diriehlet  benutzte 

geometrische  Betrachtung.  Inder 
Figur  sei  NAA^  ein  spherisches 
Dreieck  auf  einer  Kugelfläche  mit 
dem  Radius  1,  JV  der  Nordpol. 
Die  Länge  der  Punkte  A  resp. 
A^  und  ihre  Entfernungen  vom 
Pole  (M.  vergl.  S.  302)  seien  \p 
und  ö,  resp.  \p^  und  6^.  Die 
sphärische  Entfernung  AA^  ist  dann  y,  und  A  der  Winkel  (J,  welcher 
durch  (a)  ausgedrückt  wird,  während  s  für  8  zu  setzen  wäre,  wenn 
man  6  in  (a)  mit  0^  vertauscht.  Wie  in  Bezug  auf  den  Pol  JV 
jeder  Punkt  A^  durch  ip^  und  d^  festgelegt  wird,  so  kann  man 
4j  in  Bezug  auf  A  durch  y,  welches  zwischen  0  und  n  genommen 
werden  mag  und  J,  welches  von  0  bis  27r  gezählt  wird,  festlegen. 
Denkt  man  sich  die  Kugel  mit  einer  Masse  belegt,  deren 
Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  A^  durch  fQy)  ausgedrückt  wird,  so 
stellt  die  linke  Seite  von  (c)  die  ganze  Masse  auf  der  Kugelfläche 
vor,  da  ^md^dd^dip^  das  Element  der  Fläche  im  Punkte  A^  ist, 
wenn  man  sie  von  N  aus  durch  Meridiane  und  Parallelkreise  theilt. 
Theilt  man  sie  aber  von  A  aus,  als  ob  A  der  Pol  wäre,  in  Pa- 
rallelkreise, so  wird  der  Umfang  des  durch  A^  gehenden  27rsiny, 
das  Flächenstück  zwischen  diesem  und  dem  zu  y-\-dy  gehörenden 
daher  ^nmiydy  und  seine  Masse  das  Produkt  aus  dieser  Fläche 
und  f{y).  Daher  ist  auch  die  rechte  Seite  von  (c)  dieselbe  Masse. 
Durch  dieselbe  Methode  beweist  man  eine  allgemeinere  Gllei- 
chuüg.     Setzt  man  zur  Abkürzung  rp^  —  ip  =  cp^  so  wird  nämlich 

(c')  ...  y  y  7(y)sin''+'<?,sin''<^ööj5g) 

U  ü 


sm 


v  +  1 


ydy; 


als  Dichtigkeit  der  Kugelfläche  hat  man  beim  Beweise  nicht  /"(cosy) 
zu  nehmen  sondern  dies  multiplicirt  mit  dem  Zahlwerth  von 
[sinö,  sin (i//,  — !//)]". 
3)  In  die  Gleichung  (c')  setze  man  das  Quadrat  von  /"'(y)  statt 


§  73,  51.  Kugelfunctionen  erster  Art.  311 

f(y)  und  benutze  (6);  dadurch  entsteht 

0         0  ^ 

wo  k  die  Constante  bezeichnet,  welche  das  Integral  auf  der  Rechten 
von  (c')  multiplicirt.  Eine  Variation  auf  beiden  Seiten  der  Art,  dass 
df  für  die  Grenzen  Null  wird,  und  eine  darauf  folgende  Integration 
durch  Theile,  wie  S.  306,  verwandelt  die  Gleichung  in 

=y"'^f(^  +  (-  +  l)cotgj'-|^)siu'+'yöy. 

Dies  giebt  eine  allgemeinere  Transformationsformel,  deren  specieller 
Fall  V  =  0  im  §  12  vorkam,  nämlich 

(d)  ...     |!(+(v4-l)cotgy-|^  =  |^+(v  +  l)cotgö|^ 

Sie  wird  bei  den  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung  verwendet. 
(M.  vergl.  d,  III.  Theil.) 

4)  Hier  werden  einige  Formen  zusammengestellt,  welche  (51) 
annimmt,  wenn  man  für  x  eine  andere  Veränderliche  einführt. 
Man  setze 

o;  =  cosö,     .r,  =COSÖ,,      Q  =  ^x''—1,      ip^  —  ip  =  (p^ 
(50)  ...     cos/ =  cosöcosöj -[-sinÖsinö,  cosqp 
=  xx^  —  ^x'—iyx]  — Icosg)  =  Z-. 
Alsdann  genügt  P"(cosy)  =  P"(z)  den  Differentialgleichungen 

(51)  ...     |^  +  eotg^|  +  ^|J+.(M-l)A=0, 
(51,a)  ...     (l-.')|^_2.|-+pi^g^(4  .(.4-l)A=^0, 
,  VIT?  1,  (.  1^1+7  'D  -\-l^~  n(n  +  1), Y  =  0, 


'1— c')4^(— 2z-^+«('* 

^  dz  d;3         ^ 

§  73.    Wir  kommen  nun  zu  der  merkwürdigeu  Entwickeluug 


^^"'^'^1?  -2.|^  +K'^  +  l)/"=  0. 
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von  P"(z)  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  9,  die  Laplace 
in   den  mehrfach  erwähnten  Memoiren  der  Pariser  Akademie  von 
1782  mitgetheilt  hat,  und  die  eines  der  wichtigsten  Resultate  aus 
der  Theorie  der  Kugelfunctionen  geblieben  ist. 
:  ^  ,  P"(^)  als  ganze  Function  w'"'  Grades  von  z  ist  auch  eine  ganze 

Function  des  gleichen  Grades  von  cosqp,  hat  also  die  Form 

P^Z)  =  !z"w,C0S»'(l/^— !/>,,), 

wenn  u  eine  Function  bezeichnet,  die  ausser  Constanten  (und  v) 
nur  noch  x  und  x^  enthalten  kann.  Setzt  man  diesen  Ausdruck 
in  (51,  a)  ein,  so  giebt  die  linke  Seite  eine  Reihe,  die  nach  Cosinus 
der  Vielfachen  von  q)  geordnet  ist;  soll  sie  verschwinden  so  muss 
jedes  Glied  für  sich  Null  sein.  Daher  ist  Uy  ein  Integral  der 
Gleichung 

die  man  aus  §  51  kennt;  ihr  Integral  hat  die  Form  (S.  216) 

lily   =  Qy  Py(^)  +  K  Q"'  (x)j 

wenn  g  und  h  willkürliche  Constante  bezeichnen  die  kein  qp  und  x 
aber  wohl  x^  enthalten  können,  und  die  Summe  sich  von  v  =  0 
bis  n  erstreckt.  Für  x  =  1  wird  Q  =  x,  während  doch  P(z)  endlich 
bleibt,  so  dass  die  h  verschwinden  und  P''(z)  gleich 

^gyP"(x')(iosv(p 
sein  muss.     Aus  der  vollkommnften  Symmetrie  von  P(x)  nach  x 
und  x^  schliesst  man,  dass  die  rechte  Seite  auch  die  Form 

yyPy(xJcoBvcp 
haben  muss,   wo  y  eine  Function  von  x  bezeichnet.     Hieraus   er- 
hält man  endlich  die  Entwickelung 

(52)  ...     P\xx^  —  |/^-^  ^^—1  cos  (p) 

=  2:'(—iya^"^pXx-)p:(x;)Gosv(p, 

wenn  al  eine  numerische  Constante  bezeichnet,  und  zwar, 
wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  dieselbe,  welche  bereits  im 
§  62,  S.  253  auftrat,  nämlich 

von  der  eine  für  die  Theorie  wichtige  Eigenschaft  durch  (46,  6) 
ausgedrückt  wird. 

(■»1+v  )/   (y-^    ■ 
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Um   a  zu  bestimmen   dividire   man  (52)   durch   x'\   und  setze 

dann  a;,  =  ^.    Dadurch  reducirt  sich  die  linke  Seite  auf  das  einzige 

Glied 

1.3...(2n— 1)  ,         ,-^— 
_J^___A  (x  —  |/ar^— 1 .  cos  g))», 

die  rechte  auf 

i:'(-i)»'4"^pr(^)cosv7:. 

Aus  (33,  a)  auf  S.  206  sieht  man   sofort,    dass  a  den   oben   ange- 
gebenen Werth  annimmt. 

Man  konnte  auch  die  Anwendung  von  (33,  d)  vermeiden, 
wenn  man  noch  durch  x"  dividirt  und  auch  a;  =  oc  gesetzt  hätte. 
Dadurch  entsteht 

2"  — '  -,"1 sin^''^  cp  =  a^")  —  a("5  cos  «5p  +  ct^"^ cos 2rf , 

Avährend  andrerseits  die  bekannte  Formel  giebt 

(2sini9))^"  =  -^^^(1- 2-4^008^  +  2.    ''}l\7^]  -,,cos2y--Y 
^         ^^^  nnUn  V  w+1        ^  '     (w  +  l)(w  +  2)  '^        / 

Die   Gleichung  (52)  werde  ich  als  das  Additionstheorem 

der  Kugelfnnctionen  erster  Art  bezeichnen;  sie  kommt  in  dieser 

schliesslichen    eleganten    Form    nicht    bei  Laplace    sondern    bei 

Legen dre  in  den  Memoiren  von  1789  S.  432  vor.    Zunächst  hatte 

Legendre  in  seiner  ersten  Abhandlung  nur  das  erste  von  rp  freie 

Glied  der  Entwickelung  gefunden,  also  den  Satz 

(J 
Hierauf  gab  Laplace  in  den  Memoiren  von  1782  die  Reihe  für 
P''(z),  welche  allerdings  wesentlich  mit  (51)  übereinstimmt;  jedoch 
sind  die  Pv{x)  dort  noch  nach  absteigenden  Potenzen  von  \\—x"=^\nd 
geordnete  Reihen,  welche  also  die  Form  wie  im  §  51,  No.  2  haben. 
Der  Fortschritt  von  Legendre  besteht  darin,  dass  er  den  Zugeord- 
neten die  bessere  Form  giebt,  und  ausserdem  den  schon  S.  218 
erwähnten  Irrthum  von  Laplace  berichtigt"''). 


*)  Nous  observerons  qne  le  ddveloppement  de  la  meme  quantitc',  tel  qu'il  est 
indique  dans  l'ouvrage  cite  de  M.  de  la  Place  article  XI,  n'cst  pas  exact  et  qu'il 
ne  donneroit  que  les  teriiies  de  la  valeur  de  Y'"  dans  lesquels  m  -\-  k  est  pair. 
L'erreur  vient  de  ce  que  M.  de  la  Place  na  pas  fait  attention  (ju'en  faisant  ce 
qu'il  appelle  cosO'  =0,  tous  les  termes  oü  m^k  est  iuipair  disparoissent. 


314  II-   Theil.     Erstes  Kapitel.  §  74,  52. 

§  74.  Ausser  dieser  Entwickelung  von  P"(z),  nach  Cosinus  der 
Vielfachen  von  9),  kommen  noch  andere  in  Betracht.  Im  IIL  Ka- 
pitel wird  uns  eine  solche  beschäftigen,  welche  nach  gewissen 
ganzen  Functionen  von  neuen,  statt  der  drei  Aggregate  cosö,  sinöcosi//, 
sin ö sin  1//  einzuführenden  Veränderlichen,  den  Lame' sehen  Func- 
tionen, fortschreiten.  Aehnliche  Entwickelungen  der  Functionen  ^" 
findet  man  im  III.  Theile,  2.  Kapitel,  §  126.  Hansen  giebt  im 
4.  Bande  der  Abhandl.  der  Sächsischen  Gesellsch.  d.  W.  in  seiner 
schon  erwähnten  Schrift*)  eine  andere  Reihe.  Ist  cp  die  gegenseitige 
Neigung  der  Bahnen  zweier  Himmelsköi-per,  und  sind  6  und  6^  die 
Argumente  der  Breiten  derselben,  so  hat  eine  Entwickelung  nach 
Cosinus  der  Vielfachen  von  9)  keinen  Werth  für  die  numerische 
Rechnung,  wohl  aber  eine  solche  nach  Potenzen  von  sin^^g? 
oder  tang^^.  Diese  giebt  Hansen  in  No.  24;  bei  ihm  ist  Z)„  die 
Function  P"(cosy).  Die  Coefficienten ,  die  nach  der  Darstellung 
durch  (52)  zunächst  Potenzen  von  sinö  und  cosö,  sinöj  und  cosöj 
enthalten,  entwickelt  er  in  Reihen,  die  nach  Sinus  und  Cosinus 
der  Vielfachen  von  6  und  ö,  geordnet  sind.  Man  übersieht 
aus  (52),  wenn  man  sich  costncp  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  denkt, 
dass  jene  Coefficienten  linear  aus  den  Aggregaten  P"(cosö)P"(cosöj) 
zusammengesetzt  sind,  so  dass  es  nur  darauf  ankommt,  jedes  der- 
selben nach  den  trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  von 
6  und  6^  zu  ordnen.  Hülfsformeln  dazu  finden  sich  im  §  51,  No.  3, 
aus  denen  man  erkennt,  dass  wohl  die  ^  eine  einfache  Entwickelung 
zulassen  aber  nicht  die  P"  selbst,  die  aus  der  Multiplication  der 
ersteren  mit  einer  Potenz  von  sinö  entstehen.  Hansen  hat  dieses 
vollständig  durchgeführt  und  die  Reihe,  durch  Hinzufügung  der  er- 
forderlichen Tafeln,  für  die  numerische  Rechnung  brauchbar  gemacht. 
Da  die  Formeln  sich  nicht  wesentlich  zusammenziehen  und  die  Ent- 
wickelungen jener  Abhandlung  ohne  Hinzufügung  dessen,  was  sich 
auf  die  numerische  Rechnung  bezieht,  einen  Theil  ihres  Werthes 
verlieren  würden,  so  übergehen  wir  hier  dieselben,  und  begnügen 
uns  damit  die  Aufgabe  und  die  Art,  wie  man  sie  mit  Hülfe  der 
hier  gegebenen  Formeln  lösen  kann,  angedeutet  zu  haben. 


*)  Entwickelung  der  negativen  und  ungeraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  etc. 
S.  285  — 376.  M.  vergl.  auch  das  Habilitationsprogramm  des  Herrn  Scheibner, 
Gotha,   1853. 
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In  No.  37  seiner  Abhandlung  hebt  Hansen  einen  besonderen 
Fall  seiner  neuen  Darstellung  von  P"(cosy)  hervor,  von  dem  er 
später  Anwendungen  geben  würde.  Es  ist  dies  ein  Fall,  in  dem 
(52)  leicht  das  Resultat  liefert,  nämlich  die  Entwickelung  von 
P"(cosacos/9)  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  ß.  Die  Reihe, 
welche  Hansen  giebt,  erhält  man,  indem  man  in  (52)  setzt 

a-,  :=  0,     X  ■=  sin  a,     y  =  /?, 
Avodmch  entsteht 

r(cos«cos/9)  ^  j:'(-l)"a^;'^P'(sina)P;'(0)cosi//?, 
und  wenn  man  für  P(0)  seinen  Werth  aus  S.  207  setzt, 

wenn  die  Summe  sich  über  alle  v  von  0  bis  n  erstreckt,  die  n  —  v 
zu  einer  geraden  Zahl  machen,  und  für  v  =  0  die  Hälfte  genommen 
wird.     Für  ^"^(sina)  ist  eine  der  beiden  Reihen 

(n  —  v)(n  —  V — 1)    .  , 

sin«-"« -  ^      2(2n-l) sin"-"-'«  +  -  , 

/'  «  V    Y       ,  N  («— J')(2v4-1)  .  o^      ,       ^ 

CyJ      (cos(/<-v)a-^^-^|^-^cos(/*-a^-2)a  +  -J 

aus  §  51,  No.  1  und  3  zu  nehmen. 

Dieselbe  Function  kann  man  vermittelst  (52)  noch  in  eine 
andere  Form  bringen,  wenn  man  setzt 

X  =  cosa,     x^  =  cos/9,     <jp  =  ^tt. 
Dadurch  entsteht 

P" (cos a  cos ß)  =-•  Z  i"  dr'^  P,  (cos a)  P"(cos/?), 
die  Summe  über  alle  geraden  v  von  0  bis  n  genommen. 

Diese  Formel  lässt  sich  auf  eine  Art  verallgemeinern,  welche 
im  ni.  Theile  weiter  verfolgt  wird,  während  es  hier  nur  darauf 
ankommt  das  Resultat  zu  gewinnen.  Differentiirt  man  nämlich  (51) 
j^mal  nach  cosqp  und  setzt  dann  q)  —  Itt,  so  wird  die  linke  Seite 
(für  fp  —  {n) 

=  (sinösinö,)>'-^^^^-Ö^  =  ^-^-C^^^  -^)  (sin<9sinö,)^^l,(cos(9cos<9,). 

Für  die  rechte  Seite  ist  zu  beachten,  dass 

rf'-cos(y  +  2p)r/,    ^        ^       ,_^  (y4-2p)J7(y  +  p-l) 

wie  sich  zeigt,  wenn  man  die  Gleichung 
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«^ 


—  log(l — 2acosqp  -1-  a^)  =  2^  — cofincp 

vmal  nach  cosgp  differentiirt  und  dann  (p  =  ^n  setzt.  Fasst  man 
Alles  zusammen,  so  entsteht 

r     ,  9>  1_       {n-v).{r^-v-V)      ^;:+.(cos«)^:+.(cos/?) 
\y-\--r  ^     (^^^y_^i)(yj_|.y_|_2)  sin'asin'/? 

_Lr    I    jn'^C^  +  I)    (/?-y)...(^<— y— 3)     ^"+4(cosa)^';4.4(cos/g) 
+  l»'  +  -t;     j2     (n  +  y+l)...(w-f-v4-4)  sin^asin*/S 

Man  kann  bemerken,  dass  hierdurch  auch  eine  Entwickelung  der 
im  Anhange  vorübergehend  mit  C  bezeichneten  und  durch  (49,  d) 
definirten  Function  für  das  Argument  cos  «cos/?  geliefert  ist. 

Die  vorstehende  Formel  gestattet  auch  eine  Umkehrung;   sie 
giebt  nämlich 

2'J7(n-iO  rf'^P^C^)    d'P^x,)  _   d^P"(xxJ 
^^■^•■-       n(n^v)        dx^  dx\        ~      d(jtxy 

^  (x'-XXx]-!)  d^+'P'XxxJ        (x'-iy(x^-iy    d^+''P'^(xxJ 


'        2(2^+2)         d(xx,y^^     '  2.4.(2v-[-2)(2v  +  4)    d(xxj^'+'' 

Die  Ausdrücke  (a)  und  (h)  findet  mau  in  einer  Abhandlung 
von  Hansen*),  in  welcher  er  die  Gleichung  (51)  dadurch  ableitet, 
dass  er  das  Argument  z>  in  zwei  Theile  theilt,  nämlich  in 

a  =  xx^^  h=  —  ix"^ — 1  ix\  — 1  cos  g) 
und  P"(a-f  Ä)  mit  Hülfe  des  Taylor'schen  Satzes  nach  Potenzen 
von  h  entwickelt.  Die  Potenzen  von  cos^  setzt  er  dann  in  Reihen 
um,  die  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  9  geordnet  sind, 
sammelt  die  Glieder,  welche  cosj'g)  zum  Faktor  haben,  und  findet 
eine  Reihe  von  der  Form  wie  die  rechte  Seite  von  (6),  welche  er 
durch  die  linke  Seite  summirt;  dadurch  ergiebt  sich  schliesslich  (52). 
Die  Hülfsgieichung  (6)  und  ebenso  (er)  entwickelt  Hansen  in  No.  2 
nicht  auf  dem  hier  angegebenen  Wege,  auf  welchem  die  Formel 
(52)  schon  als  bekannt  vorausgesetzt  war,  sondern  auf  andere  Art, 
wobei  er  nur  voraussetzt,  dass  der  Ausdruck  von  i*"(z)  durch  einen 
«'^"  Diflferentialquotienten  gegeben  sei. 


*)  Abhandl.   der  Sachs.  Gesellsch.  d.  W.  I.  Bd.    1852,  S.  123—130:    Ueber  die 
Entwickelung  der  Grösse  (1 — 2«H-)-«")~ff  nach  den  Potenzen  von  « 


8  75    53.  Kugelfun ctionen  erster  Art.  317 

§  75.  Jacobi  hat  iu  der  mehrerwälmteu  Arbeit  im  26.  Baude 
des  Cr  eile 'sehen  Journals  das  Additionstheorem  auf  eine  Art 
abgeleitet,  welche  einen  wesentlichen  Fortschritt  in  der 
Theorie  der  Kugel functionen  bezeichnet.  Er  bedient  sich 
dazu  der  Gleichung  auf  S.  27 

'2^  drj  'In 


(4,W.../ 


^4-ßcos?7  +  Csin7;        i/^^  —  ß'  —  C*  ' 

und  zwar  genügt  es,  sie  in  dem  einfachsten  Falle  anzuwenden,  in 
welchem  A^  ß,  C,  '\} A"^ — B^  —  C'  reelle  Grrössen  bezeichneu,  von 
denen  die  erste  und  letzte  positiv  sind.  Dieses  stammt  nämlich 
aus  dem  Umstände,  dass  die  Additionsformel  eine  identische  Glei- 
chung zwischen  ganzen  Functionen  von  x,  ^x^ — 1,  cos  9),  a;,,  ^x] — 1 
ist,  also  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  gilt,  wenn  sie  für  die 
reellen  Werthe  bewiesen  ist.  Es  genügt  ferner,  wenn  man  x  positiv 
und  <  x^  annimmt ,  welches  mit  ihm  symmetrisch  verbunden  ist. 
Alle  diese  Annahmen  sind  zwar  unwesentlich;  ich  hebe  sie  aber 
hervor,  um  darauf  aufmerksam  zu  machen,  mit  wie  einfachen 
Mitteln  die  Ableitung  gelingt. 
Man  hat  identisch 


{x  —  ax^  Y—  {^x^—1  cosi//  —  }^x]  —  lGosifj^  Y 

—  {]'x'—lsmip—]/x'l—laiinp^Y  —  l—2az^a% 
also  vermittelst  (4,  6j,  wenn  a  <  1, 

1 


~  2nJ 


271^         (j^_^cos(i/;  -7y).ya;'— 1)  — a(a-,  +cos(i//,  —  v?).]^^;'^  —1) 
Entwickelt   mau    auf  beiden  Seiten   nach    aufsteigenden   Potenzen 
von  «,  so  entsteht  für  jedes  ganze  positive  n  die  Gleichung 

(53)  .  . .     />"(.)  :^  ^    r\(P,±^(}Przlihß^l  dri. 
^    ^  271./       (^  +  cos(i/;-/?).^'-l)''+^ 

Der  Zähler  des  Ausdrucks  unter  dem  Integrale,  nach  Cosinus  der 

Vielfachen  von  {xp^  —  rj)  entwickelt,  giebt  die  aus  (33,  a)  bekannte 

endliche  Reihe 

während  die  —  (w  f  1)"  Potenz,  nach  (33,  6),  gleich  der  unendlichen 
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Reihe  wird 

Da  bekanntlich  das  Produkt  der  beiden  Reihen 

6o+26iCOs(i//i— »?)-l ['2bnCOsn{xp^—7])^ 

Co4-2c,cos(t// — r])-\ —  in  infin., 
nach  T]  von  0  bis  27i  integrirt  das  2;r fache  von 

60 Co + 2&1  Cj cos (t/Zj  —  1//)  H \-2bnC„cosn{ip,—ip) 

giebt,  so  erhält  man  unmittelbar  aus  (53)  die  zu  beweisende  Ad- 
ditionsformel (52). 

Diese  Methode  lässt  sich  auch  dann  noch  anwenden,  wenn 
man  nur  die  Eutwickelung  des  Zählers  also  (33,  a),  aber  nicht  die 
Gleichung  (33,  &)  kennt,  deren  Ableitung  im  §  47  viel  schwieriger 
war  als  die  der  ersteren.  In  der  That  erkennt  man  dann  sofort, 
dass  P"(z)  die  Form  hat 

n 

^ÄvP"(a;Jcosv(i/;,  —  i/^), 

»-=1) 

wenn  hy  von  x^^  %p,  xp^^  nicht  aber  von  x  unabhängig  ist.  Die 
Symmetrie  von  z>  in  Bezug  auf  x  und  x^  lehrt  dann,  dass  P"(z>)  die 
Form  der  rechten  Seite  von  (52)  haben  muss,  und  die  Constante 
fly"^  bestimmt  man  wie  auf  S.  313. 

§  76.    Wenn  man  in  (53)  die  Function  P  auf  der  Linken  durch 
das  ihr  gleiche  Integral  von  Laplace  ersetzt,  so  erhält  man 
/-(.,+cos(V^-5^^^^ 

Diese  Gleichung  habe  ich  in  einer  Arbeit,  welche  den  50.  Band 
von  Cr  eile's  Journal  beschliesst,  direkt,  ohne  auf  die  erzeugenden 
Functionen  zurückzugehen,  durch  eine  Substitution  bewiesen.  Es 
wird  zum  Beweise  vorausgesetzt,  dass  rp  und  t//,  reell  sind;  mit 
der  Ausnahme,  dass  x  einen  positiven  reellen  Theil  erhalten  soll, 
kann  man  x  und  x^  beliebige  Werthe  ertheilen.  Die  linke  Seite 
von  (53,  d)  verwandelt  man  durch  die  Substitution  \p  —  rj~x  ^^ 

2^  (a;,+cos(«jp+x).]/^-^)" 


/ 


dx, 


(a;  +  cosx.}^a;*— 1)"+' 
zerlegt  darauf  das  Integral  von  0  bis  27r  in  eines  von  0  bis  n  und 
eines  von  n  bis  2rr,  welches  man  durch  die  Substitution  x  =  27r  —  Xi 
auf  die  Grenzen  0  und  n  bringt.     Dadurch   wird  die  linke   Seite 
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in  die  Summe  der  beiden  Integrale 

f-  (a;.  +  cos(y±y)^:^)"  ^^ 
•Jj  (a;  +  cosxVx'— 1)"+' 

zerlegt.     Die  oft  angewandte  Substitution  des  §  10,  S.  39 

cosv  =  g^cosTy-}/^^^ 
X  —  COS  ?;.ya;  —1 
verwandelt  dieselben  in 


/    (a  — 6cos7;-|-csin7^)"c??7, 


wenn  man  setzt 


b  =  x^^x^ — 1 — cos^J.irya;'  — 1, 
c  =  sinqp.ya;^—  1. 
Da  a^—W—c*  =  1  und  a  =  z,  so  wird 

6  =  co&d.yz^'—l, 

c  =  sin(J.]^s*  — 1, 

wenn  ö  einen  reellen  oder  imaginären  Bogen  bezeichnet;  die  linke 

Seite  von  (53,  a)  verwandelt  sieb  dadurch  in  die  Summe  der  beiden 

Integrale 


/ 


(35  —  cos (??  4:  d) . ]  V  - 1)"  rf/?, 

d.  h.  in  das  Integral 

y*  "(zi-cos(j?-d).]/^^^)"rf»?. 

■      0 

Da  unter  dem  Integrale  sich  eine  ganze  Function  von  cos(j; — d) 
befindet,  so  kann  mau  auch  d  gleich  Null  setzen  und  erhält  da- 
durch die  Gleich.  (53). 

Dieselbe  Gleichung  besteht  nach  dieser  Ableitung  auch  für  ganz  be- 
liebige reelle  oder  imaginäre  Werthe  von  n  wenigstens  dann,  wenn 
x,  yx'— 1,  x^,  yx]  —  1  reelle  Grössen  bezeichnen,  so  dass  also  nicht  nur 
für  die  Functionen  der  Kugel  (his  Additionstlieoreni,  sondern  eine  ganz  ähnliche 
Gleichung  wie  (52)  z.  B.  auch  für  die  Functionen  des  Kegels  gilt.  Denn  die 
w**"  und  — (n-\-iy^"  Potenzen  unter  den  Integralen  lassen  sich  nach  (32,  d) 
auf  S.  204  aucli  für  solche  ti  (hirch  trigonometrische  Reihen  von  ähnlicher 
Form  wie  die  für  ganze  n  geltenden  darstellen ,  und  die  Function  P"  kann, 
nach  den  Erörterungen  über  (6)  im  §  10,  noch  immer  gleich  p-^-^  gesetzt  werden. 

Ein    ähnliches    Resultat    erhält    man    für  jedes  n,    wenn    das   Integral   auf 
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der  linken  Seite  von  (53,  a)  nach  rj  nicht  zwischen  0  und  2/1,  sondern  bis 
zu  einer  beliebigen  Grenze  genommen  wird. 

Die  Anwendung  der  Substitution  zeigt  ferner,  dass  sich 

^   '  '''    J    (^a-\-bcosi^-\- csiüTjY+^dT] 
in  einen  Ausdruck 

n 

(a'-ß^-  y^y^(,  _^/pz:Teos(t-  ö)ydt 

{a'-b'-c')  2  " 
verwandeln  lässt.  Dieses  ist  für  das  elliptische  Integral  bekannt,  in  welches 
der  obige  Aiisdruck  übergebt,  wenn  man  n  =  —  ^  setzt.  Verwandelt  man 
nämlich  (a)  zunächst  in  ein  Integral  von  der  Form  der  linken  Seite  in  (53,  a) 
und  wendet  auf  dieses  die  Substitution  an,  so  findet  man,  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung setzt  *• 

k'  r=  {aß  -  bay+{ay-cay-  {by-cß)\ 
zunächst  für  die  Bestimmung  von  z 

aa  —  bß—cy  J^ZTi  =  ^       


Ferner  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  ö  und  der  mit  r]  veränder- 
lichen Grösse  ^ 

cß—by     \/a'—b'—c' 

smd  =  ^ , , 

a{b'+c')  —  a{bß-\-cy) 


cosö  ■= 


&}V4-c' 

^        l/a' — b'^ — c*         6  sin  77  —  ccosri 

sin?  = ZT-, — 2 r~r~^ , — ~ ' 

b-\-c  a-\-bcosrj-\-csm7j 

^  1         6' -f- c" -f-aö  cos  77 +  ac  sin  y? 

COSL  =     , —7 r ~ ~ 

i/ö'-j-c«          a-f  ocos7;»-|-csin7^ 

§  77.  Wenn  es  sich  um  Kugelfunctionen  mit  zwei  Veränder- 
lichen handelt,  sind  es  nicht  sowohl  die  Zugeordneten  selbst,  welche 
in  unseren  Formeln  vorkommen,  sondern  ihre  Verbindungen  mit 
dem  Cosinus  oder  Sinus  einer  Veränderlichen.  Wir  setzen  zur 
Abkürzung 

(54)  . . .    P" (cosö). cos vi/^  =  c;:(0,  xp\  P;(cosö).sin»'V  =  ^"(ö,  t//), 
wobei  das  Fortlassen  von   Indices,    da  wo   sie    selbstverständlich 
sind,  gestattet  sein  soll.    Ueber  diese  Functionen  ist  Folgendes  zu 
bemerken: 

a)  Die  C  und  S  sind  rationale  Functionen  der  drei 
Verbindungen  cosö,  sinöcosi//,  sinösini/;. 
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Man  hat  nämlich  wegen  S.  206 

(a)  ...     Cy±iSl  =  i''(sinöcost/;  +  isin<9sinT//)''^-^(eosö); 
^Iv  ist  aber  das  Produkt  von  (— sin^ö)-»'  und  ^",  letzteres  nach 
S.  152,  II.  Satz  eine  ganze  Function  von  cosö. 

Von  besonderem  Nutzen  wurde  die  Darstellung  der  C  und  S 
durch  bestimmte  Integrale,  welche  im  29.  Bande  des  Cr  eile' sehen 
Journals  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  über  das  Gleichgewicht  der 
Wärme  in  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  gegeben  und  angewandt  ist. 
Aus  (35,  b—c)  folgt  dieselbe  unmittelbar;  man  findet  nämlich  wenn 
man  dort  m  =  0  setzt,  so  lange  v  ^n, 

(54,  a)  . . .     Cy  cos  v7]^ S" amvt] 

= ^-(4)-^ -J      «"cosK^+^)< 

und  für  ein  beliebig  grosses  v 

^     ^      nn(2n)  J  «»^1  -' 

wenn  gesetzt  wird 

u  =  cosö4-«sinöcosi/;.cos^  +  isinösint/;.sin^. 
Diese  Formeln  verwendet  man  da,  wo  statt  der  Coordinaten  6  und 
\p  andere   eingeführt  werden,    durch   welche  sich  die  drei  Aggre- 
gate cosö,   sin  ö  cos  1//,   sin  ö  sin  i/^  rational  ausdrücken  lassen.     (M. 
vergl.  §  88.) 

ß)  Wesentlich  unterscheiden  sich  diejenigen  Cl  und  S,*^,  bei 
welchen  v<,/«ist  von  den  anderen.  Die  Functionen  Cl  und  Sn 
sind  ganze  Functionen  von  cosö,  sinöcosi//,  sinösin»/',  so  lange 
v^w,  sie  sind  nicht  mehr  ganze  Functionen  wenn  v  >>  w.  Im 
ersteren  Falle  lassen  sie  sich  als  ganze  Functionen  vom 
m'*""  Grade  und  keinem  geringern  darstellen.  (Von  einem  hohem 
selbstverständlich.) 

Der  positive  Theil  des  Satzes,  welcher  den  Fall  v  :^n  betrifft, 
ist  aus  (a)  sofort  klar,  da  ^"  ^  in  demselben  eine  ganze  Function 
von  cosö  wird;  der  zweite  folgt  aus  8.219  indem  wenn  v  >  n, 
wie  dort  nachgewiesen  ist,  P^  für  d  =  i)  unendlich  wird. 

y)  Durch  solche  C  und  S,  deren  oberer  Index  nicht  grösser 
als  der  untere  ist,  lässt  sich  P"(cosy)  linear  darstellen.  In  der  That 
folgt  aus  (52) 

Heine,  Theorie  der  Kugelfunctionen.     2.  Aufl.  21 


m,  <±^).  r{±-i^), 
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(54,  b)  ...     P(")(cosy) 

(J)  Die  Functionen  (X  und  S",  in  welchen  v^w,  sind  keine 
neuen  Functionen  sondern  lassen  sich  durch  Addition  von  (2n-\-l) 
Functionen  P"(cos;'J  darstellen  (m.  vergl.  die  Einleitung  S.  4), 
deren  Argumente  durch  die  Gleichungen 

cosy^  =  cos  ö  cos  0^  + sin  ö  sin  ö»  cos  (i// — rp,) 
bestimmt  werden,    wenn  man   i/;,  der  Reihe  nach  die   Werthe  0, 

+ ,  +        ,  ,  •  •  • ,  + r  ertheilt.    In  der  That,  wenn  eine 

—  w  +  l     "~  n-\-l '        '  ~  w+1 

Function  von  ?;,   zwischen  rj  =  —n  und  ^  =  tt,  in    eine  endliche 

trigonometrische  Reihe  entwickelt  ist 

f(rj)  =  «Q-f-a,cos??-i \-a„C0BnTj 

+  6,  sin  jy  -1 \-b„  sin  nr], 

so  lässt  sich,  wie  bekannt,  jeder  Coefficient  a  oder  b  als  lineare 

Function  der  Functionen 

2n 

ausdrücken.  Dies  auf  (54,  b)  angewandt,  beweist,  dass  man  für 
jeden  Index  v  das  Aggregat 

{-iyai"^C:(0,  i/;)P,"(cosöJ,    (-1)" a^^^ S,(d,  t//)Pr(cosö,), 
also  (X(0^xp)  und  Sl(0,xp)  selbst  als  lineare  Function  der  (2n+l) 
Functionen  P"(cosy,)  darstellen  kann. 

Im  ganzen  giebt  es  2«  +  l  Grössen  C"  und  S";  sammelt  man 
alle  mit  demselben  obere  Index  n  zu  einem  Gliede  X"(0,  tp)  oder 
kürzer  X",  so  hat  man  das  Resultat: 

Jede  Function  X  von  der  Form 

(b)  ...     X(»)  =  i(c,C(ö,  ip)  +  KS:(0,  tfj) 

mit  im  ganzen  2w-f  1  willkürlichen  Constanten  c  und  k 
lässt  sich  durch  einen  Ausdruck 

2n+l 

(c)  ...    X(»)  =  2:  Ä,P"(cos^) 

mit  eben  so  vielen  willkürlichen  Constanten  k  darstellen, 
wenn  y,  die  sphärische  Entfernung  des  Punktes  ö,  q>  von  2n+l 
Punkten  eines  beliebigen  Parallelkreises  bedeutet.  X^"^  ist  von 
keinem  geringeren  Grade  als  n  in  Bezug  auf  die  drei  Grössen  cos  ö, 
smdcoBip^  sinösini//.    M.  vergl.  den  Zusatz  zu  diesem  Kapitel. 
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fi)  Ebenso  wie  P"(cosy()  so  wird  daher  jede  Function  X^"^  von 
der  Form  (6)  der  Differentialgl.  (51)  genügen.  Entwickelt  man  das 
allgemeinste  Integral  von  (51)  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Viel- 
fachen von  1/y,  so  erhält  man: 

Jede  ganze  Function  von  cosö,  sin  ö  cos  ^,  sinösini/;,  welche 
der  partiellen  Diflferentialgl.  der  Kugelfunctionen 

(51) ...    |Y+,„,gfl|^+_l_|Y+„(„+i)^  =  ^, 

genügt,  hat  die  Form 

(b)  ...     X^"^  =  i  cCCO,  t//)  +  Äv.Sr,(Ö,  ip) 

oder  (c).  Dies  ist  also  die  allgemeine  Kugelfuuction  (Eiuleit. 
S.  4)  n**"  Grades  mit  den  beiden  Veränderlichen  6,  ip—  erster 
Art,  wie  man  jetzt  hinzufügen  muss. 

^)  Multiplicirt  man  X*-"^  mit  r",  und  führt  wieder  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  cc,  y,  z  durch  (50,  a)  ein,  so  wird  r"X*-"-*  eine  homo- 
gene ganze  Function  w"""  Grades  von  x,  y,  a,  wie  man  durch  Multi- 
plication  von  (54,  a)  mit  r"  erkennt,  da  u  ■=  x-{-iy cos ^-]-izsm^. 
Bezeichnet  man  diese  Verbindung  durch  F,  so  erfüllt  V  die  Glei- 
chung (a)  auf  S.  304 

Ö^V        6'V        d'V 

Umgekehrt  muss  aber  jede  homogene  Function  n^""  Grades  von 
a;,  «/,  5,  welche  (d)  genügt,  in  Polarcoordinaten  umgesetzt,  r«mal 
eine  ganze  Function  der  drei  Grössen  cosö,  etc.  geben,  die  (51) 
genügt,  also  gleich  r'^X'-"-'  sein.  Daher  ist  die  allgemeine  Kugel- 
function  vom  w*"'  Grade  (erster  Art)  gleichbedeutend  mit 
der  allgemeinsten  homogenen  Function  w'*"  Grades  von 
X,  y.1  J5,  die  (d)  genügt,  —  wenn  man  a;'  +  2/^  +  ^'  =  l  setzt. 
Dieser  Satz  findet  auch  für  den  Fall  sein  Analogon,  dass  statt  der 
drei  Veränderlichen  in  (d)  beliebig  viele  vorkommen. 

Anmerkung.  In  dem  Werke  von  Thomson  und  Tait 
heissen  jene  Functionen  von  a;,  t/,  z  räumliche  Kugelfunctionen  und 
für  r  =  1  Kugelflächenfunctionen. 

§  78.  Schon  an  dieser  Stelle  kann  man  zeigen,  dass  wenigstens 
jede  ganze  Function  von  cosö,  sinöcosi//,  sin ö sin t//  sich  nach 
Kugelfunctionen,  also  nach  Functionen  C"'  und  S'j'  entwickeln  lasse, 
bei  denen  v  nicht  grösser  als  m  ist.    Eine  solche  Function  f  besteht 

21  ^'^ 


324  II-  Theil.     Erstes  Kapitel.  §  78,  54. 

aus  Gliedern  der  Form 

cos"  d  sin''+."  6  cos"  xfj  sin'"  t// ; 

entwickelt  man  ein  solches  zuerst  nach  Sinus  und  Cosinus  der 
Vielfachen  des  Bogens  xp,  so  erhält  man  Glieder  von  der  Form 
Gos(x-\-fi  —  2p)ip  für  ein  gerades  /ti,  und  sm(x-{-iJ.  —  2p)ip  für  ein 
ungerades  (.i,  wo  2p  die  Zahl  x  +  |U  nicht  überschreitet.  Ein  jeder 
solcher  Sinus  oder  Cosinus  ist  mit  der  (x-f  i")'^"  Potenz  von  sinö 
multiplicirt.  Hierdurch  enthält  allgemein  smqip  oder  cos^t//  als 
Faktor  eine  solche  Potenz  von  sinö,  deren  Exponent  um  eine 
gerade  Zahl  höher  ist.    Daher  hat  die  ganze  Function  f  die  Form 

f=  F^-^rF^  sijidco&ip-{'F^sm-deos2ifj-\-'-- 
-f  Gj sin dsm\fj  +  G, sin' 6sm2xp  +  -" 

wenn  die  F  und  G,  welche  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind, 
ganze  Functionen  von  cosö  vorstellen.  Jede  von  ihnen  lässt  sich 
durch  eine  endliche  Reihe,  die  nach  Functionen  ^(cosö)  geordnet 
ist,  darstellen,  z.  B.  F^  oder  G^  durch  die  Form 

Dadurch  erhält  man 

F, sin'  ecoüiip^  a Cl -\- ß C+^  +  yC^"^  +  •  •  • 
und  einen  ähnlichen  Ausdruck   vermittelst  der  /S  für  jedes  Glied, 
welches  G  enthält. 

Hierdurch  ist  also  nachgewiesen,  dass  jede  ganze  Function 
/■(ö,  'ip)  der  drei  Verbindungen  cosö,  sin  ö  cos  i//,  sin  ö  sin  i//  sich  in  eine 
nach  Kugelfunctionen  von  ö,  xp  fortschreitende  Reihe  X^-\-X'-\-X"-\ — 
verwandeln  lässt. 

Im  V.  Bande  von  Gauss  Werken  S,  630  —  631  wird  aus  dem  Nachlass 
ein  Verfahren  kurz  mitgetheilt,  um  eine  ganze  homogene  Function  cp(x,y,z) 
vom  Grade  n  in  reine  Kugelfunctionen,  wie  es  dort  heisst,  zu  zerlegen,  d.  i. 

in  eine  Summe  die  für  r  =  1   sich  in  eine  Reihe  X°+-X^'H verwandelt. 

Wegen  des  Grades  von  q)  muss,  nach  Einführung  von  Polarcoordinaten,  ^f^ 
gleich  dem  Produkte  von  r'*  und  einer  Reihe 

sein;  in  eine  solche  lässt  sich  nach  dem,  was  soeben  bewiesen  ist,  r'~"(p  ent- 
wickeln. Berücksichtigt  man,  dass  r'X*  nach  §  77,  ^  eine  homogene  ganze 
Function  von  x,  y,  z  vom  Grade  t  ist,  —  die  F^*^  heissen  mag  — ,  so  wird 
offenbar  (f  die  Form  der  bei   Y^^^  oder   7^"-^  abbrechenden  Reihe 

(a)  ...     (p(x,  y,  z)  =  Y^"^  +  r'  Y^"-'^  +  r*  F^""*^  +  ■  •• 
dnnehmen.     Setzt  man,  was  auch  f  bedeute,  zur  Abkürzung 
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öx'  ~^'  dy'  "^  dz'  ~  ^'' 
so  besieht  nach  §  77,  ^   die  Aufgabe  darin,    die    gegebene   Fiinclion  q)  durch 
die  Gleichung  (a)  so   darzustellen,   dass  die  homogenen   Functionen   Y  zugleich 
der  (ileichung  ^  Y  =  0  genügen. 

Um  sie  zu  lösen,  gehl  man  von  der  Gleichung  aus 

(6)  ...     ./(r^-F(''--''^)  =  2v(2«-2v-fl)r'^-'F^'-'^\ 
die  man  erhält,  da 

j(r'''Y)=r'''JY-\-Avr^'-'(^x^-\-y~--\  z^y-\-2v{2v-\-iy^'-'Y, 

da  ferner  ^F  =  0  und  wegen  des  Euler'schen  Satzes   von   den  homogenen 
Functionen. 

Wendet  ujan  die  Operation  z/  auf  (a)  an,   und  bezeichnet  durch  J'  die 
t  fache  Anwendung  derselben,  so  entsteht  neben  der  ursprünglichen  Gleichung 

folgendes  System 

^'<^  =  2(2M-l)F^"^'^-f  4(2»  — 3)r'F^''   ''+6(2«— 5)r'F^'''^^+..., 
^V/)=.2.4(2«  — 3)(2/«  — 5)F^"   "*^-f-4.6(2«-5)(2»— 7>'F*"'"^-f.--, 
J'ff  ^  2.4.6(2/«  — 5)(2n-7)(2« -9)  F^""^^-f--- 
etc.  etc.     Hieraus  findet  man    zunächst,   je  nachdem  n    gerade  oder  ungerade 
ist,    F^"^  oder   F^'\  darauf  Y^'^  o.ler   F^^^  u.  s.  f. 
Beispiel.     Es  sei 
rf(x,y,z.)  =  x^-\-y'+  sH  4x^(«/'+  ^^')-i- ^\x'-\-  ^0  +  4z^(«/'-f  a^'). 
Man  hat  dami  n  =  5  und 

z/>=  i2(x'+y'^:^')^2Mx  +  yi-z)(x*-\-y'-{-z'), 
J'(f>  =  3i2(x-^y  +  z); 
andererseits  auch  aus  den  obigen  Gleichungen  für  w  :=  5 

z^>  =  2.4.5.7  F^'\ 
J'(p  =  4.7r'F^''4-2.9F^^\ 
g>=        r'Y''^i-r*Y^''+Y^'\ 
Dies  giebt  die  Auflösung 

Y''^  =  Ux^+y^+^')-irHx  +  y^z), 

Y^'^=  -3(x'+y'+z')  +  ^r'{x^+y^+i')-}r^(x  +  yi-z). 
rp{x,  y,  z)  =  Y^^^  +  r'  Y'^^^-\-r'  F^'l 
Führt  man  endlich  Polarcoordinaten  ein,  so  wird  z.  B. 
^-iy(i)  ^  »•(cosf9  4-sinÖcosi//-f-sinösiui/;), 
,._3yn)  ^  2(cos'ö— fcosö)  — ^sinö(cosVy  — T^)(cos7)-)-sin(^) 

-\-  ^sin^Ö^cosSqp  —  sm3y). 
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Ueber  die  Möglichkeit,  eine  beliebige  Function  von  6  und 
\p  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  zu  entwickeln,  wird  im  5.  Ka- 
pitel gehandelt;  eine  Function  die  für  6=0  nicht  unabhängig  von 
ip  wird ,  z.  B.  ö  -f  V  ?  wird  man  sicher  nicht  im  ganzen  Intervalle 
durch  eine  solche  Reihe  darstellen  können,  da  die  C  und  S  ganze 
Functionen  der  drei  Aggregate  cosö,  sin  ö  cos  i//,  sin  ö  sin  V'  sind. 
Nach  der  Methode  des  §  14  und  15  zeigt  man  aber  sogleich:  Wenn 
/■(ö,  xp)  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  der  beiden  Veränderlichen 
6  und  1//,  von  ö  =  0  bis  rr  und  t//  =  0  bis  27r,  die  in  gleichem  Grade 
convergirt, 

ra=0  »'=0 

entwickelt  werden  kann,  so  kann  dies  nur  auf  eine  Art  geschehen, 
oder  was  dasselbe  ist,  0  kann  nur  auf  eine  Art  in  eine  solche 
Reihe  entwickelt  werden. 

Zum  Beweise  untersucht  man  nach  der  Methode  des  §  14  die 
drei  Integrale 

A  =ysinö(9<?y*'''c:(ö,  i/OC(^,  '/^)5U^, 


ü 


B  =J  ""^mdddP'cXd,  xp)S''u(d,  ip)dip, 

0  () 

0  0 

in  denen  m,  w,  jw,  v  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  und  m  ^  w, 
jM  <  V.  Es  zeigt  sich,  dass  B  immer  Null  ist,  A  und  D  aber  nur 
dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  zu  gleicher  Zeit  fi  =  m  und 
V  =  n.  Da  nämlich  C,„  und  S,„  das  Produkt  einer  Zugeordneten 
von  eosö  und  aus  co&mxp  resp.  fimmtp  bezeichnet,  so  enthalten  die 
drei  inneren  Integrale  xp  nur  in  der  Verbindung  resp. 
cosmt/^cos/itt/^,     cosmipsm/.i\p^    Mnmxpsm/uxp. 

Daher  ist  B  immer  Null,  ferner  ^4=0  und  D  =  0  wenn  nicht 
jtt  =  m.  Setzt  man  aber  fi  =  m^  so  reduciren  sich  A  und  D  im 
allgemeinen  auf 

71  /    PmPm^mOdd; 

ü 
für  m  =  0  giebt  A  das  Doppelte ,   D  aber  0.     Nach  §  62  ist  das 
Integral  0  sobald  w  und  v  verschieden  sind,  ferner  nach  (46,  6)  gleich 
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^     '^      (2n+l)     a^j) 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen  und  noch  ausserdem  das  Resultat  ge- 
wonnen, welches  bald  Anwendung  finden  wird,  dass  für  (.i  =  in 
und  V  =^  n  sei 

47r  1 

nur  für  m  =  0  hat  man  I>  =  0  zu  setzen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Constanten  c  und  A  bei  der 
Entwickelung  von  0  in  die  Form  (c)  selbst  gleich  Null  werden. 
Multiplicirt  man  nämlich  (o),  nachdem  f  gleich  Null  gesetzt  ist,  mit 
Cm  sind 66 dip  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  27r  resp. 
TT,  so  entsteht 

In  ähnlicher  Art  zeigt  man,  dass  kZ  =  0. 

Sammelt  man  alle  Kugelfunctionen  C  und  S  des  gleichen 
Grades  zu  je  einem  Gliede  -X",  so  folgert  man  aus  dem  Umstände 
dass  A,  B,  D  verschwinden,  wenn  die  Indices  n  und  v,  und  anderer- 
seits m  und  ji<  verschieden  sind,  die  Gleichung 

(e)  ...     f^smddd/  '\\"(ß,  ip)X''(6,  xp)dxp  =  0, 

wenn  nicht  n  =  v. 

Laplace  beweist  (e)  aus  der  Differentialgleichung  (51),  der  f  :=  X" 
genügt,  indem  er  dieselbe  mit  X^ sinO Sddip  multiplicirt  und  zwischen  den 
angegebeneu  Grenzen  integrirt.     Dadurch  entsteht  zunächst 

-n(n  +  l)f''r''x"X''siüed6drp 

0  0  I)  0  ~ 

Eine  zweimalige  Integration  von  jedem  der  beiden  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  zeigt,  dass  man  auf  derselben,  also  auch  auf  der  linken,  die  Indices  n 
und  V  umtauschen  kann,  dass  daher  das  Integral  auf  der  Linken  mit  «(/«-{- 0 
multiplicirt,  gleich  seinem  Produkte  mit  v(v-\-l),  dass  es  selbst  also  Null  sei. 

Die  bisher  gewonnenen  Resultate  dienen  dazu,   eine  Function 

/"(ö,  ip)  in  eine  solche  Reihe  (c)  von  Kugelfunctionen  zu  entwickeln, 

(c)...   f(e,ip)  =  x'  +  ri---i-x''  +  - 
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wobei  die  Möglichkeit  der  Entwickelung  noch  vorausgesetzt  wird, 
(über  welche  wir  im  5.  Kapitel  handeln).  Wendet  man  den  Aus- 
druck von  X  in  (c)  an,  so  erhält  man  durch  Vertauschung  von 
ö,  ip  mit  öj,  1/^,, 

W, v^.)  =  2:x:,  x:  =  zc:c:{e,, ipji-Ksxe,,  1/;,). 

V 

Eine  von  den  Kugelfunctionen  ist  auch 

bildet  man  nun 

y*"8inö,ÖÖ,/'V(cosy)/'(Ö„VJÖV/„ 

so  bleibt  dies,  wegen  (e),  unverändert,  wenn  man  f  mit  dem  einen 
Gliede  X"  vertauscht.  Wendet  man  (d)  an,  so  wird  das  Integral 
daher 

d.  h.  gleich  inX""  getheilt  durch  2«  4-1-  Dies  giebt  den  Satz: 
Lässt  sich  f{d^\p)  in  eine  Reihe  (c)  entwickeln,  welche  in 
gleichem  Grade  convergirt,  so  ist 

0  (J 

1.  Anmerkung.  Will  man  X  in  seine  Bestandtheile  C  und 
S  zerlegen,  so  findet  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  c 

cl  =  {—\Y'al—^J    P:,(cosö)sinöö(9/     fid,  xp) cos mxpdrp. 

i)  0 

Durch  Vertauschung  von  cosmv  mit  mnmip  erhält  man  A",. 

2.  Anmerkung,  Das  Integral  von  coH)mpcof^f.iip dtp  und 
sin  mi/»  sin  pi// rfv^  ist  für  jedes  ganze  m  und  n  gleich  Null,  wenn  m 
und  (X  verschieden  sind  und  von  0  bis  tc  integrirt  wird.  Integrirt 
man  nur  bis  ^tt,  so  findet  dasselbe  statt,  sobald  m  und  /t*  gleich- 
artige Zahlen  vorstellen,  d.  h.  tn — |tt  gerade  ist.  Aehnlich  verhält 
es  sich  mit 


y?,:  (cos  6)  P",  (cos  ö)  sin  6  dO. 


Sind  n  und  v  gleichartig  so  lässt  sich  das  Produkt  der  beiden  Zu- 
geordneten nach  Cosinus  der  geraden  Vielfachen  von  d  entwickeln; 
das  Integral  hat  also  die  Form 
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6,  sin  Ö  4-  6,  sin 3Ö  +  b, sin bO -{-■■' 
und  giebt  demnach  zwischen  0  und  ^  n  integiiit  die  Hälfte  des 
Werthes,  den  man  durch  Integration  bis  n  erreichen  würde,  — 
also  Null,  wenn  ti  und  v  verschieden  sind.  Man  findet  daher  den 
Satz,  dessen  wir  uns  im  §  98  bedienen  werden :  Wenn  f(0,  xp)  bei 
der  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen  nur  C  oder  nur  S  enthält, 
und  zwar  solche,  deren  oberer  Index  mit  einer  Zahl  n,  deren  unterer 
mit  einer  Zahl  m  gleichartig  ist,  so  geben  {m  ^  n)  resp. 

J^mdde/fiO,  yp)Cldxp,     ßmeddjf{e,  xp)Sldiij, 

0  U  ^)  0 

nach  d  bis  n  nach  \p  bis  '2ti  integrirt  das  8fache  von  dem  Werthe, 
den  man  erhält,  wenn  man  beide  Male  bis  j/r  integrirt.  Ist  z.  B. 
fiO,ip)  eine  ganze  Function  von  cosö,  sinöcost/^,  sinösimi;  höch- 
stens vom  Grade  w  — 2,  so  werden  beide  Integrale  gleich  0;  die 
Bedingung  für  f  wird  erfüllt,  wenn  nur  solche  Potenzen  von  cosö 
darin  auftreten,  welche  mit  n  gleichartig  sind,  zugleich  von  sinö, 
die  mit  m  gleichartig  sind  und  von  sint/;  nur  gerade  (beim  ersten 
Integrale)  oder  nur  ungerade  (beim  zweiten).  Die  Sätze  über  das 
Verschwinden  jener  beiden  Integrale  lassen  sich  als  die  Verall- 
gemeinerung des  Fundamentalsatzes  von  Legen dre*)  betrachten, 
nach  welchem 


/ 


(a  +i?x-+  yx*-\ h  xx'"-')P'^"{x)dx  =  0. 


(j 


Man  vergl.  über  denselben  S,  73. 


Zusatz  zum  ersten  Kapitel. 


Geometrische  Bedeutung  der  Kugelfunctionen.     (M.  vergl.  S.  322.) 

Die  zweite  Hälfte  der  6.31.  Seite  im  5.  Baude  von  Gauss  Werken  ent- 
liält  unter  dieser  üebersrlirift  einige  Aur/.eicliuimgen ,  welclie  icii  im  68.  Bd. 
von  Borchardt's  Journal,  S.  386 — 389  in  der  folgenden  Art  diircii  Betrach- 
tung der  Analogie  zwischen  den  Kreis-  und  Kugelfunctionen  zu  erläutern  ver- 
suchte. 

(a)  Auf  der  Peripherie  eines  mit  dem   H.kUus   1   beschriebenen  Kreises  A' 


*)    Memoiren  von   1784,  8.  372. 
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nehme  mau  n  feste  Punkte  ^,,  A^,  ...  An-    Die  Bogenentfernung  eines  jeden 

Fig.  2. 


von  dem  vorhergehenden  soll  —  hei  ungeradem  n,  bei  geradem  n  aber  — 

n  °  n 

betragen.    (In  Fig.  1   ist  n  =  5,  in  Fig.  2  ist  n  =  4.)    In  dem  letztern  Falle 

halbire  man  den  Bogen  A^An  (hier  A^A^),   welcher  kleiner  als  n  ist  in  A. 

Bezeichnet   man    durch    P  einen   unbestimmten  Punkt  auf  der  Peripherie 

des  Kreises  und  sind  PA,  PA^,  etc.  seine  Bogenenlferuungen  von  ^,  A^,  etc., 

so  wird  das  Produkt 

J7=  2"-icosPyl,  .cosP^,...cosP^„ 
für    ein    ungerades    n    gleich    cos(w.P^j)    oder,    was    dasselbe    ist,    gleich 
cosw.P.^^  =  co?<n.PA^,  etc.,  bei  geraden  ti  aber  cosfw.P^).   Dies  ist  nämlich 
der   Satz,  welcher  in  den  beiden  bekannten  Formeln 

coswö  =  2''-Jcosöcos(ö+ — )cos(ö-H^).-.cos(ö  +  "-I1^27r), 

cos.ö=.2-cos(ö  +  ^)cos(ö  +  ^)...cos(ö+^.) 

Xcosf  6 — ^;— jcosf  ö — -— )...cos(  ^ — n) 

V         2w/       V         2w^  V  2w       / 


enthalten  ist,  von  denen  die  erste  für  ungerade,  die  zweite  für  gerade  n  gilt. 
Im  ersten  Falle  bezeichnet  man  PA^,  im  zweiten  PA  mit  6. 

(b)  Indem  man  von  einem  Punkt  P  des  Kreises  zu  einem  Punkt  P  der 
Kugel  übergeht,  gelangt  man  von  dem  Cosinus  des  n  fachen  Bogens  zur  Kugel- 
function  «''""   Grades. 

Man  drehe  den  Kreis  K  um  seinen  Durchmesser,  der  iui  ersten  Falle 
(wenn  n  ungerade  ist)  von  A^,  im  zweiten  von  A  aus  gezogen  wird.  PA, 
PA^,  etc.  seien  die  sphärischen  Entfernungen  eines  Punktes  P  der  Kugelober- 
fläche von  A,  Aj,  etc.  Setzt  man  im  ersten  Falle  PA^,  im  zweiten  PA 
gleich  d,  und  nennt  den  Winkel,  den  K  mit  der  ursprünglichen  Lage  von  K 
bildet  (die  Länge),  tp,  so  wird  resp. 
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cosFAy^i  =  cosC/cos f-smc/sin coscp, 

n  n  ^ 

VA  a      (w  — 2v+l)7r    ,    .    _  .    in--1v\V)n 

cosr^w  =  cosöcos^^ f-sinösin^^ — cosop. 

n  n  ^ 

Man  setzt  nun 

oosö  =  Mcosip,     sinOcoiicp  =  Ma'mip 
und  erhält  dann  resp. 

eos  PAy +  1  ^=  Mcosixp ),        oosP/ly  =Mcos('ib ^^t — ^\ 

^  n    ^  ^  2n  y 

in  beiden  Fällen  also 

n  =  2"-'cosP^,  .cos PA^... cos PA„  —  M»cosnyj. 

Setzt  mau  für  M  und  xp  ihre  Werlhe  in  6  und  gj  zurück,  so  erhält  man 

271  =  (cosd -\- isinOcos(p)"-\- (cosO  —  esinöcosg))". 

Die  Kugelfunction  «'•'"  Grades 

1     /*" 

—  /     (cosö -|-*sinöcos^)"rf^, 

0 

ist  daher  das  Mittel  unter  allen  Werthen,  die  11  annimmt,  wenn 
der  Punkt  P  festgehalten  wird,  während  der  Kreis  K  sich  um 
seinen  in  A^  resp.  A  mündenden  Durchmesser  dreht.  Dies  ist  die 
geometrische  Bedeutung  der  Kugelfunction. 

(c)  Das  Aufsuchen  des  Mittelwerthes  einer  Function  f(q)),  welche  in  eine 
endliche  nach  Cosinus  der  ganzen  Vielfachen  von  q>  geordnete  Reihe  entwickelt 
werden  kann  und  mit  cos(w — 1)^  schliesst,  erfordert  nicht  die  Ausführung 
einer  Integration.  Er  lässt  sich  auffinden,  wenn  f{(p)  für  n  Abscissen  g)  von 
0  bis  n  gegeben  ist;  man  kann  aber  diesen  mittleren  Werth  durch  geeignete 
Wahl  der  Abscissen,  etwa  aus  der  Hälfte,  aus  ^w  oder  ^(n-\-l)  Ordinalen, 
bestimmen.     Ist  nämlich 

/"(y)  ^=  ^0  ~1~  ^1  *"^^  9'  'l"  ^i  *"*'^  2qp  -) , 

so  wird  für  jetles  gerade  fi 

/^-  +  /^— +  --+r     ^         =\n{a,-ar,-]ra2n—-), 
so  dass 


1     /"^ 


0 

2  ,    1 

gleich   der  linken  Seite  der  ersten  Gleichung  n)al  —  oder  der  zweiten  mal  — 

n  11 

wird,   sobald  f  kein  höheres  Glied  als  das  v''"  enthält.    Hierdurch  ist  zugleich 

bewiesen,  dass 

'       ,       dx 


.1 
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wenn  x(*)  ^'"^^  ganze  Function  von  x,  liöclistens  des  Grades  n — 1,  bezeichnet 
und  11  gerade  ist,  durch  Interpolation  aus  den  Ordinaten  von  nur  \n  Abscissen, 
nämhch 

71  Zu  .  .^   TT 

X  =  cos  — ,      cos  — ,     •  •  • ,      cos  (M  —  1 )  — 
n  n  ^  n 

berechnet  werden  kann.     M'.  vergl.  S.  22. 


Zweites    Kapitel. 

Entwi(3kelung  der  Kugelfuiiction  zweiter  Art  und  der 
Cylinderfunction  nach  denselben  Methoden. 

§  79.  Ein  ähnliches  Additionstheorem,  wie  das  von  Laplace 
für  die  Kugelfunction  erster  Art,  habe  ich  auch  für  die  Functionen 
zweiter  Art  entwickelt  und  zwar  auf  zwei  Arten,  von  denen  die 
erste  dem  Verfahren  von  Laplace  (§.  73)  entspricht,  die  zweite 
demjenigen,  Avelches  im  §  76  angewandt  wurde. 

Bei  der  ersten  Methode  geht  man  davon  aus,  dass  Q(z)  der- 
selben Differentialgleichung  (51)  oder  (51,  d)  genügt  wie  P{z).  Um 
sie  möglichst  einfach  darzustellen,  wird  hier  angenommen,  es  sei 
X  und  x^  positiv  reell,  x,  <  1,  und  x  so  gross,  dass  xx^  >  1.  In 
diesem  Falle  wird  nämlich 

Z  =  XX^  —  j/üJ^ — 1  '^x'\  —  1 .  cos(i//,  —  xp) 
nie  zugleich  reell  und  ^1,  ist  also  z  sicher  kein  Punkt  im  Quer- 
schnitt, welchen  reellen  Winkel  auch  q)  =  tp^  —  xp  vorstellt. 

Setzt  man,  dem  Gange  des  §  73  folgend, 

•■ja 

Q   (z)  =  ^Uy  GOS  Vfp^ 

v=0 

so  wird  u  die  Form  haben 

Uy  =  Qy  P"(a;)  +  hy  (?"(a;), 
und  zwar  ist  g  gleich  Null  zu  setzen,   da  Q  endlich  bleibt  wenn 
auch  ic  =  oo  wird,  also 

Uy  =  liyOlCx), 
wo  h  nur  noch  die  Veränderliche  x^  enthalten  kann.    Da  in  z  die 
Buchstaben  x  und  x,   mit  einander  vertauscht  werden  dürfen  und 
UyCoavcp^   daher  auch   h,Q"(x)coavrf^   also  /^^,cosv(^  der  partiellen 
Differentialgleichung  (51,  a)  gentigt,  wenn  man  in  derselben  x  mit 
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cCj  vertauscht  hat,  so  muss  /*  die  Form  haben 

Hierin  ist  d  Null  zu  setzen,  da  Q(xJ^  nicht  aber  Q"(z)^  für  x^  =  1 
unendlich  wird,  so  dass  man  findet 

Um  die  Constante  y  zu  bestimmen,  multi])licirt  man  diese  Gleichung 
mit  a;"+^  und  setzt  x  =  oc.  Nach  (12)  und  (33,  b)  geht  dann  die 
linke  Seite  in 

über,  während  die  rechte  sich  in 

^yv^v(-^,)cosj^9) 

verwandelt.  Bestimmt  man  hieraus  y  uud  setzt  seinen  Werth  ein, 
so  erhält  m.an  das  gesuchte  Additionstheorem  für  die  Kugel- 
function  zweiter  Art,  welches  (52)  entspricht 


(55) ...  («+i)C>"  (xx—]^x'—l  ]^x]-l.Gos(p)  =  2:' PX^i)OX^)(^osv(p. 
Dieses  Verfahren  beruht,  ausser  der  Voraussetzung  über  x  und 
iCj,  noch  auf  mancherlei  anderen,  die  man  für  die  Kugelfuuction 
erster  Art  machen  durfte,  da  sie  eine  ganze  Function  von  z  ist. 
Die  Ableitung  und  Vervollständigung  erfolgt  deshalb  noch  durch 
eine  zweite  Methode,  die  zugleich  den  Charakter  der  Verifikation 
besitzt.  Die  Reihe  auf  der  Rechten  in  (55)  wird  nämlich,  mit  Hülfe 
des  Ausdrucks  der  Kugelfunctionen  durch  bestimmte  Integrale, 
summirt  und  der  Summenausdruck  durch  eine  Substitution,  nach 
Art  der  im  §  76,  transformirt,  wodurch  sie  in  (n-\-}.)Q'\z)  oder, 
bei  anderen  Voraussetzungen  über  x  und  x^^  in  eiuen  verwandten 
Werth  tibergeht. 

§  8U.  Es  soll  die  Function  Q"(z)^  bei  festgehaltenen  x  uud  er,, 
für  alle  reellen  Bogen  tp  und  ip^  in  eine  nach  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  ^p^  —  yj  =  cp  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden. 

Damit  Q  endlich  bleibe,  darf  z  nicht  gleich  1  werdeu;  hieraus 
folgt,  dass  X  und  a;,  nicht  beide  rein  imaginär  sein  können.  Wäre 
nämlich  x  =  ii/,  a;,  =  «y, ,  so  würde  z  für  q)  =  n  gleich 

yy.  +  i^y'+ir't/TTi 

sein,  also  positiv  und  >  1,  während  es  für 
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y         Vi 


zu  Null  herabsinkt,   also  für  einen  Werth  von   q)  zu  1  wird.     Es 
wird  nun  festgesetzt: 

1)  X  und  cc,  sind  nicht  negativ. 

2)  Man  hat  J^^^^Jf.""^- 

^  X—1  iCj  —  1 

Hierin  ist  schon  die  Bestimmung  enthalten,  dass  x  und  x^ 
nicht  zugleich  rein  imaginär  sein  sollen,  und  wenn  eine  von  den 
beiden  Zahlen  rein  imaginär  ist,  dass  dieses  x  sei.  '  Denn  keiner 
der  Moduln  sinkt  unter  1;  er  erreicht  nur  dann  1,  wenn  das  Ar- 
gument X  oder  cc,  rein  imaginär  ist. 

Man  betrachte  die  beiden  Integrale,  welche  in  dem  Ausdrucke 

(x  —  }/a;'— 1 .  cos  iv)"  dv 


•^    {x,-ix]—\.^ 


,cos(^  +  iü))"+^ 

enthalten  sind,  wenn  v^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  im  §  36,  näm- 
lich der  gehörig  definirte  Logarithmus  ist  ilog(a;-f  1)  — ^log(a; — 1). 
(M.  vergl.  S.  160.)  Der  Integrationsweg  für  o  ist  derselbe  wie  im 
§  36,  S.  159;  beginnt  also  bei  »  =  0  und  sein  reeller  sowie  sein 
imaginärer  Theil  gehen  ohne  Maximum  oder  Minimum  in  den 
reellen  und  imaginären  Theil  von  »„  über.  Das  arithmetische 
Mittel  s  aus  den  beiden  Integralen  (a)  wird  auf  doppelte  Art  um- 
gestaltet: 

a)  Zuerst  entwickelt  man  «  in  eine  trigonometrische 
Reihe.  Zu  dieser  führt  die  Gleichung  (34,  a).  Da  in  dem  vor- 
liegenden Falle  die  Ungleichheiten  bestehen 

aj  +  l  X  -\-\ 

Jiv  <  JU^  <  i^/^log^3^  <  zc/^log^^^Y' 

letztere  wegen  der  2.  Festsetzung,  so  darf  man  sich  dieser  Formel 
bedienen  und  erhält 

(a.,-}/^-:il.C0s(qp±it.))-»-^  =  -^^^^^^'^^ri^:)^^^v{sf±^r>). 

Diese  Reihe  convergirt,  wie  ihre  Herleitung  zeigt,  in  gleichem  Grade; 
setzt  man  sie  in  (a)  ein,  so  wird  s,  der  Werth  des  arithmetischen 
Mittels,  sich  in  Bezug  auf  (f  auf  eine  Cosinusreihe  allein  reduciren 
und  man  erhält 
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,..  1         /I(2«) 


2"-i  n(n)n{n) 

X       „  /**"  / 

X^'  Pv{x^)c(i^vq>l    {x  —  ya;* — l.cosip)"cosvivrfu. 

I! 

Das  hier  in  (6)  auftretende  Integral,  mit  dem  vor  der  Parenthese 
befindlichen  numerischen  Faktor,  ist  aber  nach  (38,  h)  überall  ausser- 
halb des  Querschnitts  gleich 

h)  Zweitens  vergleicht  man  *  als  arithmetisches  Mittel 
aus  den  Integralen  mit  dem  Integrale,  welches  gleich 
Q{z)  ist.  Dazu  dient  die  Substitution  des  §  36  unter  2),  durch 
welche  sich  (o)  sofort  in 

du 


f 


(a  +  &cosm+csiniM)''+' 

verwandelt,  wo  a,  6,  c  genau  dieselben  Grössen  vorstellen,  welche 
im  §  76,  S.  319  durch  diese  Buchstaben  bezeichnet  wurden,  so  dass, 
wenn  man  auch   hier  den  Bogen  d  einführt,   sich   ergiebt:    Sind 
die  gegebenen  Grössen  x  und  x^  positiv,  ist  ferner 
.y  x-\-l  ..  x.-\-l 


1     ^  "^   x,-l  ' 
setzt  man  endlich 

xx^  —  c,o&(p.^^x''—\^x]—l  =  5, 
x^]fx^—l  —  GOfiq).x]fx^^  —  l  =  j/js'— Icosd, 
amcp.^x]  —  !  —  yz^— Isin^, 
so  besteht  ausserhalb  des  Querschnitts  die  Gleichung 

du 


(55,a)...     ^f 


(;5  4- |/s*-l. cos (m -(?))"+ 1 
J'/'"(^.)(?"(^)cos»'(jp. 


2«+l 

Die  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Reihe  stimmt  mit  dem  (w-f^)"'" 
Theile  der  rechten  Seite  von  (55)  überein;  die  linke  Seite  giebt, 
was  am  Schluss  des  §  79  in  Aussicht  gestellt  war,  den  Ausdruck 
für  die  Summe  der  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral.  Man  darf 
aber  nicht  übersehen,  dass  die  Gleichung  nicht  gestattet  für  x  den 
Werth  im  Querschnitt,  cosö,  zu  setzen,  sondern  nur  den  Werth 
am  Rande,   also    cosö-f  O.i.     Da   man    aus  (37,  c)   weiss,    dass 
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0"(cosö4-0.i)  gleich  der  Summe  von  Ql^co^d)  und 

(_l)v+i  i  i  ;r  (2«  + 1)  ai"^  P^"^ (cos  ö) 
ist,  so  findet  man  hierdurch: 

Für  X  =  cosö,  0  <  ö  <  ^JT  ist  die  rechte  Seite  von  (55,  a) 
abzuändern  in 

Das  Integral  auf  der  Linken  von  (55,  ä)  lässt  sich  nach  S.  169 
durch  (?'X^)  ^i^tl  P"(z)  ausdrücken.  Es  sei  z  positiv  und  von  der 
Form  p  +  iq]  x  und  x^  genügen  den  beiden  Festsetzungen  auf 
S.  334.  Je  nachdem  der  reelle  Theil  von  d  den  kritischen  Winkel 
\p^^  dessen  Werth  man  S.  169  unter  1—4  findet,  nicht  überschreitet 
oder  überschreitet,  ist  jenes  halbe  Integral  resp. 

öXz  +  O.O,     Q\z  +  0.i)±i7iP\z). 
Das  Resultat  für  ein  negatives  z  ergiebt  sich  hieraus  von  selbst. 

§  81.  In  den  Fällen,  dass  (die  positiven  Grössen)  x  und  x^ 
nicht  complex  sondern  reell  oder  rein  imaginär  sind,  wollen  wir 
die  fertigen  Formeln  angeben. 

1.  Fall:  X  und  rc,  sind  reell  und  kleiner  als  1.     Wir  setzen 
a;  =  cosö,     a;j=cosöj,     Q<id<i\n^     0  ■<  0^  ■<  iin. 

Ferner  hat  man 

s  =  cosöcosö, -}-sinösinö,  cos^)  =  cosj/,     6  >  öj, 
die   letztere  Ungleichheit  wegen   der    2.   Festsetzung  der   S.  334. 
Alsdann  erhält  man,  so  lange  cosy  positiv  ist,  dieselbe  Form  wie 
(55),  nämlich 

(n  +  -h)Q\GOsy)  =  J"P"(cosöJQ"(cosö)cosv(^. 
Eine  Rechnung  wegen  ö  hier  anzustellen  wäre  überflüssig,  da  beide 
Seiten  reell  sind,  sich  also  nicht  um  Vielfache  von  ^7TiP'"(cosy) 
unterscheiden  können.  Wenn  cosy  negativ  wird,  während  qp  von 
0  bis  27r  wächst,  so  entsteht  keine  Diskontinuität  indem  ^"(cosy), 
wo  Y  durch  ^n  geht,  für  ein  gerades  n  verschwindet,  für  ein  un- 
gerades n  sich  unendlich  wenig  ändert. 

2.  Fall:  x  und  x^  sind  reell,  a;  >  1,  x^<:l.  Die  2.  Fest- 
setzung der  S.  334  verlangt,  dass  sei 

x-\-l        1-faj, 


iC-1   ^   1-x^  ' 

oder  wenn  man  auflöst,  sro;,  >  1.    Wir  haben  also   den  Fall  des 
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§  79,  iu  welchem  wir  nur  die  Bestätigung-  der  früher  gewonnenen 
Formel  (55)  erlangen.  Denn  ^  ist  nun  von  der  Form  p+gi,  wo 
p  und  q  positive  Werthe  bezeichnen,  und  q  das  Zeichen  von 
cosy.]V— 1  besitzt.  Ferner  hat  ^z''—l  nach  §  10,  S.  40  die  Form 
p^z^q^i^  endlich  x^]^x'^—l—(ios(p.xyx^—l,  also  auch  y^'— lcos<J, 
die  Form  p.  +  ^j«.     Hieraus  folgt,  dass  der  reelle  Theil  von 

cosö  =       -L     . 

das  positive  Zeichen  hat.  Bringt  man  d  in  die  Form  a  -\-  ßi,  so  ist  also 
a  <  ^  TT,  während  der  kritische  Winkel  ip^  des  §  39  nie  unter  4  ^ 
herabsinkt.  Dem  Querschnitt  kann  s  nicht  angehören,  da  es  nur 
für  cos^==0  reell,  dann  gleich  aüCj,  also  grösser  als  1  wird.  Die 
früher  für  diesen  Fall  gewonnene  Gleichung  (55)  ist  jetzt  also 
bewiesen, 

3.  Fall:  Es  seien  wieder  x  und  cc,  reell,  aber  o-,  >  1,  x  <.l- 
Wir  machen  x  =  cosö.  Dieser  Fall  ergänzt  den  vorigen,  da  aus 
der  2.  Festsetzung  folgt  xx^  <  1.  Wir  nehmen  zuerst  ^  tt  <  qp  <  |7r, 
so  dass  z,  also  auch  \'z'—l^  endlich  auch  y;-"— l.cosd  die  Form 
besitzt  p-\-qi<i  und  dass  eos(J  von  der  Form  ist  (p4- ^0  •  (Pi  ^^iOj 
d  also  wiederum  einen  reellen  Theil  unter  ^n  hat,  so  dass  ö  durch 
0  ersetzt  werden  darf  Da  x<il,  so  ist  die  modificirte  Gleich. 
(55,  d)  anzuwenden. 

Indem  man  in  diesem  Falle  hat 

s  =  37,  cos  ö  —  i  \'x^j  —  1 .  sin  ö  cos  9), 
tritt  an  die  Stelle  von  (55),  so  lange  —  {  n  <.  cp  <.  {n  die  Gleichung 

Das  Resultat  in  dem  Falle  — ^7r<^<|5T,  gewinnt  mau  durch 
Vertauschuug  von  i  mit  —  i,  wobei  man  nicht  vergessen  darf,  dass 
i  auch  in  Q"(cosö)  vorkommt.  Setzt  man  (p  =  471+Oi  und  nimmt 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Funetionswerthen  in  diesen  beiden 
Fällen,  so  entsteht 

(n-\-i)Q\x,coHO)  =  J'P;X^,)0"(cosö)cos4i';r. 

4.  Fall:    Es  sei  x  rein  imaginär,  x^  reell  und  kleiner  als  1. 

Man  setze 

x^  =  cosö,     0  <  ö  <  ^TT,     X  =  iy. 

Heine,  Theorie  der  Kii{;eiruuctioiieii.     2.  Aufl.  ^2 
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Die  2.  Festsetzung  ist  dann  von  selbst  erfüllt.    Indem  man  hat 

5  =  sin  ö .  cos  (p .  ]^y'  + 1  + ««/  cos  ö, 
so  sind  s,   j^s^— 1,    ]/s'— l.eosd  von  der  Form  ±p-\-qi^    woraus 
folgt,  dass  auch  hier  der  reelle  Theil  von  ö  unter  ^n  liege  und  0 
für  d  gesetzt  werden  darf.     Auch  in  diesem  Falle  gilt  (55). 

5.  Fall:    Es  seien  x  und  x^  reell  und  a;  >  o;,  >  1.     Dann  ist 

Z  =  XXi  —  C08(f>.]'X^  —  l]'x]  —  l 

immer  positiv  und  >  1,  während  der  kritische  Werth  i/Zq  in  diesem 
Falle  n  wäre.     Daher  gilt  (55). 

6.  Fall:    Es  sei  a;  rein  imaginär,   a?,  reell  und  grösser  als  1. 
Setzt  man  x  =  iy,  so  wird 

z  =  i(yx^ — coscp'^y^-{-l]^x] — 1). 
Da  z  rein  imaginär  ist,  so  hat  man  tp^  =  ^tt;  ferner  ist 

]'5*— l.cos(J  =  i(x^  yy^+l— !/ya;f  — l.cosg)) 
rein  imaginär  und  offenbar,    selbst  noch    für   qp  =  0,  positiv.     So 
lange  nun 

a)  z  positiv  bleibt,  ist  cos(J  reell  und  positiv,  also  d  <.ipo  und 
(55)  gilt.    Wenn 

b)  s  negativ  wird,  so  ist  die  Reihe  in  (55)  gleich 

(w  +  ^)((?"(.)-mr(^)). 
Bei   dem  Uebergange  von  einem  positiven  zu  einem  negativen  z, 
an  der  Stelle  z  =  0.i  tritt  kein  Sprung  ein,   indem  0"(0)  für  ein 
gerades  n  denselben  Zahlwerth  wie  7rP"(0)  hat  (S.  12);  für  ein  un- 
gerades n  wird  P"(0)  =  0  und  (?"(0.i)  =  Q"{-0.i). 

§  82.  In  den  §§  80 — 81  wurde  für  qp  eine  reelle  Grösse  ge- 
setzt. Die  Gleichung  (34,  a)  verschafft  aber  noch  immer  den  Aus- 
druck (6)  des  §  80  für  s,  wenn  selbst  cp  einen  imaginären  Theil  ico 
enthält,  der  aber  so  beschaffen  ist,  dass  w  vermehrt  um  den  reellen 
Theil  von  jlog(a;j+l) — ^^og{x^ — 1)  unter  v^  liegt.  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  muss  man  (34,  6)  statt  (a)  zur  Reihenentwickelung 
verwenden.  Hier  soll  nur  der  Fall  eines  rein  imaginären  x  und  x^ 
behandelt  werden,  welcher  im  IL  Bande,  bei  dem  Potential  des 
Kreises  von  Wichtigkeit  ist.  Es  sei  x  =  iy,  x^  =  iy^^  wenn  y  und 
t/,  positive  Grössen  bezeichnen. 

Man  betrachte  das  arithmetische  Mittel  s  der  beiden  Integrale, 
welche  in  dem  Ausdrucke 
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(«)...  / 


(X,  +  COS(x  +?"P).  ]'X'\  —1)"+^ 

enthalten  sind.  Nach  (34,  6)  verwandelt  sich  dieser  in  die  Reihe, 
deren  allgemeines  Glied,  abgesehen  von  einem  numerischen  Faktor, 
bei  positivem  r  ist 

.-^arccotsy  

Qyi^i)/  ^  (ic— eosx.l^ar'— l)''e-'(''±'/)dx. 

0 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (38,  6)  ergiebt  sich  hieraus  für  das  arith- 
metische Mittel  s 


W---    '  =  2'""(l77lTiT)'' 


77(2« +  1) 


Andererseits  bringt  man  an  die  Integrale  (a)  die  Substitution 
der  S.  159,  No.  1  an  und  findet 

J       (L-|-öcosm  +  csinm)"+'    ' 

— » 

wo  gesetzt  ist 

?  =  e.  +  cos  w .  y^M^  ]^y!+l, 
6  =  ^1  ]V+l  +  cosiü.f/V!/Hl, 
c  =  isiniü.  |''«/J-|-1, 

also  t,  &,  c  reell  sind,  ferner  "C^  —  h'^  —  c^  gleich  1,  also  l,  grösser 
als  1  ist.     Setzt  man 


h  =  ^|'C — l.cosd,     c  =  yr— l.sind, 

so  wird  8  ein   reeller  Bogen  im   ersten  Quadranten   und  '2s   hat 
daher  den  Werth 

du 


(— l)"+ii  f 


(C  +  cos(m  +  ^).yr-l)''-*"' 
Da  wie   S.  169,  2.  Fall  der  kritische  Winkel   t/;„   hier  n  ist,    so 
wird  der  vorstehende  Ausdruck  gleich   +?'Q"(1^)  und   man    findet 
schliesslich  die  Gleichung 

(>"«)  =  (1.3...(L  +  l)r  A.  wA)  O'WQlMe-", 
die  für  y  =  y^  =  0  m  (18)  übergeht.    Hier  sind  also  v,  i/,  y^  positiv 

reell,  und  es  ist  l  =  yy,-\-G08iv.]/y''^l'^y\-[-l. 

22  * 
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§  83.     Durch   einen  Uebergang  zur  Grenze  wie  in  den  §§  42 
und  57  gelangt  man  zu  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  Cylinder- 

ß  ß 

functionen.    Setzt  man  x  =  cos  —  und  x,  =  cos  — ^ ,  so  verwandelt 

n  n 

sich  s  in 

cos  —  cos-^4-sm  —  sm— ^cosqp  =  l— 


w  7«  n         n  2n^ 

und  aus  (52)  entsteht  für  «  =  oo  das  Additionstheorem  für 
die  Cylinderfunctiou  erster  Art 

(56)  . . .    ./(ÖJ  =  2  J'J„(Ö)J,(Ö,)cos»'9), 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

0,  =  ]/e'-2dd^GO8cp-^0\. 

Ebenso  erhält  man  aus  (55)  als  Additionstheorem  für  die  Cy- 
linderfunction  zweiter  Art,  wenigstens  so  lange  d  und  ^,  reell 
sind  und  ö  >■  ö, , 

(56,  a)  ...  K{0,)  =  22:'K,{0)J,{0,)QO^v(p. 
Diese  beiden  Additionstheoreme  verdanken  wir  Herrn  Carl  Neu- 
mann. Man  kann  dieselben  direkt  sowohl  nach  der  Methode  der 
§§  73  u.  79,  durch  Lösung  einer  partiellen  Differentialgl.,  als  auch 
nach  der  Methode  der  §§  76  u.  80,  durch  die  Integralausdrücke, 
ableiten.     Ersteres  geschieht  hier.  Letzteres  im  §  84. 

Die  Axe  eines  geraden  Kreiscylinders  sei  zugleich  die  Axe 
der  Z  bei  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  Entfernung  eines  Punktes 
o;,  1/,  z  von  der  Axe  gleich  0]  die  Linie,  welche  diese  Entfernung 
misst,  bilde  mit  der  Axe  der  X  den  Winkel  ^,  wo  O^V'^^^- 
Dann  ist  x  =  öcost/^,  tj  =  0Bmyj.  Man  transformire  in  diese  Co- 
ordinaten nach  einer  der  Methoden  des  §  71  die  Gleichung 

^^=^7^  +  ^-^^^==^- 

Will  man  sich  z.  B.  der  Formel  (g)  S.  308  bedienen,  so  geht  man, 
indem  man  yj^  0,  z  resp.  für  A,  ^i,  v  setzt,  von  der  Gleichung  aus 

3x'  -1-  df-  4-  dz-  =  0'  dxp'  +  ^0'  +  dz% 
wodurch  man  erhält  £,  ^?,  91  resp.  gleich  ö,  1,  1,   Hierdurch  ver- 
wandelt sich  (g)  in 

dz'  ^'  0'  axp'  '^  80'  "^  0    60  ~ 
Die  Function  V  denkt  man   sich,   wie  in  der  Einleitung  S.  4  die 
Function  T  nach  Potenzen    von  r,    hier  nach  Sinus  und  Cosinus 
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ganzer  oder  gebrochener  Vielfachen  von  z  entwickelt,  allgemein 
als  Summe 

wo  ?.  eine  Constante,  nach  der  summirt  wird,  U  eine  Function  be- 
zeichnet, welche  zwar  die  Constante  A  aber  kein  i  enthält.  Als- 
dann muss  U  der  Differentialgl.  genügen 

und  in  unseren  Polarcoordinaten 

d^U      1  du      1  d^u 

(6)...      ^^  +  ---^  +  -^-^-f-ylf/_0. 

Die  Entfernung  eines  beweglichen  Punktes  x,  y  in  der  Ebene 
XY  von  einem  festzuhaltenden  derselben  Ebene  x, ,  y^  heisse  6^. 
Man  kann  dann  (a)  durch  eine  Function  von  0.^  genügen.  Setzt 
man  Ucämlich  U  =  f{6.^)  in  (a)  ein,  so  erhält  man 

Indem  man  f  gleich  J{16,)  oder  K(k6.^)  macht,  wird  nach  (31)  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  Null,  und  man  findet  als  Resultat, 
indem  man  für  x,  y  und  cc, ,  ?/^  Polarcoordinaten  0,  tp  und  öj,  ^p^ 
einführt: 

Setzt  man  i}j^—  xp  =  (f  und 

e,  =  yd'-2d6,Gos(p+0], 

so  genügen  Jild.^)  und  K{ld^)  der  Gleichung  (6). 

Diese  Functionen,  in  denen  jetzt  A  =  l  gesetzt  werden  mag, 
entwickelt  Herr  Neumann  nach  Cosinus  der  ganzen  Vielfachen 
von  ff,  setzt  also  J(ö,,)  oder  K{0.)  gleich 

^MyCOSV^, 

und  diese  Reihe  in  die  Differentialgl.  (6)  ein,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  Uy  der  Gleich.  (42)  genügen  muss,  daher  von  der  Form  ist 

Da  </(ÖJ  für  0  =  0  nicht  unendlich  werden,  also  nicht  Ky{d)  ent- 
halten darf,  so  muss  in  der  Entwickelung  von  J(ÖJ  die  Constante 
h  gleich  Null  gesetzt  werden,  wodurch  tiy  sich  auf  das  Glied  gyJy{d) 
reducirt.  Wie  im  §  73  schliesst  man  dann,  dass  g  von  der  Form 
yyJy(OJ  ist,  während  bei  der  Entwickelung  von  K{d^)^  wie  das 
folgende  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Constanten  zeigt,  g  Null 
sein  muss,  und  hy  die  Form  dyJy{0^)  hat.    Auf  diese  Art  gewinnt 
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man  die  Gleichungen 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  beweisen,  class  die  Constanten  y,,  und  Sy^ 
wie  es  nach  (56)  und  (56,  a)  sein  müsste,  im  allgemeinen  den 
Werth  2,  für  v  =  0  aber  1  besitzen.  Das  Letztere  ist  sofort  klar, 
wenn  man  ö,  =  0  setzt ,  wodurch  sich  6^  in  6  verwandelt.  Um 
auch  das  Erste  zu  beweisen,  differentiirt  man  jede  Gleichung  v  mal 
nach  cos^,  und  zwar  so,  dass  man  die  linke  Seite  jedesmal  nach 
61  differentiirt  und  mit 

ocosqp 
multiplicirt.     Da  nach  (43) 

so  erhält  mau  nach  der  v fachen  Differentiation,  wenn  man  durch 
d\  differentiirt  und  dann  ö,  gleich  Null  setzt,  die  Gleichung 

*^       ^    {dOey        2.4...(2i^)     dcos^)"   ' 
in  welcher  man  auch  J  mit  K  und   zugleich  y  mit  8  vertauschen 
darf.     Hieraus  zieht  man 

d^cosi^^ 
'     rfcosy"  ^    ^' 

d.  h.  y,,  =  2  und  denselben  Werth  für  dy. 

§  84.     Dieselben  Additionsformeln  leite  ich    durch   folgendes 
Verfahren  ab: 

Die  Gleichung  (43,  c)  S.  238 

1     f"^ 

—- 1     e'^^^'^v-^^^cosvcfdcp  =  i"  Jy(0')  cos  vio, 

—  rt 

multiplicire  man  mit 

rc 
und  integrire  nach  lo  von  — u  bis  n.     Kehrt  man  links  die  Inte- 
grationsfolge um,  beachtet  ferner,  dass  nach  (43,  a)  die  rechte  Seite 
sich  in  '2,Jy{0)Jy{d^)  verwandelt,  so  erhält  man 

^^-^/     cosv(pd(pJ    e'f^<=»^'(v-'^)-ö>^osa;]^t^  ^  2J„(6y)y.(ÖJ. 
Der  Exponent  im  Innern  Integrale  ist 
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i[(ßco»cp—  ö,)cosw+  ösinqpsinw], 
also  das  Integral  selbst,  nach  S.  196,   gleich  2.TiJ{d^\,  man  findet 
daher  die  Gleichung 

—n 

welche  nichts  anders  besagt  als  (56). 

Um  (56,  fl)  zu  erhalten,  setzen  wir  fest,  es  sei 
(a)  ...     J(0>Jld^. 
Des  kürzereu  Ausdrucks  halber  denken  wir  uns  unter  d  eine  nicht 
reelle  Zahl  und  setzen,  wie  S.  190  und  193,  fest,  es  sei 

(ö)  , . .     ö  =  yö*  =  a(sina  4-  «cosa),     ( — \n  <  a  <  \7i). 
Will  man  schliesslich  auf  einen  reellen  AYerth  r  von  6  übergehen, 
so  setzt  man  in  der  Endformel  r-fO.i  für  0  und  führt  A^r-f  O.i) 
durcli  Gleich.  (30,  f)  S.  185  auf  K{r)  zurück.    Endlich  macht  man 

{c)  ...     d.,  =  yö^-2ö<9,cos9)  +  ÖJ, 
und  nimmt  die  Wurzel  so,  dass 

6^  =  6(sin/S  +  icos/?),     (—  -in  <c  ß  <:  Wj. 
Wir  gehen  nun  beim  Beweise  der  Additionsformel  für  die  Cylinder- 
function  zw^eiter  Art  von  derselben  Gleichung  (43,  c)  aus  wie  oben, 
vertauschen  aber  6  und  lo  mit  — ö,  und  iw,  multipliciren  darauf  die 
erwähnte  Gleichung  mit 

giO  cos  itOfJi^ 

und  integriren  nach  to  von  — g—ai  bis  g-\-ai^  wenn  g  das  reell 
Unendliche  vorstellt.  Nach  S.  237  wird  dadurch  die  rechte  Seite 
'2Jy{d^)Ky{d)\  kehrt  man  die  Integrationsfolge  auf  der  linken  um, 
so  erhält  man 

•2Jy{0^)Ky{0)  =  -—-J    ao^vfpdq)!        e'[<jcosi«,-ö,co6(v-.w)lötu. 

—n  —'j—ai 

Der  Exponent  von  e  im  Innern  Integral  ist 

idcosüo  —  iöj  cos((3p  — iw)  =  i(6 — öjCOS^)cos?w  —  i6^^mq>.»mi(o, 
so  dass  sein  reeller  Theil  sowohl  an  der  oberen  als  an^  der  unteren 
Grenze  von  w  negativ  unendlich  wird.  Setzt  man  zum  Bew^eise 
ö,  =  ttj  (siua,  +  icosa,),  wobei  es  gleichgültig  bleibt,  in  welchem 
Quadranten  a,  liegt,  so  wird  der  vorstehende  Ausdruck  an  den 
Grenzen 

—  a (cos a  —  t sin a) cos(i^  —  a)-\-a^  (cos a,  —  t sin a, ) cos (ig  —  a^ (p). 
Der  unendliche  Theil  hiervon  ist 
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-^[ — a  4-aj(cos(cf  —  a,  +  ^jH-  isin(a  —  «iihy)]- 

Da  aber  c/^ö,  <Lc4td  genommen   wurde,  also  a,  <a,  so  ist  der 
reelle  Theil  dieses  Exponenten  negativ.     Setzt  man 

{d  —  ö,  cosqp)  =  0.^  cosd,     ö,  sinf/5  =  d^  sind, 
wo  ^2  und  d  unabhängig  von  w  sind,  so  wird  der  Exponent  gleich 
iö.^cos(iw +  d),   wo   an   den  Grenzen   der  reelle  Theil  von  «w  4- d 
zwischen  +|5t  liegt.     Das  innere  Integral  lässt  sich  daher  durch 


eie.cosiud^^  =  2ff(ö,) 


—9 
ersetzen  und  man  hat  die  Gleichung 

Kr  {0)Jy  (ö,  )  =  ^  f^K{e,)  cos  V<p  dcp, 
—n 

welche  dasselbe  besagt  wie  die  zu  beweisende  Gleich.  (56,  a).   Es 
sei  noch  bemerkt,  dass  sie  sich  nach  (43)  auch  in  die  Form 

(56,  b)...   K(e,)  =  2j'(4öö,)'|Jp  ^ijy^o^v 

bringen  lässt,  in  der  noch,  überall  zugleich,  !(-{&)  mit  J{0)  vertauscht 
werden  kann,  wodurch  also  J{Oj)  die  entsprechende  Form  annimmt 

(56,  c) . . .  m)  =  2£'(ioe,r^  S^-^^'f- 

§  85.  Für  die  Functionen  xp  und  f^,  über  welche  im  §  60  ge- 
handelt wurde,  habe  ich  ähnliche  Keihen  durch  die  gleichen  Methoden 
aufgestellt.  Diese  Functionen  treten  ausser  in  den  Untersuchungen 
von  Poisson  (M.  vergl.  S.  83)  auch  in  der  „Theorie  der  Luft- 
schwingungen in  Röhren  mit  offenen  Enden"  auf,  welche  Herr 
Helmholtz  im  57.  Bande  von  Borchardt's  Journal  gegeben  hat. 

Die  Anwendung  der  ersten  Methode,  derselben  welche  im  §  83 
angewandt  wurde,  beruht  auf  der  Transformation  des  Ausdrucks 
d'U      d'U      d'U 
dx''^  di/'^'d^^'" 
mit  w-f  1  Veränderlichen  ^r,  ?/,  ::•,  etc.    Fügt  man  diesen  noch  ebenso 
viele  Constante  a?,,  y,,  Zj,  etc.  hinzu  und  setzt 

nimmt  ferner  für  U  irgend  eine  Function  von  q,  so  wird  der  obige 

Ausdruck  gleich 

d'U       n    dU 

dQ^        Q     dq 
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Beschräukt  man  sich  auf  drei  Veränderliche  x.  y.  v,  so  wird, 
wenn  U  eine  Function  der  Entfernung  q  zwischen  den  Punkten  x, 
t/,  z  und  x^,  f/,,  Sj  bezeichnet,  welche  der,  (a)  auf  S.  341  entspre- 
chenden Gleichung 

genügt,  ü  auch  die  Gleichung 

dg^        Q     dg    ' 
erfüllen.     Ihre  Integrale,  also   zugleich   die  von  der  vorstehenden 
(ö),  sind,  wie  man  aus  S.  240  weiss, 

...       „  sinp        .„  ,  .       e'? 

so  dass  man  hier  Additionstheoreme   für  die  im  Endlichen 

IT    1      T^        i-        sinp                     .                          jT   1       cosp 
endliche  Function  — ^  und  die  m  p==0  unendliche  ^ 

e  e 

aufsucht. 

Dem  §  71  entnimmt  man  das  Resultat  der  Transformation  der 
Gleichung  (o)  in  Polarcoordinaten  r,  ö,  ip.  Mau  findet  nämlich, 
dass  rpoiQ)  und  f^oCp)  Lösungen  der  partiellen  Differentialglei- 
chung sind 

während  p,  wenn  man  auch  für  die  Constanten  a:,,  t/j,  z,  Polarcoor- 
dinaten r, ,  öj,  t/;,  einführt,  durch 

p'  ==  r^  —  2/T,  cosy  -f  f] 
ausgedrückt  wird,  wo  /  dasselbe  vorstellt  wie  früher  in  der  Glei- 
chung (50),  also,  geometrisch  gedeutet,  den  Winkel,  welchen  die 
Linien  r  und  r^  mit  einander  bilden.  (Zu  beachten  ist,  dass  0  hier 
eine  andere  Bedeutung  hat  als  im  vorigen  Paragraphen,  und  dass 
r,  r,,  p  die  Rolle  der  früheren  ö,  ö,,  6„  spielen.) 

Man  entwickele  f/,  es  möge  ifj  oder  W  vorstellen,  nach  Kugel- 
functionen von  cosy  in  die  Reihe 

U  .—  ^M,, /•'''(cos  y) 

und  findet,    durch  Einsetzen  in  die  obige  partielle  Differentialgl., 

dass  ?/,,  der  Gleich.  (44,  e)  S.  240  genügt,  wenn  man  dort  0  mit  r 

vertauscht,  dass  u  also  in  Bezug  auf  r  die  Form  hat 

Uy  =gyXp,(r)-\-h,,^Py(r). 
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Indem  man  fortfährt  wie  im  §  83,  erhält  man  als  nächstes  Resultat 

wenn  d/r  >  cJ{r^ .  Zur  Bestimmung  der  Constanten  differentiirt 
man  rmal  nach  cosy,  dividirt  durch  r\  und  setzt  dann  cos  y  und  Tj 
gleich  Null.  Dadurch  findet  man  die  gesuchten  Gleichungen;  ver- 
tauscht man  schliesslich  die  Buchstaben  r,  r,,  ^,  y  mit  ö,  öj,  ö^,  cp 
um  Ausdrücke  zu  erhalten,  die  auch  äusserlich  (56)  entsprechen, 
so  entstehen  die  beiden  Additionsformeln 

(57)  . . .     vj{d,)  =  J(i'  +  i)v.(ö)V^.(ö,)P''(cos<p), 

v=() 

61  =  6'-200^GO&(p  +  d],    {JCO>J{d,). 
Die  Verification  dieser  Formeln  geschieht  nach  der  Methode 
des  §  84.    Man  hat  nach  (14) 

2e-/r,cosy  ^  J(2x/+l).V',(r,).(-i)"P"(cosy). 

Eine  Integration  nach  q)  von  0  bis  2ti  giebt 

P""  e-^'^^y  d(f  =  7r^(— 0'(2j^4-l)i/^,.(rjr(cosö)P''(cosö,), 

'  (j 
folglich,  wenn  man  mit  P''(cosö)sinödö  multiplicirt  und  von  0  bis  n 
integrirt 

(— 0'  27r.T/;,(r,)P''(cosö,)  =  /  "" ?\G(i^&)^vo.edd f'" e-'^'^^'^'y d(f. 

Durch  Multiplication  mit  e"''=°^<'i  sin  öj  5öj  und  Integration  von  0  bis 
n  entsteht  hieraus  nach  S.  241 

27r>;,(r)i/;,(r  J  = /*''p''(eos  ö)sin  öaW^'^^öqpy^  %'('-'=°^''.-'-.^°*y)sinö^ 

0  U  I) 

Der  Faktor  von  i  im  Exponenten  ist  gleich 

cosöj.(r — r,cosö) — sinöj.rjSinöcos^), 
hat  also  die  Form  (T(cosö,cosa-f  sinöjSinacos^)),   wenn  o"  gleich 
r'  — 2rrjCosö-|-»''*  gesetzt  wird,   so  dass  das  innere  Doppelintegral 
nach  ö,  und  cf  durch   den  Satz  von  Poisson  auf  S.  309  in  das 
einfache 

27r/    e'<"^°*)'sinyrf;'  =  '2n-\p{o) 

übergeht.    Man  hat  also 
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ipy(r)ipy(rj  =  f"  P"  (cos6)xp(a)sm0de, 

was  nach  S.  67  nichts  anders  ist  als  die  erste  der  Gleichungen  (57). 
Zum  Beweise  der  zweiten  Formel  geht  man  von 

i-iy. 271. ipr(t\)P''ico&ie,)  =yV(cosö)sinööö/'"V"--^''-^^rfrjP 

aus,  wenn  cos  (5  =  cosöcosiö,  +  sinösiniö,  cosqp.  Eine  Multiplication 
mit  e"^*^<'*'^>siniö,öö,  und  Integration  von  0  bis  oc  giebt 

27iipy{r^)Wy{r)  =  f''p\cose)^mdBdr''d(ff  e'('-^«*'^-'-'<^°^^'^)siniö,^ö,. 

(J  0  u 

Man  nehme  an  es  sei  JCr^  dlr^  und  mache  über  das  Zeichen 
von  r  dieselben  Annahmen  wie  früher  über  6.  Formt  man  dann 
den  Faktor  von  i  im  Exponenten  von  e  in 

(T (cos  iöj  cos  a  -f  sin  \d^  sin  a cos  </ ) 
um  und  wendet  den  Satz  von  Poisson  an,  so  wird 

i/;^(r,)  ^^,  (r)  =y  V(cosö)  f^o  (a)sinödÖ 

und  damit  die  zweite  Formel  von  (57)  bewiesen.  Um  die  Bedeutung 
der  Formeln  (57)  klarer  zu  zeigen,  setzt  man  für  die  i//  und  '^¥  ihre 
Werthe  durch  ö,,  sinöj,  cosö.     Macht  man 

0'  =  r),     e\=ri,,     JCri>JCri,, 
so  erhält  man  die  Additionstheoreme 

sinö,         X  ^^,,nn^^  d"  /sinÖN  d"  /sinö,  \ 

cosÖ,         ^  ^w./1/.N     d"  /cosÖN   d'   /sinö,  \ 


Drittes   Kapitel. 

Einführung  und  Eigenschaften  der  Lame'schen  Functionen. 
Functionen  des  elliptischen  Cylinders. 

§  86.   In  der  Einleitung  wurde  die  partielle  DiÖerentialgleichung 

d'v     d^     dn^  _ 
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deren  linke  Seite  abgekürzt  mit  JV  bezeichnet  wird  (S.  325),  mit 
dem  Potential  in  Verbindung  gebracht  und  gezeigt,  wie  die  Inte- 
gration dieser  Gleichung,  nach  Einführung  der  Polarcoordinaten, 
auf  die  Kugelfunctioneu  führt.  Derselben  Gleic^iung  JV  =  0  genügt, 
nach  den  Untersuchungen  über  die  Mittheiluug  der  Wärme  in  der 
von  Fourier  gegründeten  Theorie*),  die  Function  V  von  x,  t/,  s, 
welche  die  Grenze  darstellt,  der  sich  mit  wachsender  Zeit  die  Tem- 
peratur in  dem  Punkte  a;,  ?/,  z  eines  Körpers  nähert,  wenn  seine 
Begrenzung  in  einer  festen,  d.  h.  mit  der  Zeit  nicht  veränderlichen 
Temperatur,  erhalten  wird.  Diese  Grenze  heisst  der  stationäre 
Zustand. 

In  ein  unendlich  kleines  Parallelepipedum,  dessen  Kanten  den  rechtwink- 
ligen Axen  parallel  laufen  und  welchem  der  Punkt  x,  y,  z  angehört,  dringt  in 
der  unendlich  kleineu  Zeil  dt  eine  Wärmemenge,  die  nach  den  zu  Grunde 
liegenden  physikalischen  Annahmen  durch  kJV.dxdydzdt  ausj«edrückt  wird, 
wenn  V  die  Temperatur  im  Punkte  x,  y,  z,  und  k  die  innere  Leitbarkeil  des 
Körpers  bezeichnet.  Diese  Wärmemenge,  dividirt  durch  das  Produkt  aus  der 
Masse  und  specifischen  Wärme,  qdxdydz  C  (wo  C  die  letztere,  q  die  Dich- 
tigkeit vorstellt)  giebt  den  Zuwachs  der  Temperatur  dV  im  Punkte  x,  y,  z, 
nach  der  Zeil  dt.  Bezeichnet  man  kigC  durch  a",  so  enlsteht  dadurch  die 
Gleichung,   welche  für  das  Innere  des  Körpers  gilt 

Dieser  sogenannlen  Hauptbedingung  hat  man  zur  völligen  Bestimmung  des  be- 
stellenden Wärmezustandes  in  einem  Körper  noch  solche  Nebenbedingungen  hin- 
zuzufügen, welche  sich  auf  die  Begrenzung  des  Körpers  und  seine  Anfangs- 
teniperatur  beziehen.  Aber  nicht  nur  nach  unseren  physikalischen  Vorstellungen 
wird  durch  diese  Bedingungen  ein  Wärmezustand  bestimmt;  nach  der  von 
Dirichlet  für  das  Potential,  in  dem  Dirichlet'schen  Satze,  eingeführten 
Methode  der  Variation  wird  gezeigt,  dass  nur  eine  Function  V  das  mathe- 
matische Problem  löst,  welches  durcli  die  Bedingungen  gestellt  ist. 

Wird  die  Begrenzung  eines  Körpers,  sie  möge  durch  eine  zusaumienhän- 
gende  Fläche  oder  durch  mehrere  gebildet  werden  (Letzteres  ist  z.  B.  bei  einer 
durch  zwei  coucenlrische  Kugelllächen  begrenzten  Schale  der  Fall),  in  einer 
beliebigen,  von  der  Zeit  unabhängigen  Temperatur  erhallen,  so  tritt, 
nacli  unseren  physikalischen  Vorstellungen,  endlich  ein  Zustand  des  Gleich- 
gewichts der  Wärme  ein,  in  dem  zwar  noch  immer  Bewegung  der  Wärme 
staltfindel,  aber  nicht  mehr  eine  solche,  welche  die  Temperatur  verändert,  so 
dass  also  die  gesammte  Wärmemenge,  die  irgend  ein  Parallelepipedum  im 
Innern  erhält.  Null  ist;  die  mathematische  Forderung  für  die  Existenz  eines 
solcheu  Zustandes  besteht  daher  darin,  dass  die  Temperatur  im  Innern  des  Körpers 
von  der  Zeit  unabhängig   wird,   also  der  Hauplbedingung  JV  =  0  genüge. 

Streng    genommen   tritt   dieser  stationäre    Zustand    nur    dann    und    zwar 


^)    Theorie  aualytique  de  la  chaleur.     Paris,   1822. 
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zu  jeder  Zeit  ein,  vveuü  die  ursprüngliche  Erwäiinung  des  Körpers  bereiu 
dieselbe  war,  wie  die  für  den  Finalzustand;  das  was  die  Lösung  von  zir  =  U 
mit  den  Nebenbedingungen  liefert,  ist  die  Grenze  für  wachsendes  ^  der  jener 
Wärmezustand,  also  jene  Function   V  zustrebt,  welche  der  Gleichung 

a'JVdt  =  dV 
und  denselben  Nebenbedingungen  genügt.  Man  kann  zeigen,  dass  durch  die 
Bedingung,  es  sei  für  alle  Punkte  im  Innern  /JV  Null  und  V  an  der  Be- 
grenzung eine  gegebene  continuirliche  und  einwerthige  Function  des  Ortes, 
nur  eine  Function  definirt  ist.  Dagegen  lässt  sich  die  Existenz  einer  solchen 
Function  V  im  Innern  für  jeden  beliebigen  derartigen  Werth  an  der  Ober- 
fläche noch  nicht  mit  völliger  Strenge  nachweisen,  wenigstens  nicht  so  lange 
die  Gestall  der  Begrenzung  allgemein  bleibt:  in  dem  Beweise  des  Dirichlet '- 
sehen  Prinzipes,  welches  die  Existenz  einer  solciieu  Function  V  feststellen  soll, 
ist  noch  immer  eine  Lücke  geblieben.  M.  vergl.  darüber  u.  a.  meine  Arbeit 
„Ueber  einige  Voraussetzungen  beim  Beweise  des  Dirichlet  "sehen  Prinzipes" 
im  4.  Bd.  der  mathematischen  Annalen  v.  Clebsch  u.  Neumann. 

Fourier  selbst  hat  schon  den  Wäimezustand  ausser  in  an- 
deren Körpern  auch  in  einer  Kugel  betrachtet,  und  zwar  nicht  nur 
den  stationären,  für  welchen  JV  =  0^  sondern  auch  den  mit  der 
Zeit  veränderlichen.  Poisson*)  befreite  die  Untersuchung  von 
beschränkenden  Voraussetzungen  über  die  anfängliche  Erwärmung 
und  die  Temperatur  an  der  begrenzenden  Fläche.  Die  Aufgabe, 
auch  den  Wärmezustand  eines  Ellipsoides  zu  ermitteln,  dessen 
Oberfläche  in  einer  gegebenen  Temperatur  erhalten  wird,  spottete 
lange  den  Anstrengungen  der  Mathematiker  bis  sie  endlich  Lame, 
wenigstens  für  den  stationären  Zustand,  in  einer  Arbeit**)  löste, 
welche  für  derartige  Untersuchungen  epochemachend  gewesen  ist. 

Bei  der  Lösung  solcher  Aufgabe  kommt  eine  Hauptrolle  der 
Einführung  passender  Coordinateu  zu,  durch  welche  sich  einfach 
ausdrücken  lässt,  dass  ein  Punkt  an  der  Begrenzung  liegt,  und  in 
die  transformirt,  JV'  noch  immer  eine  einfache  Gestalt  behält.  Bei 
der  Aufsuchung  des  Wärmezustandes  einer  Kugel  sind  die  ge- 
wöhnlichen Polarcoordinaten  (r,  Ö,  yj)  dieser  Art,  indem  an  der  Be- 
grenzung r  constant  wird,  der  Ausdruck  JV  aber  ein  einfacher 
bleibt.  Dies  beruht,  wie  man  aus  den  beiden  letzten  Methoden  zur 
Transformation  im  §  71  erkennt,  wesentlich  auf  dem  Umstände,  dass 
der  Durchschnitt  von  je  zwei  Flächen,  auf  denen  je  eine  von  den 


*)    Theorie  mathematique  de  la  chaleiiv.     Paris,   1835. 

**)  Memoire  sur  l'equilibre  des  Temperatures  dan.s  un  ellipsoide  :i  trois  axes 
inegaux  (Note  lue  k  lAcaddiiiie  des  Sciences)  in  LiouviUe,  Journal  de  Mathe- 
matiques,  4.  Theil,    1839,  S.  126  —  163. 
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drei  Coordinaten  (z.  B.  6  oder  cp)  constant  bleibt,  auf  der  Fläche 
senkrecht  steht,  auf  welcher  die  dritte  Coordinate  (hier  r)  constant 
bleibt.  Lame  führte  die  zur  Behandlung  der  Aufgabe  vom  statio- 
nären Zustande  des  Ellipsoides  geeigneten  Coordinaten,  die 
elliptischen  Coordinaten  ein,  zu  denen  er  von  den  isothermen 
Flächen  ausgehend  gelangte. 

Wenn  in  einem  Körper,  der  durch  zwei  geschlossene  Flächen 
begrenzt  wird,  die  eine  dieser  Flächen  fortwährend  in  der  Tempe- 
ratur 0,  die  andere  in  der  Temperatur  1  erhalten  wird,  und  der 
stationäre  Zustand  eingetreten  ist,  so  wachsen  im  Innern  die  Tem- 
peraturen von  0  bis  1.  Eine  Fläche,  auf  welcher  in  jedem  Punkte 
die  gleiche  Temperatur  herrscht,  heisst  isotherm.  Z.  B.  sind  die 
Isothermen  in  einem  homogenen  in  der  Richtung  der  Axe  unend- 
lichen Kreiscylinder,  aus  dem  ein  ähnlicher  mit  derselben  Axe  und 
kleinerer  Basis  herausgeschnitten  ist,  wiederum  ähnliche  Cylinder- 
flächen  mit  gleicher  Axe.  Unter  Punkten  derselben  Isotherme  findet 
ein  Wärmefluss  nicht  statt,  da  man  annimmt,  der  Wärmeaustausch 
zwischen  zwei  Punkten  sei  proportional  ihrer  Temperaturdififerenz. 

Lame  stellt  die  Frage*):  Ist  ein  Körper  durch  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  mit  gleichem  Mittelpunkte  und  gleich  gerichteten 
Axen  begrenzt,  deren  Gleichungen  also  die  Form  haben 

mx^-{-  ny^  -}-pz>^  =  1, 
wie  müssen  m,  w,  p  von  einem  Parameter  X  abhängen,  damit  die 
Isothermen  durch  Gleichungen  derselben  Form  ausgedrückt  werden, 
in  denen  nur  A  verschiedene  Werthe  annimmt?  Es  zeigt  sich,  dass 
drei  Systeme  solcher  Flächen  existiren,  indem  man  für  m,  w,  p  findet 

11  1 

In  der  obigen  Gleichung  sind  also  drei  Gattungen  von  Flächen  ent- 
halten, je  nach  der  Grösse  des  Parameter  l.  Denkt  man  sich  unter 
b  und  c  reelle  positive  Constante,  ferner  ob,  und  bedient  sich 
statt  des  Buchstabens  X  der  Buchstaben  q,  u,  v  je  nachdem  resp. 

A  >  c,     c  >  A  >  6,     6  >  A  >  0, 
so  enthält  die  obige  Gleichung  die  drei 


*)    Memoire   sur   les   surfaces    isothermes   dans    les  corps  solides  homogenes  en 
equilibre  de  temperature,  in  Liouville,  Journal   de  Math.  2.  Bd.,  S.  147 — 183. 
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(«) . . 

2                               2                                          2 

a?'          y'           .  -'         . 

„^         6'_y'^         c-'—v'' 

Die  erste  stellt  Ellipsoide,  die  zweite  Hyperboloide  mit  einem 
Mantel,  die  dritte  solche  mit  zwei  Äläuteln  vor,  und  zwar  haben 
die  Hauptschnitte  aller  dieser  Flächen  die  gleichen  Brenni)unkte. 
Die  Flächen  werden  in  deutschen  Werken  gewöhnlich  als  confokal 
bezeichnet,  während  Lame  sie  bei  der  Einführung  S.  156  homo- 
fokal nannte*). 

Diese  Flächengattungen  sind  also  isotherm.  Erhält  man  jede 
von  zwei  gleichartigen,  z.  B.  die  Oberflächen  zweier  confokalen 
Ellipsoide,  in  einer  festen  Temperatur,  alle  Punkte  ein  und  der- 
selben Fläche  in  der  gleichen,  so  wird  im  stationären  Zustand 
jede  ihnen  confokale  ellipsoidische  Fläche  ein  Ort  von  Punkten 
gleicher  Temperatur. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  x^  y,  z  kann  man  drei  con- 
fokale Flächen,  ein  Ellipsoid  und  zwei  Hyperboloide  legen  und 
zwar  können  die  Brennpunkte,  also  b  und  c,  willkürlich  gegeben 
sein.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Längen  der  Halbaxen 
(>,  fi,  V  ebenfalls,  wie  die  Linien  x,  y^  z  selbst,  Coordinaten  des 
Punktes  .t,  j/,  z  sind.  Diese  Grössen  ^,  (.i,  v  nennt  Lame  Coordinees 
elliptiques  (S.  156).  Eine  Verwechselung  wird  dadurch  nicht  ent- 
stehen, dass  die  im  §  5  eingeführten  Coordinaten  gleichfalls  elliptische 
heissen.  Die  letzteren  bestimmen  Punkte  in  der  Ebene,  die  ersteren, 
gewissermaassen  ellipsoidischen  oder  hyperboloidischen,  Punkte  im 
Räume. 

Sind  X,  y,  z,  b,  c  gegeben,  so  fiiulet  man,  nach  S.  17,  drei  reelle 
Werllie  für  X",  welche  der  kuhischen  Gleichung 

2  2  2 

1_^_-^ ^-  =  0 

genügen.  Schafft  man  den  Nenner  fort,  so  entsteht  nämlich  auf  der  Linken 
die  Function 

i\v—h''){V—c')—x\v-w){r—cr-) 


*)    j'appelerai    surfaces   homofocales    celles    qui   sont   rcprdsentdes    par  les 
tMiuations  (ö).     Die  Gleichungen  (ö)  sind  gerade  die  obigen  («  . 
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welche  für  A  =  x: ,  c,  6,  0  oirenbar  die  Zeichen  besitzt  resp.  -f [ ,  so  dass 

der  Ausdruck  für  einen  Wertli  von  X  verschwindet,  der  wie  q  zwischen  tc  und  c 
liegt,  einen  anderen  wie  (j.  zwischen  c  und  b,  einen  dritten  wie  v  zwischen  b  und  0. 

Jedem   positiven   a-,  «/,  z  im  Räume  entspricht  eine  nnd  nur 
eine  Combination  (>,  (.i^  v  wenn 

oo  >  Q  ~>  c^  O  (.i^  b^  6  >  f  >  0; 
auch  jeder  Combination  von  Werthen  (>,  ^,  v,  die  in  den  bezeich- 
neten Grenzen  liegen,  eine  und  nur  eine  Combination  positiver 
Grössen  ic,  «/,  ;;.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  (a),  welche  linear 
nach  x\  y'',  z'^  sind,  giebt  nämlich  deren  Werthe  ausgedrückt  durch 
^,  /it,  v;  durch  Wurzelausziehung  findet  man  dann  (mit  Lame) 


(58) 


y  ^ 


bc    ' 

iQ'- 

-6MV^- 

-b'\^b'- 

-v' 

bic'- 

-Y' 

iQ'- 

-c'ic'~ 

~u']'c'- 

-v' 

c]lc'—b' 
Indem  man  v  die  Werthe  von  —  6  bis  &  und  zurück,  (.i  von  b  bis  c 
und  zurück,  q  von  c  bis  oo  durchlaufen  und  dabei  die  Quadrat- 
wurzeln nur  da,  wo  sie  durch  Null  gehen,  in  die  negativen  Werthe 
übergehen  lässt,  erhält  man  auch  die  Coordiuaten  x^  ?/,  z  der  Punkte, 
welche  in  den  übrigen  sieben  Octanten  liegen. 

Die  rechtwinkligen  Coordiuaten  eines  Punktes  a?,  t/,  z  auf  der 
Oberfläche  eines  Ellipsoides  mit  den  Axen  ^,  /p' -- 6^,  ]'q^  —  c^ 
sind  auch  durch 

(58,  fl)...     cr  =  pcos(9, 

,^|,--^smöcosV',        (o<r^<2.) 

z  =  \Q^ — c'^smOsmyj^ 
auszudrücken.     Man  kann  demnach  für  die  drei  Aggregate 
cosö,  sinöcost/^,   sinösini/;  die  elliptischen  Coordiuaten  ein- 
führen durch  die  Gleichungen 

(58,  b)  . . .     cosÖ  =  4 — 5 
bc 


.    .  l/u'-b'^b'-v' 

^  b^c'-b' 


sin  ösini/^  = 
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Wir  prinnern  hier  an  einige  Kigenscliaflen  der  confokalen  Flächen,  von 
denen  die  erste,  anf  die  wir  bei  den  Anwendungen  zurückkommen,  sich  sehr 
leicht  beweisen  lässt,  dass  nämlicli  die  drei  confokalen  Flächen,  welche  durch  einen 
Punkt  gelegt  werden,  sich  rechtwinklig  schneiden.  Nach  einem  Satze  von 
Dupin  sind  diese  Durchschnitte  je  einer  Fläche  mit  jeder  aus  den  beiden 
Scharen  der  anderen  Flächenarten  daher  Krümmungslinien.  Werden  zwei  Flächen 
derselben  Gattung,  z.  ß.  zwei  Oberflächen  von  EUipsoiden,  in  constanten  Tem- 
peraten  erhalten,  so  fliesst  die  Wärme  daher  in  jedem  Punkte  auf  der  durch 
den  Punkt  hindurchgehenden  Krümmungslinie  der  anderen  Gattung,  also  hier 
der  Hyperboloide  ab.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Satz  von  Michael 
Roberts:  Die  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoide,  welche  von  zwei  Nabel- 
punkten nach  irgend  einem  Punkte  einer  festgehaltenen  Krüraniungslinie  des 
Ellipsoides  gezogen  werden,  haben  nämlich  eine  constante  Summe  oder  Differenz 
je  nachdem  die  beiden  Nabelpunkte  gleichartig  innere  sind,  oder  der  eine  ein 
äusserer,  der  andere  ein  innerer  ist.  M.  vergl.  hierüber  den  Bericht  des  Herrn 
Liouville  in  den  Comptes  rendus,  T.  XXI,  S.  1410;  abgedruckt  in  Liouville's 
Journal,  10.  Bd.,  S.  466,  ferner  die  eigene  Arbeit  des  Herrn  Roberts  in 
Liouville's  Journal,  11.  Bd.,  S.  1 — 4,  so  wie  die  Arbeiten  des  Herrn 
Chasles  im  22.  Bde  der  Comptes  rendus  vom  12.  und  19.  Januar  1846  und 
des  Herrn  Liouville  ebendaselbst  vom  19.  Januar;  beide  Abhandlungen  sind 
abgedruckt  in  Liouville's  Journal,  11.  Bd.,  die  erste  S,  5 — 20,  die  zweite 
S.  21—24. 

Die  Arbeiten  von  Lam6,  welche  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommen, 
finden  sich  in  den  sechs  ersten  Bänden  von  Liouville's  Jounial  und  in  dem 
8.  Bande;  die  erste  Einführung  der  Isothermen  und  dadurch  der  elliptischen 
Coordinaten  geschieht  in  dem  Memoire  sur  les  surfaces  isothermes  in  den  Ab- 
bandlungen der  Savans  etraugers,  5.  Tb.  Ausserdem  hat  man  im  23.  Cahier 
des  Journal  de  I'Ecole  polytechnique  das  Memoire  sur  les  surfaces  orthogonales 
conjuguöes  zu  vergleichen.  Selbständige  Werke  von  Lame  über  die  betreuenden 
Theorien  sind:  Lef;ons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  sur- 
faces isothermes,  Paris  1857.  Le^ons  sur  les  coonlinees  curvilignes  et  leurs 
diverses  applications,  Paris,  1859.  LeQOUs  sur  la  Iheorie  aualylique  de  la 
chaleur,  Paris,   1861. 

§  87.  Es  scheint  zweckmässig  einige  Festsetzungen  und  Formeln 
vorauszuschicken  die,  ebenso  wie  die  drei  Gru])peu  (58)  von  je  drei 
Gleichungen  im  §  86,  den  folgenden  Untersuchungen  zur  Grundlage 
dienen. 

a)  Grössen  die  von  (U,  und  v^  abhängen  wie  0  und  xp  von  y, 
und  V  heis>sen  ö,  und  i//,. 

6)  Man  bezeichnet  durch  £,  t  und  i  die  folgenden  elliptischen 
I  ntegrale,  die  auf  reellem  Wege  bis  zu  den  reellen  oberen  Grenzen 
genommen  werden 

_  p'  dfi p dv 

11  1' ine,  Theorie  der  Kugelfuiictioiieu.     i.  AuH  23 
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werden  /t<,  v,  p  mit  jU,,  r, ,  (»,  vertauscht,  so  bezeichne  man  die 
Integrale  mit  «,,  C,  ^,.  Die  ganzen  Integrale  £  und  t,  d.  h.  bis 
fj,  =  c  oder  y  =  &  genommen,  mögen  co  resp.  cj  heissen.  Wir  setzen 
noch  6"  +  c'  =  p,  &'c'  =  g. 

Um  die  oberen  Grenzen  |U,  v,  q  als  elliptische  Functionen  aus- 
zudrücken, setzen  wir  mit  Jacobi*) 

c^—b" 
C€  =  K — u,     cC  =  V,     c5  =  w,     k^  =  5 — , 

c 

und  erhalten 

ju  =  cAamu,     r  =  6siuam(v,  A'),    ^  —  cAamiw. 
Die  unten  im  §  88  und  96  auftretenden  Winkel  sind 
jj  =  ^TT — coamu,    9  =  amu. 
c)  Die  partielle  Differentialgleichung  (51)  der  Kugelfunctionen 
C{0,  xp)  und  S(Ö,  ip) 

nimmt  durch  Einführung  der  neuen  Coordinaten,  also  in  Folge  von 
(58,  ö),  die  Form  an 

(58,  c)  ...     -§?-  +  "Ir  "^  n(n-^mi'-v'-)f  =  0. 

Um  dieselbe  abzuleiten,  transforniire  man  ^V  durch  Einsetzen  der  Coor- 
dinaten r,  (X,  V  aus  (58,  a — 6)  nach  der  letzten  im  §  71  auf  S.  308  an- 
gegebenen Methode;  es  ergiebt  sich  zunächst 

Setzt  mau  in  (g)  an  der  erwähnten  Stelle  für  die  Quadrate  von  S,  5Ji,  91  die 
Faktoren  von  dr^,  di-i',  dv'  ein,  so  verwandelt  sich  die  Gleich.  z//'=  0  in 
die  folgende 

Aus  der  Gleich.  ^JV  =  0  erhielt  man  auf  S.  309  die  zu  transformirende 
(51),  indem  man  r"/"  für  V  substituirte.  Geschieht  dies  ebenso  in  der  vor- 
stehenden, so  erhält  man  sofort  (58,  c). 

Aus  dem  Ausdruck  des  Linear-Elementes  findet  man  für  das  Raumelement 

dxdydz  =  7'^ ((.i^—  v')drded^.  . 


*)    Grelle,  J.  f.  Math.  Bd.  42.     Auszug   eines  Schreibens   des  Prof.  C.  G.  J. 
Jacobi  an  Prof.  Heine:  Gotha,  den   10.  Januar  1851. 
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Den  Inhalt  dieses  Paragraphen  habe  ich  wesentlich  Lam^'s 
Arbeiten  entnommen. 

§  88.  Die  Kugelfunctionen 
C,::  (Ö,  ip)  =  PI  (cos  e)  cos  V  xl),  SZ  (,Oxp)  =  P;  (cos  ß)  sin  v  ip 
sind,  was  im  §  77,  unter  a,  hervorgehoben  wurde  rationale  Func- 
tionen der  drei  Aggregate  cosö,  sin /9  cos  i//,  sin  ö  sin  i//;  sie  lassen 
sich  also  durch  (58,  6)  in  rationale  Functionen  der  drei  Aggregate 
(UV,  ^fi""  —  b"  ]^b''—  v',  ]^c^—  fj.^  ic"  —  v'  umwandeln.  Die  so  entstehen- 
den Functionen,  die  den  früheren  mit  Hülfe  der  Beziehung  in  (58,  6) 
identisch  gleich  sind,  können  noch  immer  mit  den  Buchstaben  C 
und  S  bezeichnet  werden,  wenn  man  da,  wo  die  Deutlichkeit  es 
fordert,  die  Argumente  in  eckigen  Parenthesen  hinzufügt,  so  dass 
z.  B.  C{(x^  v\  identisch  gleich  ist  C{d,  \p). 

Um  die  Functionen  C  und  S  durch  (.i^  v  auszudrücken,  kann 
man  sich  zunächst  der  ersten  Formel  in  §  77,  a  bedienen  und  findet, 
wenn  man  der  Kürze  halber  die  beiden  Functionen  durch  Verbin- 
dung mit  +t  in  eine  zusammenzieht 

Avo  wie  S.  154  gesetzt  ist 

Ferner  entstehen  durch  Einsetzen  der  neuen  Coordinaten  in(54,a) 
(wenn  t  einen  Integrationsbuchstaben  vorstellt)  die  Gleichungen 

I) 
TTn  TTn     /'^^  p±ir>iC 

=  (—  1)«  2"  / dl. 

0 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  ist  gleich  dem  zweiten  und  gleich 
dem  dritten  so  lange  m  ^  «,  während  das  erste  Glied  wenn  in  >  n 
nur  noch  gleich  ist  dem  dritten.  Es  giebt  (2«-|-l)  Functionen  C,„ 
und  S,„  für  welche  m  ^  n. 

Während  der  hier  angegebene  Weg,  auf  dem  ich  den  obigen 
Ausdruck  der  C  und  S  durch  bestimmte  Integrale  gefunden   hatte, 

23* 
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leicht  zum  Ziele  führt,  so  macht  es  Schwierigkeiten  nachträglich 
durch  direkte  Differentiation  nachzuweisen,  dass  diese  Integrale 
wirklich  der  partiellen  Differentialgleichung  (58,  c)  genügen.  Jacohi 
hat  gezeigt*)  wie  man,  mit  Hülfe  der  Formel  fiir  die  Addition  der 
elliptischen  Integrale,  zu  den  obigen  Integralen  gelangen  kann, 
wenn  man  eine  Lösung  aufsucht,  welche  die  n^^  Potenz  einer  von 
n  unabhängigen  Function  sein  soll. 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  ist  klar,  dass,  so  lange  m^n^ 
die  C,"  und  S^  ganze  Functionen  des  Grades  n  sowohl  von 
|M,  ifi'—h^^  |/c^— |U^,  als  auch  von  v,  y^"— v^,  ^/c'—v^  sind. 
Man  theilt  diese  zunächst  in  vier  Klassen,  in  C„,  mit  geradem  und 
solche  mit  ungeradem  m,  in  S,„  mit  geradem  und  mit  ungeradem  m. 
Bezeichnet  man  durch  [p]  ganze  Functionen  p'^"  Grades  nach  (.i 
und  zugleich  auch  p"""  Grades  nach  v,  so  ist 

C^,n  =  M^,,^,  =  ff?^^V^7^    [n-l]- 
S^2m  =  ]^fi'~b'-\'c^-^']f¥'^^'\^c^V'     [w— 2]; 
521+1==  |/c^7?|/r^v^     [n-l]. 
Jede  dieser  Klassen  könnte  man  noch  in  zwei  andere  theileu,  von 
denen  die  eine  nur  gerade,  die  andere  nur  ungerade  Potenzen  von 
lii  und  V  enthält. 

Wir  betrachten  die  C  und  S  für  specielle  Werthe  eines 
der  beiden  Argumente  /u,  v. 

Setzt  man  zuerst  /w  =  6,  so  wird  in  (58,  d) 

cA  =  V  -i-i^c' — v'.sinC; 
man  hat  daher 

7C  Cru  [fr,  V] 

^^     M(n-^m)n(n—m)                /*^V  v       ^R     .  V 

=  2"   ' =2 -co^^mnl      \^ [-1/^— Leos»? )  cosw^rft 


(j 


und  einen  ähnlichen   Ausdruck  für  S.    Hieraus  ergeben   sich   die 
Gleichungen 

(a)  . . .  a-JÖ,  v]  =  (-1)'"P?„,(^),     SL[&,  v]  =.  0, 
Ferner  hat  man 


*)    M.  vevgl.   das  S.  354  citivte  Schreiben  von  Jacobi  im  42.  Bd.  von  Orelle's 
J.  f.  M. 
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(b) ...  c:[c, v]  =  pi(-^),  s:[c, v] - 0. 

Für  diese  besonderen  Werthe  von  fi  verschwindet  S^,«,  während 
diese  Function  durch  ]/|u' — b''  dividirt  für  fi  =  b  von  Null  ver- 
schieden bleibt.    Man  hat  nämlich  für  (.t  =  b 

(0 . . .  -pkii = (-1)-.  -p^  i/^;^  p,„.  (-'-). 

Für  m  =  0  verschwindet  S„, ,   welche  Werthe  man  auch  (x  und  v 

ertheilt. 

Setzt  man,  während  f.i  allgemein  bleibt,  v  =  oo,  so  erhält  man 

gleichfalls  einfache  Ausdrücke.    Führt  man  den  Bogen  %  durch  die 

Gleichungen  ein 

c\l]^^V  .       *     b]le-fi' 

cosx  = .-  ,     smy  =  —  , 

setzt  also  x  =  i^ — am(c£),  so  erhält  man  für  v  =■  r^c 

C" .  V--"  =  cos mx  \-r-)  '     '^'"  ' "" "  ^  ^^^  '"^  \^r  /  ' 
so  dass  diese  Grenz  werthe  der  C  und  S  gleich  Zugeordneten  oder 
trigonometrischen  Functionen  werden. 

In  einer  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Anziehung  eines 
dreiaxigen  EUipsoides  im  42.  Baude  des  Cr  eile' sehen  Journals 
habe  ich  neben  die  in  (58,  d)  enthalteneu  2n-[-l  Integrale  der  par- 
tiellen Differentialgleich.  (58,  c),  die  im  Endlichen  immer  endlich 
sind,  nämlich  neben  die  Integrale 

/  ''^"coswCdC,     /"^"ümmtdt, 

0  I) 

auch  solche  gestellt,  welche  verschwinden  wenn  man  /n  und  v  aus 
den  Grenzen  die  ihnen  angewiesen  wurden  heraustreten  und  un- 
endlich werden  lässt,  die  aber  für  /xv  =  bc  unendlich  werden.  I\Ian 
findet  sie,  indem  man  die  Produkte  von  Qt  mit  cosw«/^  oder  »inmip 
in  elliptische  Coordiuaten  transformirt,  wenn  mi^n.  Hierbei 
soll,  um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  der  Fall  eines  Argumentes 
X  im  Querschnitt  nicht  mehr,  wie  bisher,  ausdrücklich  berück- 
sichtigt werden. 

Zur  Transformation  bedienen  wir  uns  der  Formeln  (39,  «), 
welche  durch  imaginäre  Substitution  gewonnen  wurden.  Den  dort 
vorkommenden   Bogen  \p   kann    man  jedenfalls    bis   {n   wachsen 
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lassen,    da  der  kritische  Winkel  ip^  nie    unter  in   liegt,    diesem 
sogar  nur  im  Falle  eines  x  im  Querschnitt  gleich  ist.    Man  erhält 
demnach  das  Resultat: 
Setzt  man 

B  =  ^ — I : COS  tu  -\ , = sin  «ti, 

bc   ^        b\/c'-b'  cVc'-b' 

so  hat  man  für  m^n  die  Gleichung 

^^,,  ,       ^^  1.3... (2m 4-1)71«    /"^cosimudu 

(58,  e)...    20:(eos0)cosm^  =  n(«+,n)  n(u-«)J^    ^-^^ 

und  eine  zweite,  welche  aus  dieser  durch  gleichzeitige  Vertauschung 
von  GosmilJ  und  cosmw  mit  ainmip  und  smimu  entsteht.  Beide 
Integrale  sind  Lösungen  von  (58,  c). 

§  89.  Aus  §  78  unter  (e)  weiss  man,  dass  die  allgemeinste 
ganze  Function  der  drei  Aggregate  cosö,  sin ö cos i/^,  etc.,  welche 
(51)  gentigt,  von  der  Form 

ic,c:(ö,v^)4-Ä„,s:(ö,v/) 

»(=0 

sei  und  2m +1  willkürliche  Constante  c  und  A;  enthalte.  Es  zeigt 
sich  sofort,  dass  die  allgemeinste  ganze  Function  der  sechs 
Grössen  ^f,  V,  ^Jt^—b\  Vb'-v%  Vc' -/,(.%  v^c^^=V,  welche  (58,  c) 
genügt,  die  Form  hahen  muss  (m  <  n) 

n 

(a)  . . .      2!  Cm  Cm  L",  v]  +  k,„  Sl  [lil,  v]. 

Denn  das  allgemeinste  Integral  von  (51)  enthält  zwar  ausser  solchen 
Pm  lind  Ql,,  deren  unterer  Index  nicht  grösser  als  der  ohere  ii  ist,  auch 
noch  solche,  hei  denen  n  <C  ni,  die  aher  nach  §  51,  2  sämuillich  für  cos6'=  1 
unendlich  werden.  Setzt  man  d^ese  in  jli  und  v  um,  so  wird  das  allgemeinere 
Integral,  welches  sie  enthielte,  daher  für  fn  =  c,  v  ^  b  unendlich,  könnte 
also  keine  ganze  Function  sein.     M.  vergl.  S.  321,  ß. 

Lame  hat  für  jeden  Werth  von  n  genau  2«+l  ganze 
Functionen  E,(i,i)  von  |t<,  ^/ix'—b'^  Vc'—fx^  vom  Grade  n  auf- 
gefunden, die  Lame'schen  Functionen,  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  die  (2n-f  1)  einzelnen  Produkte  E,(iti)E,(v)  Lösungen 
von  (58,  c)  sind.  Bedeuten  die  Buchstaben  g  Constante,  so  zeigt 
er  ferner,  dass  der  Ausdruck 

nicht  für  alle  (.i  und  v  Null  sein  kann,  ohne  dass  alle  g  verschwinden 
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(kurz  ausgedrückt,  dass  die  Lame 'scheu  Produkte  von  einander 
unabhängig  sind).  Dies,  mit  dem  Vorhergehenden  zusammengestellt, 
beweist,  dass  der  Ausdruck  (6)  mit  2n-\-l  willkürlichen  Con- 
stanten g  ein  ebenso  allgemeines  Integral  von  (58,  c)  ist 
wie  (a),  dass  also  (6)  jede  ganze  Function  von  in,  etc.  darstellt, 
welche  (58,  c)  genügt,  z.  B.  auch  die  Kugelfunction  Cy(0,ip), 
C[|U,v],  r(cosy)u.  dgl. 

Diese  Lame'schen  Functionen  der  ersten  Art  haben  wir  im 
Folgenden  näher  zu  untersuchen.  Einen  oberen  Index  m  wird  man 
nur  dann  hinzufügen,  wenn  es  die  Deutlichkeit  verlangt. 

§  90.  Zunächst  sind  solche  Functionen  E  aufzusuchen,  welche 
die  Eigenschaft  haben,  erstens  dass  das  Produkt  E(ii)E(v\  für  f 
gesetzt,  (58,  c)  genügt,  zweitens  dass  E(in)  ganz  und  vom  Grade 
n  nach  |U,  ^ii''—b\  i^—^  ist. 

Soll  das  Erste  eintreten,  so  muss  die  Gleichung 

E(.)[^^P  +  «(«+l)^^'£(A^)]  =  -E{ic)\^^^^fi-n{n^\yE{v)\ 

stattfinden.  Dividirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  E{(.i)E(y\  so  steht 
links  eine  Function  von  (.i  allein,  auf  der  Rechten  eine  Function 
von  V  allein,  die  nur  dann  gleich  sein  können,  wenn  jede  Seite 
eine  Constante  ist,  die  wir  gleich  dem  Produkt  von  6'4-c'  und 
einer  neuen  Constanten  v  setzen.  Es  müssen  demnach  E(ja)  und 
E(y)  der  Differentialgleichung 

(59)  . .  .     ^^  +  {n{n 4-l)^^-(ö^+  cOu]£(,a)  =  0, 

l^^^-[n{n-^\y-ib'-^c-)v]E{v)  =  0 

genügen,  die  auch  wirklich  dieselbe  Function  definiren.    Setzt  man 

nämlich  für  e  und  t,  ihre  Werthe,  so  entsteht  aus  der  ersten 

(59,  a)  ...     (,x'—b'Xiii'-c')d'E(iiO-\-iu(2ii'-b'-c')dE(ii)  dfi 

+  [(ö'+  c^lv  -  n(n  +  1)|U']  ß(.u)  d/^'  =  0, 

und  aus  der  zweiten,  das  was  aus  der  Vorstehenden  durch  Vertauschung 

von  /u  mit  v  entsteht.  Umgekehrt,  wenn  E(/x)  der  61.  (59,  a)  genügt, 

so  genügt  E{ix)E{v)  auch  (58,  c).   Die  erste  Untersuchung  giebt  also  das 

Resultat,  dass  man  unendlich  viele  Functionen  E  finden  kann,  welche 

die  Zerlegung  erlauben:  wenn  man  nämlich  v  willkürlich  gewählt 

hat,  so  genügen  immer  die  beiden  Integrale  von  (59)  der  Forderung. 

Die  zweite   Forderung  besteht  darin,    dass    E  eine   ganze 


360  n.  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  90,  59. 

Function  von  f.i,  etc.  ist.  Die  einfachsten  Regeln  für  die  Integration 
durch  Reihen  zeigen,  dass  keine  andere  ganze  Function  als  eine 
Function  w'*""  Grades  der  Gleich.  (59,  a)  genügen  kann. 

Wenn  wirklich  (2w+l)  Functionen  E  dieser  Art  existiren,  so 
lässt  sich  (s.  0.)  jede  Function  C  oder  S,  also  jede  ganze  Function 
w**'"  Grades  der  drei  Aggregate  (58,  6),  welche  (58,  c)  gentigt,  durch 
Lame 'sehe  Produkte  darstellen.  Man  kann,  von  dieser  Betrach- 
tung ausgehend,  untersuchen  ob  auch  die  E  in  verschiedene  Klassen 
zerfallen,  welche  der  Klasseneintheilung  im  §  88,  S.  356  entsprechen, 
so  dass  die  eine  Klasse  die  nach  in  ganzen  C,  eine  zweite  diejenigen 
C  darstellt,  welche  aus  dem  Produkte  von  |V^—  ^^^  ^^^nd  einer  ganzen 
Function  von  /x  entstehen,  während  eine  dritte  und  vierte  Klasse 
die  verschiedenen  S  darstellt.  Unten  wird  sich  dies  Verhalten  von 
seihst  ergehen,  ebenso  dass  jedes  E  nur  gerade  oder  nur  ungerade 
Potenzen  von  ju  enthält.  Wir  theilen  gleich  hier  die  2«-f-l  verschie- 
denen Functionen  E  in  vier  Klassen,  deren  Individuen,  in  diesem 
Zusammenhang,  d.h.  wo  über  die  E  gehandelt  wird,  mit  beson- 
deren Buchstaben  K,  L,  M,  N  bezeichnet  werden.  (Eine  Ver- 
wechselung der  Function  K  mit  der  Cylinderfunction  zweiter  Art, 
für  welche  dasselbe  Functionszeichen  genommen  war,  wird  nicht 
eintreten  können.)  Die  Angabe  ihrer  Form  lasse  ich  hier  folgen, 
wobei  die  a  Constante  bezeichnen,  und  man  a^  willkürlich  nehmen 
kann;  wir  setzen  es  hier  gleich  1.  Die  in  Parenthese  auf  jeder 
Zeile  beigefügte  Zahl  giebt  die  Anzahl  der  Individuen  in  einer 
jeden  Klasse  an,  wobei  zur  Abkürzung  o  entweder  pi  oder  ^(tt—1) 
vorstellt,  je  nachdem  w  gerade  oder  ungerade  ist: 

K(n)  =  a,fn-  +  a^li-''-{-a,iii-'*^-'-,     (ff+1); 
L(i.i)=  |/;t7^P(«,/i»-»  +  ajf"-3-|-...);     (n-o)- 
M(li)  =  l'^7=-"c^(«,^t-i  +  «.^.-3  +  ...);     (n-o); 

1.  An  merk.     Setzt  man 

^  =  E{Q)E{ii)E(iv\ 

so  findet  man  leicht  eine  partielle  Differentialgleichung,  der  das 
Produkt  genügt,  indem  man  nämlich  die  zwei  Differentialgleichungen 
(59),  welchen  p  als  Function  von  (.i  oder  von  v  erfüllen  muss,  mit 
der  dritten 
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,    ^^— [/<n  +  lV-(6'-fc0rlP  =  O 

combinirt.  Multiplicirt  man  dazu  die  drei  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit 

2  2  7  i  >  2 

Q   V  ,        Q    —  f.1  ^       ^l    —  V 

und  addirt,  so  ergiebt  sich 

/     2  2N  ^'P       ,      /     2  'N    ^'P       ,      /      2  2N    ^'p  ^ 

(?  -^  )^^  +  (q-  ^'O  ^  +  0*  - »' )  öf  =  0- 

Htätte  man  das  Produkt  ^,  statt  aus  den  drei  Functionen  E,  aus 
irgend  welchen  drei  Lösungen  der  Gleich.  (59)  gebildet,  von  denen 
sich  je  eine  auf  resp.  q,  f^i,  v  bezieht,  so  würde  p  auch  dann  noch 
der  vorstehenden  Gleichung  genügen. 

2.  Anmerk.     Führt  man  in  die   Differentialgleichungen  (59) 
statt  /ti,  v,  Q  die  Grössen  u,  v,  w  aus  S.  354  ein;,  so  erhält  man 


du' 

d'E(v) 
dy' 


=  [n(n  -}-l)A*sin*amu  -{-h\E(iii), 
=  [H(n  -I-  l)k"  sin'  am  (v,  k')  -  h']  E{v\ 


^^^  =  [;/(«  + 1)Ä' sin' am  iw  +  /«l£(e); 
a(«w) 

h  =  v(\  +  k")—n{n  4- 1),  /i'  =  i;(l  +  k"). 
§  91.  Die  Gleichung  (59,  d)  gehört  nicht  zu  der  einfachen 
Art  von  Differentialgleichungen  ZAveiter  Ordnung-  welche  bisher 
durch  Potenzreihen  integrirt  wurden,  sondern  zu  der  Klasse  welche 
Euler  am  Schlüsse  des  VIII.  Kapitels,  Vol.  IL,  Sect.  L,  No.  992 
seiner  Integralrechnung  behandelt,  in  denen  jedes  Glied  durch 
zwei  vorhergehende  bestimmt  wird*),  oder,  was  dasselbe  ist,  in 
welchem  eine  lineare  Differenzeugleichung  zweiter  Ordnung  an  die 
Stelle  einer  Auflösung  der  Differentialgleichung  tritt.  In  solchen 
Fällen  gewinnt  man  nur  ausnahmsweise  ein  übersichtliches  Gesetz, 
nach  dem  die  Coefficienten  der  Reihe  independent  berechnet 
werden  und  muss  sich  in  der  Regel  mit  der  Aufstellung  jener  Diffe- 
renzengleichung zwischen  den  Coefficienten  begnügen,  deren  Lösung 
durch  die  Zähler  und  Nenner  eines  Kettenbruchs  gegeben  wird. 
Die  Glieder  desselben  bestehen  aus  den  Coefficienten  der  erwähnten 
Differenzengleichung.    Euler  hat,  um  zu  einem  übersichtlichen  Re- 


*)    Unten  wird  gezeigt,    wie  Herr  Ilerniite    vor    kur/cin    diese  Gloicluing  mit 
Hülfe  der  Jacobi'schen  Function   ('J,   für  ganze  Zahlen  ;i,  integrirt  hat. 
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sultate  zu  gelangen,  im  IX.  Kapitel  Mittel  zur  Transformation 
solcher  Differentialgleichungen  angegeben,  die  zwar  in  ziemlich  all- 
gemeinen Fällen  ausreichen  um  sie  in  andere  zu  verwandeln 
welche  durch  einfachere  Reihen  integrirt  werden  können,  hier  aber 
nicht  zum  Ziele  führen  so  lange  b  und  c  allgemein  bleiben. 
Wir  heben  aber  zwei  specielle  Fälle  hervor,  die  ein  einfaches 
Resultat  liefern. 

1)  Setzt  man  &  =  0,  so  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (59)  in 
^i'(ix'-  c-)d''E  4-  /«(2itt'—  C-) dEdu -f-  [c'v—n(n  -\-l)/.i']  E dfi'  =  0. 

Würde  man  hier  v  successiv  =  0,  1',  2^^,  ...  n'  machen,  und  f^i  —  icg 
setzen,   so  würde  sie  in  (6)  des  §  51  übergehen,   also  durch  die 

(n-\-V)  Functionen  P"n(— — — —J  integrirt  werden,  d.  h.  für  ein  ge- 
rades ti  durch  (j+l  Functionen  P^,  P,,  P^,  etc.  mit  dem  angegebenen 
Argument,  die  sämmtlich  von  der  Form  K  sind,  und  durch  n  —  o 
Functionen  Pj,  P3,  etc.  von  der  Form  M.  Die  L  werden  ganze 
Functionen  von  f.i^  aber  durch  fx'  theilbar;  ihre  Anzahl  ist  a.  Daher 
verwandeln  sich  die  L  in  P^ ,  P^ ,  ...  P„ ,  endlich  die  N  in  P, , 
P3,  ...  P„_i.  Die  V  sind  jedesmal  die  Quadrate  der  Indices,  also 
z.  B.  im  letzten  Falle  1',  3",  etc.  Ist  n  ungerade,  so  sind  die  a-\-l 
Ausdrücke  P,,  P3,  etc.  von  der  Form  K^  die  71  — a  übrigen  P^, 
Pj,  etc.  aber  von  der  Form  M. 

2)  Macht  man  b  =  c,  und  (.i^cx,  so  heisst  die  Gleichung 
(x'—iyd"-E-\-2x(x'—l)dEdx  +  [2v-n(7i-]-l)x^]Edx'  =  0, 

stimmt  also  für 

2i;  =  w(n-j-l),     n(n-\-l)-l\     «(w+l)-2',  etc. 

mit  (36)  tiberein,  wird  daher  w-fl  Integrale   Pm(— J  oder  was 

dasselbe  ist  Pl\Jr-J  enthalten;  sie  sind  für  w  ==  0,  2,  etc.  von  der 

Klasse  K  oder  N  (denn  iV'— 6']''ju''— c"  wird  (x'—W).,  an  der  Zahl 
a+1;  sie  sind  für  m  =  1,  3,  etc.,  genau  w  — a,  von  der  Klasse  L 
oder  M. 

§  92.  Wir  gehen  jetzt  auf  die  allgemeine  Gleichung  (59) 
zurück,  und  suchen  zunächst  ihre  Integrale  von  der  Klasse 
K  auf,  d.  h.  die  ganzen  Functionen  von  (.1 ,  welche  ihr  genügen. 
Setzt  man  in  derselben  statt  E  und  v  die  Buchstaben  K  und  i?, 
und  für  K  eine  mit  fx"  beginnende  Reihe  ein  die  nach  (.c  absteigt, 
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SO  würde  das  Glied  höchster  Potenz  von  ^i  auf  der  Linken  sein 

[a(a  +  l)-M(«-fl)J;it°n 
Da  dieses  für  sich  verschwinden  muss,  so  wird  a  =  «;  der  Werth 
a  =  — n—1  würde  eine  zweite  Lösung  verschaffen,  die  aber  nicht 
hierher  gehört,  weil  sie  nicht  eine  ganze  Function  ist. 

Man  setze  nun  in  die  Gleichung  (.59)  statt  E  den  Ausdruck 
aus  §90 

ferner,  wie  S.  o.o4,  b  bestimmt  war,  6'+c'  =  p  und  ö'c'  =  q,    und 
findet  dann  zwischen  je  drei  Coefficienten  a  die  Relation  *) 

2m(2ni-l  —  2m)a.„ 
^  p[Ä-(/<  +  2-2w)']a,„_,  +  9(w-h4  -2m)(«  +  3  -2/«)«..-^, 
erhält  also  zur  Bestimmung  der  K  das  System 
2(2«-l)a,  =p[ä-fna,, 
4{2n-3)a,  =  pl^-(n-2y]a,  +  qu(n-l)a,, 
6(2«-  b)a,  =  p[^— («  -  4)']a,  +  q(n-2Xn  -  S)a, , 

2o(2n-\-l—2G)aa  =  p[^—(n-\-2-2ay]aa-x 

+^'(«4-4— 2ffX"  +  ^~-<^)«o-2, 
(2ff-\-2X2n-l-2o)ao+x=4^[^-(n-2o)ya., 

4-  q(n  +  2  -  2g)0i  + 1  -  2a)fl„_i , 
(2a+3)(2«— 3-2ffX+2  =  p[Ä-(«-2ff-2)^Joa+i, 

Bei  der  letzten  von  den  obigen  Gleichungen  fehlt  der  Coefficient  a„, 
weil  sein  Faktor  q(n  —  2oXn  —  2a  —  1)  Null  ist. 

Soll  K  eine  ganze  Function  sein,  so  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  die  a  mit  den  Indices  a+l,  o-\-2^  etc.  verschwinden. 
Hierzu  genügt  dass  Ua+i  =  0,  weil  die  Recursionsformeln  zeigen, 
dass  dann 

0  =  aö^.]  =  (ta+2  =  •••  • 
Man  hat  also  a, ,  a.^,  . . .  a«  aus  den  ersten  a  linearen  Gleichungen 
durch  die  Constanten  und  Ä' auszudrücken.    Damit  K  eine  ganze 
Function  von  f.i  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
für  Ä  eine  Wurzel  der  Gleichung  aoii  =  0  genommen  wird. 


*)  Die  Integration  ist  in  Lame  's  Le9ons  sur  les  fonctions  inverses  etc.  §  195 — 197 
ausführlicher  behandelt  als  an  der  Stelle,  an  welcher  Lame  sie  zuerst  ausführte 
(Liouville,  J.  d.  M.  4.  Bd.). 
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Diese  Gleichung  ist,  in  Bezug  auf  Ä,  offenbar  genau  vom 
Grade  tx+l. 

Durch  die  Sturm 'sehe  Methode  liesse  sieh  leicht  zeigen,  dass 
die  Wurzeln  ^  verschieden  und  ungleich  sind  wenn  für  q  etwas 
negatives  gesetzt  wird,  während  q  hier,  der  Natur  der  Sache  nach, 
etwas  positives  vorstellt.  Man  wird  aber  noch  einmal  (§  96)  auf 
eine  Gleichung  kommen,  welche  die  Ä  als  Wurzeln  giebt,  wenn  die 
Entwickelung  von  K  nicht,  wie  bei  Lame,  nach  Potenzen  von  jit 
sondern  von  

vorgenommen  wird.  Auf  diese  später  auftretende  Gleichung  lässt 
sich  Sturm's  Methode  bequemer  anwenden.  Dass  die  Wurzeln 
aber,  so  lange  b  und  c  allgemein  bleiben,  d.  h.  also  so  lange  zwischen 
p  und  q  nicht  bestimmte  Gleichungen  bestehen,  verschieden  sein 
müssen,  kann  man  schon  hier  zeigen.  Denn  nach  §  91  unter  (1) 
sind  selbst  für  6  =  0,  also  für  7  =  0,  die  ^  noch  verschieden, 
nämlich  0,  2*,  4',  6**,  etc.  Dass  zwischen  b  und  c  wirklich  solche 
Relationen  gesetzt  werden  können,  durch  welche  Wurzeln  ^  gleich 
werden,  ersieht  man  aus  dem  am  Ende  dieses  Paragraphen  befind- 
lichen Beispiele.  Hier,  wo  b  und  c  reell  sind,  tritt  aber  eine  solche 
Gleichheit  nicht  ein. 

Dass  die  Wurzelu  für  reelle  b  und  c  reell  sind,  hat  bereits 
Lame  nachgewiesen,  und  zwar  durch  ein  Verfahren,  welches  im 
§  95  mitgetheilt  wird.  Die  Verschiedenheit  der  Wurzeln  wird  von 
Herrn  Liouville  hervorgehoben*).  Dass  ferner  die  K  selbst  ver- 
schieden, dass  also  nicht  zwei  von  ihnen  identisch  werden,  die  zu 
verschiedenen  Ä  gehören,  erkennt  man  schon  aus  dem  Werthe  von 
rt,.     Setzt  man  %  =  1,  so  hat  man  nämlich 

2.(2« -l)a,  =p(^-n-% 
einen  Ausdruck,  der  bei  jeder  Aenderung  von  Ä  einen  verschiedenen 
Werth  für  a,   giebt. 

Hierdurch  ist  bewiesen  was  bereits  S.  360  angegeben  wurde: 

Für  jeden  Werth  von  n  giebt  es  genau  o-\-l  verschie- 
dene Functionen  K. 

Beispiele:   Für  n  =  0  existirt  nur  ein  K,  und  zwar  K=  1; 


*)    Lettres  sur  tliver«cs  questioiii  d'analyse  etc.  adressees  k  M.  P.  H.  Blanchet. 
Premiere  lettre.     In  Liouville,  Journal  ä.  M.    11.  Bd.  S.  221. 
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für  n  =  1  wild  K  =  /<.     P'ür  n  =  2  also  o  —  \   muss  K  von   der 

Form  sein: 

K  =  fir  +  a, . 

und  unsere  Gleichungen  gehen  in  die  beiden 
2.3a,  ==p(Ä— 4), 
0  =  ;jÄa,  4-1.2.9 
über.    Dies  giebt  für  Ä 

also  zwei  Werthe 


PÄ«  =  2(/>  -r  V'P^ -  3</),    M.  =  2(p  -  Vp^-  3g), 
und  entsprechend 

Ä;-iW^  +  KÄo-4)p, 

Für  7?  =  3  wird  ff  =  1,  ferner 

10a,  =p(Ä_9), 

0-p(t-l>,  +  69, 
daher 

U  =  p^(ä_l)(Ä'  — 9)  +  6O9. 
Für  7?  =  4  oder  o  =  2  ist 

A'  =  /w*  +  a,i"'  +  ffa, 
14a,  ^p(Ä— IG), 

20a,  3=p(^-4)a,+129, 

0  =p^ajH-29a,, 
folglich 

14a,  =p(Ä-lG), 

280a,  =  p\^  -  4)(Ä-16)  +  1G89, 

p'^(Ä-4)(Ä-16)  +  lG89Ä  +  409(Ä-16)  =  0. 

Für  6  =  c  d.  h.  p  =  26",  q  =  b*  verwandelt  sich  die  letzte  Formel 

in  ^'-20Ä'+116Ä'-löO  =  0,  hat  demnach  die  Wurzeln  10,  8,  2, 

wie  es  nach  S.  362,  No.  2  sein  muss. 

Wird  z.  B.  im  Falle  n  =  2  für  6  und  c  ein  solcher  besonderer 

Werth  gesetzt ,    dass  3^  =  p^,   so  hat  die  Gleichung  wirklich  zwei 

gleiche  Wurzeln  Ä'o  =  ^i  =2.     Die   Bedingung   sagt ,    dass   dann 

6^  +  c*  — 6'c*  =  0  sein  muss.     M.  vergl.  S.  364. 

§  93.  Nachdem  über  die  K  gehandelt  worden  ist,  besteht  die 
zweite  Aufgabe  in  dem  Aufsuchen  von  (n — o)  Functionen  L;  mit 
Rücksicht   auf  die  S.  360  angegebene  Form  derselben  mache  mau 
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L  —  z^fT  —  b^^  wo  z  eine  ganze  Function  (« — l)'*""  Grades  von  (x 
werden  muss,  und  stelle  durch  Einsetzen  dieses  Ausdrucks  in  (59) 
die  Gleichung  für  z  her.     Diese  wird 

d^i'—b'Xl^i'-  c') d'z-{-  li, (4:^r  —  p  —  2c')dzdfi 

+  [pS  — c^— («-l)(w+2)iu']sV  =  0; 
wie  im  vorigen  Paragraphen  behandelt  giebt  sie 

2m(2n  -  2m  +  l)a,„  =  [p (S  -  («  -f  1  -  2m)')  -  c\2n  -\-  3  -  4m)]  a,,_i 
+  ^(w  +  2  —  2m)  (n  +  3  —  2w)«m-2, 
also 

2(2w.-l)a,  =  [p(g_(M-l)^)-(2w-l)cMa, 
4(2w  -  3)a,  =  [p (S  -  (n  - 3)')  —  (2n  -  3)c'] a,  +  9(«  - l)(w  -  2) a, 

2(n-(7-l)(2(y+3)a„.„_i  =  [p(£-(2(j+3-«)^)-(4a+7-2n)c^Ja„^„_2 

+  q(2a  +  4  —  «)(2ff  +  5  —  n)an-o-3 , 
0  =  [p(g_(2(7+l- w)^)-(4(y+3-2/i)c^]a„_a_, 
+  g(2ff  +  2-70(2ff  +  3-r0a»-a-2. 
Benutzt  man  diese  Gleichungen  wie  die  entsprechenden  des  vorigen 
Paragraphen,  so  findet  man  alle  n  —  a  Grössen  a  durch  S,  und 
schliesslich  S  durch  eine  Gleichung  vom  Grade  n — a.  Dass  diese 
nur  verschiedene  Wurzeln  S,,  Sj,  etc.  haben  muss,  dass  also  n — a 
verschiedene  ß  entstehen,  sieht  man  ein,  indem  man  auf  den  be- 
sonderen Fall  b  =  c  zurückgeht,  da  in  diesem  die  Differential- 
gleichung der  E  sich  in  die  der  Zugeordneten  P,"  verwandelt.  Die 
eben  integrirte  Gleichung  für  z  stimmt  dann  mit  derjenigen  überein, 
welcher  die  Grössen 

/^i^^zp  '"^-y  bJ 

genügen.  Würde  man  diese  Differentialgleichung,  welche  nur  und 
immer  für  die  n — a  ungeraden  Werthe  m  =  1,  3,  etc.  ganze  Func- 
tionen von  /u  liefert,  nach  der  allgemeinen  Methode  behandelt  haben, 
so  hätte  der  entsprechende  specielle  Fall  der  Gleichung  für  die  S 
entstehen  müssen;  diese  giebt  als  doppelte  Werthe  der  Wurzeln  £ 
22  =  w(w+l)— 1,     /<?^  +  l)— 3-,     w(w-fl)— 5',     .... 

Man  wird  ohne  weiteres  die  angestellten  Betrachtungen  auf 
die  M  übertragen,  wenn  man  überall  6  mit  c,  S  und  L  mit  Wl  und 
M  vertauscht. 

Beispiele:  Für  ^  =  0  existirt  weder  eine  Function  L  noch  M. 
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Für  fi  =  1  ist  L  =  Vn'  —  b%  M  =  Vn^  —  c" 


Für  w  =  2  ist  L  =  fiyf^i^—b\  M  =  (x]/fx'—c\ 

Für  n  =  3,  also  (7=1  \\\x<\. 

M  =  v/;u'  — c-(iu'+a.), 
wenn  a  in  der  oberen  Reihe  eine  andere  Constante  als  in  der  un- 
teren bezeichnet.    Um  die  obere  zu  bestimmen,  benutzt  man  unser 
System  von  Gleichungen  und  findet 

10a,  =(p(2  — 4)  — 5c), 

(pg  —  c^)(p(£—4)-5c^)-f  209  =  0; 

für  das  a  der  unteren  Gleichung  und  die  ÜK  daher 

10a,  =(p(9}?-4)— 5&^), 

(pm—b')(p{m-4:)—'ob')  —  20q  =  0. 

Für  n  =  4  oder  a  =  2  wird 


14a.  =(p(2-9)-7c^), 
(p  (S  - 1)  -  3c^)  (p  (2  -  9)  -  7c^)  +  84g  =  0. 
Für  b  =  c  geht  diese  Gleichung  in 

r-15g+^  =  0 
über,  hat  also,  wie  es  sein  muss,  die  Wurzeln  —-  und  ~. 

§  94.  Noch  bleibt  der  vierte  Fall  zu  behandeln,  d.  h.  man 
muss  die  N  aufsuchen,  welche  in  (59)  enthalten  sind;  zu  diesem 
Zwecke  setze  man  in  die  Gleichung  für  E 


z.y/i^'-bWfi'-c% 
und  hat  dann  die  ganze  Function  z  aufzusuchen,  welche  eine  Lö- 
sung ist  von 

+  H(6^'-  3p) dz dfi  +  [p(Dl- 1) -  {n -  2){n  +  n)iii']zdn'  =  0. 
Wenn  b  =  c  gesetzt  wird ,   so   gehen  alle  Integrale  der  Gleichung 
für  E  welche  Functionen  von   dem  Charakter  N  liefern   in   ganze 

Functionen  von  in  also  in  Ausdrücke  ^m(^)  nait  geradem  m  über, 

aber  nur  in  solche,  welche  durch  fj.'^  —  6'  getheilt  noch  ganze  Func- 
tionen von  fi  bleiben.  Alle  Integrale  der  vorstehenden  Gleichung 
welche  ganze  Functionen  von  s  sind  reducireu  sich  also  für  b  =  c 
auf  die  Functionen  Pll :  (/j.'' —  b").  üie  Wurzeln  Ot  werden  also  für 
b  =  c  durch  die  Gleichungen  gefunden 
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2DI  =  «(«  +  !)-  2%     n(n  +  1)  -  4^     .... 
Die  Integration  der  Gleichung,   wenn  b  und  c  allgemein  blei- 
ben, giebt 

2m(2n+l--2m)a,,  =  [9^_(n  -  2/» +iy]pa„,_, 
+  q(n  -f-1  —  2«0(w  -|-  2  —  2m)a,n-2j 
also  das  System 

2(2«- 1)0,  -r)]-(« +  !)■->, 

4(2;«— 3)fl,  =  [^l  —  (n-^y]pa^  +  g(»  — 2)(//      3), 

6  (2w — 5)  a,  =  [51 — («  —  5)' j  pa^  +  9  (^'  —  4) .  /?  —  5)  a, , 

(2ff— 2)(2w  +  3— 2a)ö„  1  =  [DI- (/*- 2fj  +  3)']pao-. 

-f  ?(« -t-4  — 2ff)(/«  4-3 — 2a)aa-3, 
0  =  [gi-(«-2ff  +  iy]pa,_, 

+  g(w  4- 2  — 2(y)(w  +  1  —  2(7)aa-o. 
Diesen   Gleichungen    ist    nach    den    früheren   Erörterungen   nichts 
weiter  hinzuzufügen. 

Beispiele.     Für  n  =  0  und  n  =  1  existirt  kein  A^. 
F  ü  r  w  ==  2  ist 

Für  w  =  3  wird 


F  tt  r  w  =  4  endlich  hat  man  (7  =  2,  also 

N  =  V7^^'  y/V-^^X^^"'  +  «■), 
14a,  =./;(gi-9), 

p*(5^  — 1)0^— 9)  +  28g  =  0. 
Für  h  =  c  entsteht 

3(i*-109l+16  =  0. 
Diese  Gleichung  giebt  die  Wurzeln  2,  8. 

§  95.  Es  ist  jetzt  bewiesen,  dass  die  (2w-l-l)  Functionen  E, 
so  eingetheilt  wie  §  90,  S.  360  es  angiebt,  wirklich  existiren,  und 
§  92  —  94  enthalten  die  Methoden,  durch  welche  man  alle  zu  dem- 
selben n  gehörenden  nach  Auflösung  von  vier  Gleichungen  wirklich 
auffindet.  Man  sah,  dass  die  E  verschieden  sind,  dass  nämlich  zwei 
weder  identisch  sein  noch  sich  nur  durch  einen  constanten  Faktor 
unterscheiden  können.  Sollen  dieselben  aber  zu  den  im  §  89  an- 
gegebenen Zwecken  dienen,  so  darf  auch  keine  lineare  Ver- 
bindung von  Producten  2^gE(f4)E(v)  für  alle  fj.  und  v  ver- 
schwinden,   wenn   sich  die  Sumraation  auf  die  verschiedenen  zu 
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demselben  n  gehöreuden  E  und  willküilicb  gegebene  Constante  ^, 
die  von  einem  Produkte  zum  andern  wechseln  können,  bezieht.  Man 
bemerke,  dass  nur  2«+l  Produkte  in  der  Summe  vorkommen;  es 
war  nämlich  jedes  Produkt  E{/ii)E{v)  so  zu  verstehen,  dass  E{v) 
genau  dieselbe  Function  ist,   wie  EQi),  dass  also  nur  Glieder  ^vie 

gU(x)K.{v\    gL.{^)L,{v\    .  .  . 
nicht  aber 

gKMK,(r),     gKX^OLM,     gK,{^i)L,Qi\     .  .  . 
auftreten,  in  welchen  s  sich  von  x  unterscheidet. 

Soll  eine  Summe  wie  J^gE{(.i)E{v)  für  alle  f.i  und  v  ver- 
schwinden, so  muss  jede  von  den  vier  Reihen 

■  ^gsKAnh    ZgM^i),    ZgMi^i),    Zg.^si^) 
für  sich  verschwinden. 

Zum  Beweise  dividire  man  durch  v"  und  setze  v  =  oc;  da  v~'"E[y) 
sich  dadurch  in  1  verwandelt,  also  die  Summe  die  Form  2"^ E(,u)  erhält,  so 
muss  2gE(jLi)  für  alle  fii  gleichfalls  verschwinden.  Dieser  Ausdruck 
zerfällt  zunächst  in  die  Summe  zweier  Theile  f/-j- ^^|V* — ^''  ^^'o  U  und  V 
jj^anze  Functionen  von  fz  und  '^(U' — 6'  sind;  er  kann  nicht  verschwinden, 
wenn  nicht  U  und  V  für  sich  verschwinden,  weil  sonst  j/ju"^ — c^  eine  ra- 
tionale Function  von  (.i  und  j/^it* — 6^  wäre.  U  und  V  haben  ferner  die 
Form  G  -\-H}/ (j.^—b^,  wenn  G  und  H  fj;anze  Functionen  von  ^  bezeichnen; 
sie  können  folglich  nur  dann  verschwinden,   wenn  G  =  U  =  0. 

Es  wird  nun  nach  Lame  durch  eine  Methode,  welche  der  Art 
entspricht,  auf  die  bei  früheren  Gelegenheiten,  z.  B.  S.  69,  die 
Coefficienten  in  gewissen  Entwickelungen  bestimmt  wurden,  gezeigt, 
dass  diese  Ausdrücke  nicht  verschwinden  können,  ohne  dass  alle 
g  gleich  0  sind.  Um  alle  vier  Fälle  gemeinsam  zu  behandeln,  be- 
ziehen wir  die  Untersuchungen  auf  den  Buchstaben  E  und  werden 
an  dieser  Stelle  unter  JE,  und  E^  gleichartige  E  verstehen,  d.  h. 
solche,  die  beide  zugleich  zu  den  Ä",  oder  zugleich  zu  den  L,  etc. 
gehören. 

Man  multiplicire  die  erste  Gleich.  (59),  die  man  auf  JE,  beziehe, 
mit  El,  ferner  mit  de  und  integrire  nach  /li  von  b  bis  c,  oder  was 
dasselbe  ist  nach   e  von  0  bis   w   (cf.   S.  353).     Dann  wird,    da 

/u)  '  Pix)  rui       fp  jr 

E,£,rf«-«(//  +  iy    frE,E,d£=J    Ei-^:  de; 

(i  0  I) 

nach    zweimaliger   Integration    durch   Theile    verwandelt    sich    die 

Ueiiie,  Theorii'  der  Kuttelfuurtioneii.     \>.  Aufl.  2'4 
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rechte  Seite  in 


d'Er  ^    ,  ^j.    dE,  dB, 

de  de 

0 


Das  letzte  Glied  ist  aber  =  0,  wie  man  einsieht,  wenn  man  an- 
statt nach  fi  nach  i^i  diiferentiirt  und  dafür  mit  V.u' — b'^jU' — jU* 
multiplicirt,  da 

^^  dEs       ^  dEr 
dfi  "   dfj. 

eine  ganze  Function  von  f.i  ist.    In  der  That,  bezeichnet  man  durch 
G  ganze,  unter  sich  verschiedene  Functionen  von  f,i,  so  ist 
Kr  =  G,  dK,  =  Gdfi, 

L^  =  iJiF^^^  G,  y^u'— 6'  dl,  =  Gd^, 

Mr  =  iJi^J'G,  iJ^^J'dM,  =  Gdß. 

N^  =  ^Ji^ZIb'yjt^^^'G,     ^/Ji^^^'-^Jt^ZTc^dN,  =  Gdii. 

Da  die  nach  e  differentiirte ,   in  den  eckigen  Parenthesen  ein- 
geschlossene Grösse  verschwindet  und  die  linke  Seite  von  (a)  gleich 

J    ^^^e^'' 

0 

wird,  so  ändert  sie  sich  nicht  durch  Vertauschung  von  s  mit  r. 
Es  folgt  hieraus  dass 


(Vs  —  Vi)J 


E,E,de  =  0, 


dass  also  das  Integral  selbst  verschwindet,  wenn  s  und  t  verschieden 
sind.  Das  Integral  verschwindet  nicht ,  wie  man  sogleich  sehen 
wird,  wenn  *  =  t.  War  nämlich  Es  reell  oder  rein  imaginär,  so 
ist  das  Integral  des  Quadrates,  einer  Grösse  die  ihr  Zeichen  nicht 

wechselt, 


/ 


E.Esds 

(j 

sicher  nicht  0;  wir  zeigen  also  nur  noch,  dass  E  nicht  complex  sein 
kann.  Hierzu  wird  nachgewiesen  dass  die  Wurzeln  v  sämmtlich 
reell  sind;  aus  der  Art,  wie  die  Coefficienten  a  der  E,  vermittelst 
der  linearen  Gleichungen,  gebildet  werden,  folgt  dann,  dass  auch 
diese  reell  sein  müssen. 

Sollte  Vs  imaginär  sein,    so  nehme  man  für  Vj  die  conjugirte 
Wurzel;  war  E,  =  p-{-qi,  so  wäre  Ej  =  p  —  qi^  also 
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0  0 

gleich  0,  was  unmöglich  ist.     Man  hat  daher  folgende  Punkte 
festgestellt: 

1)    Sämmtliche  v  sind  reell. 


^)/ 


EsEjds,    wenn  E,.   und  E^   gleichartige  E  bezeichnen, 
(j 
verschwindet  sobald  s  nicht  gleich  z  genommen  war. 

3)    Das  Integral  verschwindet  nicht  für  s  =  t. 
Hieraus  folgt  nach  der  Methode  des  §  15  unmittelbar  der  Satz: 
Ist  eine  Function  fd-i)  in  eine  Reihe  von  gleichartigen  E  (mit  dem- 
selben obern  Index  n)  entwickelbar 

f(!^)  =  i:9sE,(^l 
so  kann  die  Entwickelung  nur  auf  eine  Art  geschehen,  und  die  g 
sind  bestimmt  durch  die  Gleichung 

E,{!.i)Es(ix)de  =J    f(^i)E,(f-i)ds, 

0  0 

aus  der  sich  jedes  g  finden  lässt,  da  das  Integral  auf  der  Linken 
nicht  verschwindet.  Man  zieht  endlich  hieraus  den  Zusatz,  auf 
dessen  Beweis  es  in  diesem  Paragraphen  eben  ankam:  Soll 
JSgsEsd-i)  gleich  Null  sein,  so  ist  jedes  g  gleich  Null. 

Als  Erweiterung  des  Satzes  kann  man  hinzufügen,  dass 
auch  die  Entwickelung  von  f(i.i)  bestimmt  ist,  wenn  f  nur  über- 
haupt nach  E  (mit  gleichen  w)  geordnet  werden  darf.  Zerlegt  man 
nämlich,  -wie  am  Anfange  dieses  Paragraphen  f(fx)  in  vier  Theile, 
so  ist  der  eine  Theil  nach  den  K  entwickelbar  etc.  etc. 

§  96.  In  ähnlicher  Art  wie  die  Kugelfunctioneu  von  x  nach 
Potenzen  von  §  =  x  —  ]/a;^  —  1  entwickelt  wurden ,  stelle  ich 
neben  die  vorhergehenden  von  Lame  vorgenommenen  Ent- 
wickelungen  nach  Potenzen  von  fi  eine  solche  nach  Po- 
tenzen von 


So  lange  ^  innerhalb  der  ihm  S.  352  vorgeschriebenen  Grenzen 
liegt,  ist  c/^T]  =  1;  liegt  fi  in  anderen  Grenzen,  ist  es  z.  B. 
(wie  oben  q)  grösser  als  c,  so  nehme  man  cy/^t]  <  1,  was  geschehen 

24* 


372  II.  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  96,  59. 

kann,  da  offenbar  t]-'^  entsteht,  wenn  man  die  Differenz  der  Wurzeln 
im  Zähler  von  t]  mit  ihrer  Summe  vertauscht. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 
2  ]V-6''  =  ]/c'  -  fX?]-'  -\-  rj\     2  }^^r  -  c'  =  ic'  —  bXrj-^  -  rf). 
Man  kann  daher  die  E,   deren  Form  S.  360  augegeben  wurde,  in 
endliche  Keihen  umsetzen,  welche  ganze  positive  und  negative  Po- 
tenzen von  /y  enthalten,  und  zwar  sind  die  Functionen  E  zum  Theil 
genau  gleich  solchen  Reihen,  zum  Theil  gleich  dem  /f  fachen  derselben . 
In  beiden  Fällen  wird  aber  der  Faktor  von  ?;'"  uothwendig  gleich 
oder  entgegengesetzt  dem  von  -q-'".    Man  führt  nun  einen  Bogen 
(p  =  amu  ein  (m.  vergl.  S.  354),  der  mit  dem  früheren,  in  cosy  vor- 
kommenden keinerlei  Beziehung  hat,  indem  man  setzt 
ifx^—b'  =  ]/c'— 6^cos^,  y'c"— |it*  =  }^c"— ö'.sin^p;  7]  =  cos^)— esiuff. 
Die  Functionen  E  nehmen  dann  folgende  Formen  an,  in  denen  die 
a  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnen;  und  2a,  wie  S.  360 
n  oder  n  —  1  bezeichnet: 

1)  Wenn  n  gerade  ist 

K(i^)  =      aocoswqp-fa,  cos(w  —  2)(p-\ —  -f-or^- iCos2qp  +  2  ^o-, 

N(i.i)=      «oSiu/i^-f-a,  sin(w — 2)^-1 [-««   isiii2^, 

L(,«)  =  f.i\ag  cos(« — 1)^4-«!  cos(w  —  3)9)  H \-  aa-iGOS(p], 

M(j.i)  =  (.i[a^  mi{n — V)(p^a^%m(n  —  3)9)-f 4-«o-i  siu^J- 

2)  Wenn  n  ungerade  ist 

K{f.i)  =  |«[«oCos('«  — l)9  4-«iC0s(w  — 3)(jp-] 1-  ao-iCos2^+  ia^, 

N(^i)  =  fi [a,  sin(«  —  l)y  -[-  a,  sin(w  —  3)qp  H 1^  «j-i sin2(/'], 

L(f.i)  =      a„cos7/^-f  «|COs(«  — 2)y-j \-  a,,  cosy-, 

M(f.i)  =      «,,  sin  nq)  +  a^  sin(w  —  2)(p-\ \- ag  sin  ff. 

Wir  kommen  nun  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a. 
Zur  Abkürzung  wird  hierbei  gemacht 

o  r     ,  1^  c'  +  &' 

2v-n(n  +  l)  =  z,      ^,_^,   =  x. 

I.  Fall.  Wir  suchen  die  Coefficienten  a  in  den  vier  Formen 
auf,  in  welchen  E  nicht  den  Faktor  /u  enthält.  Dazu  setzen  wir 
für  2£  in  (59,  a) 

«ü »?"  +  «1  V"~^  +  «2  ^"""^  +  •  •  • 
ein,  und  beachten  dass  sich  durch  zweimalige  Differentiation  nach 
£  ero'iebt 
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d^  n'" 

+  m(w-l)(c'-6-)?y'"--. 
wodurch  das  folgende  System  (o)  von  Gleichungen  entsteht 

1.(2«- l)a,  =  [n'-\-z\xa„ 

2,(2«— o)ßj  =  [(w  — 2)'-f-z|xa,  —  w.l.a^, 

3.(2w-5)a3  =  ((w-4)'-H5]xa,-(«-l)B.a„ 

(/«-f-l)(2«  — 2m-l)a„,+,  =  |(«-2w)'+-|5<a„—(«  +  l  —  »0(-w— !)»„,_, 

In  sämmtlichen  vier  Formen  ist  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass 
a„+i,  a„+2,  etc.  verschwinden  sollen;  nach  dem  Bildungsgesetze 
geschieht  dies  offenbar  sobald  nur  der  eine  Coefficient  a„+i  Null 
wird.  Diese  Forderung  gieht  zur  Bestimmung  von  z  eine  Gleichung 
vom  Grade  n  +  l,  von  der  sich  nach  Sturm' s  Methode  (s.  u.)  zeigt, 
dass  sie  nur  ungleiche  und  reelle  Wui-zeln  z  besitzt  (M.  vergl.  §  92). 

Indem  man  in  der  linearen  Gleichung  zwischen  a  mit  den 
Indices  m  —  1,  m,  m-^1,  überall  statt  m  setzt  n — m,  erhält  man, 
dass  genau  dieselbe  Gleichung  zwischen  drei  a  mit  den  Indices 
/«  — m  +  1,  n  —  »?,  n — tn  —  l  besteht.  Dieser  Umstand  bewirkt,  dass 
die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  z  in  zwei  zerfällt,  eine  vom 
Grade  a  und  eine  vom  Grade  a  +  1  wenn  n  gerade,  beide  vom 
Grade  n — a  wenn  w  ungerade  ist.    In  der  That,  wenn 

zuerst  n  gerade  ist  und  man  die /f  gewinnen  will,  hat  man 
zu  setzen 

will  man  ferner  die  N  gewinnen,  so  setzt  man 

ffö   =  0,        tta  +  l   =   —  «„_,,        a„^2  —    —  «0-2,        .... 

Für  die  Bestimmung  der  K  reicht  es  aber  aus,  wenn  man  z  so 
wählt,  dass  allein  «o-i  =  «0+1,  für  die  iV,  wenn  man  «„  =  0  setzt; 
aus  der  oben  erwähnten  Beschaffenheit  des  Systems  von  Glei- 
chungen folgt  dann  von  selbst,  dass  die  übrigen  Gleichungen  erfüllt 
sind.  Für  die  K  gestaltet  die  weitere  Bestimmung  der  «  sich  so, 
dass  man  das  System  (a)  zunächst  bis  m  =  o  —  1 ,  also  bis 

(h)  ...     a(«  +  l)a„  =(2'-f-)««a-i— (ff-i-2)(w  — 3)a„_2 
fortsetzt;    für   m  =  o   erhält    man    den    Ausdruck    a,, ,  1   durch    die 
Rekursionsformel  und  setzt  diesen  gleich  «„   1,  erhält  also  zur  Be- 
stimmung der  ;;  die  Gleichung  vom  Grade  o  -j  1 
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(ff +  l)(w— l)ao  +  i  =  zxtto— ((T  +  l)("  — l)aö-i, 
oder  wegen  der  Gleichheit  von  Ua-i  und  ao+i 

(c)    ...       ZXOa  =  («+  2)(« Ijßo-l. 

Wir  haben  also,  zur  Bestimmung  der  a  in  den  Ä",  das  System 
linearer  Gleichungen  (a)  mit  (6)  zu  beschliessen;  dann  ist 
noch  (c)  zur  Bestimmung  von  5  hinzuzufügen. 

Zur  Bestimmung  der  a  in  den  N  beschliesst  man  das  System 
(rt)  mit 

{b')  ...     (ff  - 1)  («  +  3)  «a-i  =  (4^  +  s)  xaa  -2  -  (ff  +  3)  (n  —  5)  a„_3 
und  hat  zur  Bestimmung  der  z  noch  «a  =  0,  d.  h. 

(c')  ...     (2^  +  ^)  xao  -1  =  ((T  +  2)  («  -  3)  a<,_ö. 
Man  bemerkt,  dass  dann  von  selbst  wird  ao-^i=^  —  «„-i,  .... 

Bei  einem  ungeraden  ti  hat  man  für  L  und  M  das  System 
(a)  zu  beschliessen  mit 

(&")  ...     ff(«+2)aa  =  (3^4-2)x«o_-i-(ff  +  3)(«-4)a<,-2 
und  zur  Bestimmung  von  z  für  die  L  noch,  dass  «„+1  =  «o  sei,  d.  h. 

(c")  ...     a,[(l+s)x-n(ff4-l)J-(ff  +  2)(.i-2)a„-i, 
woraus  folgt  «0+2  =  «0-2 ,  etc.    Zur  Bestimmung  von  z  für  die  iH 
erhält  man  aber  «a+i  =  0  oder 

(C")  ...     {l  +  z)xaa  =  (ff-f  2)(w-2)««_i, 
so  dass  die  Coefficienten  a  in  allen  vier  Fällen  bestimmt  sind. 

Irgend  eine  von  den  Gleichungen  für  5,  z.  B.  die  zweite  für 
N  geltende  vom  Grade  a  auf  die  sich  a,  6',  c'  beziehen,  soll  jetzt 
nach  Sturm 's  Principien  in  Bezug  auf  die  Anzahl  und  Realität 
ihrer  Wurzeln  z  untersucht  werden.   Man  setze  1  für  «„  und  bemerkt 

ä)  dass  die  Ausdrücke  «q,  Oj,  ...,  «„  Functionen  von  z  vom 
Grade  resp.  0,  1,  ...,  o  sind,  welche  für  z  =  —oo  abwechselnde 
Vorzeichen  besitzen,  für  z  =  cxj  gleiche. 

6)  Für  dasselbe  z  können  nicht  zwei  benachbarte  a  ver- 
schwinden, weil  sonst  zugleich  alle  a,  also  auch  die  Constante  a^, 
verschwinden  müssten. 

c)  Geht  a,„  durch  0,  wo  m  <.ö^  so  wird  kein  Zeichenwechsel 
verloren;  statt  eines  solchen  kann  also  nur  dadurch  eine  Folge  ent- 
stehen, dass  «a  selbst  durch  Null  geht.  Da  die  Anzahl  der  ver- 
lorenen Wechsel  o  ist,  so  geht  also  «„  nicht  weniger  als  o  Male, 
also  genau  so  oft  durch  Null.  Hierdurch  ist  bewiesen,  dass  es 
ff  reelle  und  verschiedene  Wurzeln  z  giebt,  welche  Functionen  N 
liefern. 
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Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Beweise  für  die  Realität 
und  Ungleichheit  der  Wurzeln  ;:•,  welche  K,  L,  M  liefern. 

IL  Fall.  Wir  suchen  die  Coefficienten  a  in  den  vier  Formen 
auf,  in  welchen  E  den  Faktor  /n  enthält.    Dazu  dient  die  Gleichung 

welche  zur  Bestimmung  der  a  das  System  Gleichungen  liefert 
l.(2«-l)«.  =l(n-iy^-4xa„, 
2.(2n-B>..,  -  [(,,_3)Hc]xa ,-(«-1)3«,, 
3.(2«— 5)a,  =  [(n— 5)'  +  v]xa,— (n-2).5a,, 

(m+lX2«-2/n-l)a,„.H  =  [(n-l-2my-^z\xa„,-(n-mX2m-\-l)a„., 

Bei  einem  geraden  n  wird  diese  Gleichung  zur  Bestimmung  von  L 
und  M  bis  m  =  o  —  l  fortgesetzt,  bei  einem  ungeraden  n  für  die  K 
bis  m  =  0  —  1  und  für  die  N  bis  m  —  0 — 2.  Die  weitere  Aus- 
führung erfolgt  genau  nach  dem  Muster  des  I.  Falles. 

§  97.  Wir  knüpfen  beim  §  89  und  dem  Anfang  des  §  95  wieder 
an.  Es  ist  festgestellt,  dass  für  jeden  festen  Werth  von  w  die  li- 
neare Verbindung  der  Kugelfunctionen  C  und  S  in  Bezug  auf  die 
Bogen  0  und  ifj  oder  die  elliptischen  Coordinaten  fi  und  v  mit 
2«4-l  willkürlichen  Constanten  dieselbe  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (51)  oder  (58,  c)  giebt,  wie  die  lineare  Verbindung 
der  2«  +  l  Lame'schen  Produkte  E{f.i)E(y)  mit  ebenso  vielen  Con- 
stanten. Der  Eintheilung  der  Kugelfunctionen  C  und  S  in  vier 
Klassen,  nach  den  In-ationalitäten  welche  in  ihnen  enthalten  sind, 
entspricht  die  Eintheilung  der  E  in  Functionen  /f,  L,  3/,  N.  Dem- 
nach können  die  C,„  mit  geradem  Index  m  nur  durch  Produkte 
von  je  zwei  K  dargestellt  werden,  nicht  von  L,  etc.  Aehnliches 
folgt  für  die  übrigen  C  und  die  S.  Dieses  Verhalten  zeigen  wir 
unten  durch  ein  Schema.  Der  obere  Index  n  wird  fortgelassen, 
da  sich  das  Folgende  auf  ein  festes  n  bezieht;  die  Indices  n  und 
i  bezeichnen  die  geraden  und  ungeraden  Zahlen  bis  n  mit  Ein- 
schluss  von  0  und  «,  die  g  oder  h  in  den  verschiedenen  Reihen 
verschiedene  Constanten.  In  Parenthese  ist  auf  jeder  Zeile  die 
Anzahl  der  Werthe  s  angegeben,  auf  welche  sich  die  Summation 
bezieht.     C  und  S  haben  die  Argumente  /u,  v. 
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Schema  A. 

C^  =  29l''^KAlii)K,{vy,     (a  +  1); 

Da  die  Lame 'sehen  Produkte  sieh  auch  umgekehrt  linear 
durch  die  Kugelfunctionen  ausdrücken  lassen,  so  erhält  man  auch 

Schema  B. 

KMK,(v)  =  2}&C,;     ((T-fl); 

L,(fi)Ls(v)  =  :Shl'^a]     (n-a); 

Nach  dem  zweiten  Schema  kann  man  jede  Lame'sche  Function 
selbst  (im  Gegensatz  zum  Produkte)  in  eine  nach  den  P^  mit  fest- 
gehaltenem n  geordnete  Reihe  entwickeln. 

Hierzu  zeigt  man  zunächst,  dass 

weder  für  /i(  =  b  noch  für  f.i  =  c  verscliwinden.  Für  f{  folgt  dies  aus 
(59,  a);  wenn  die  ganze  Function  E  =  K,  deren  Dinercntiah]uolient  nadi  (.i 
im  Endhchen  niclit  unendlich  werden  kann,  für  f.i  =  b  verschwindet,  so 
wäre  auch  E'{6)  =^  0.  Eine  DilTerentialion  von  (59,  a)  nach  {.i  zeigt,  dass 
dann  aucli  E"{b)  Null  ist;  aus  weitern  Diflerentiationen  von  (59,  a)  folgt, 
dass  alle  Differentialquotienten  von  E  nach  f.i  für  (.i  =  b  und  ebenso  dass  sie 
für  fi  =  c  Null  wären,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Eine  ähnliche  Unmög- 
lichkeit würde  sich  bei  der  Voraussetzung  ergeben  haben,  dass  eine  der  anderen 
drei  Functionen  für  f.i  gleich  b  oder  c  verschwindet,  indem  man  statt  von 
der  Differentialgleichung  (59,  a)  von  den  drei  für  sie  im  §  93  und  94  vor- 
kommenden —  die,  welche  M  betrifft,  ist  dort  allerdings  nicht  fertig  ange- 
geben —  ausgeht. 

Setzt  man  (.i  =  c  oder  6,  so  erhält  man  aus  dem  Schema  B. 

mit   Hülfe    der  Gleichungen  (a)   bis  (c)  auf  S.  356  u.  f.  als  Ent- 

wickehmg  der  E  nach  Zugeordneten 

(60)  ...     A.K,{v)  =  i:h^^^Pl(^^y, 

1-1 
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wenn  A  in  jeder  Gleicliimg  eine  gewisse  Constaute  bezeichnet. 

Eine  zweite  Entwickeluug  nach  Cosinus  oder  Sinus  der  ganzen 
Vielfachen  des  im  §88  eingeführten  Winkels  ;f  =  4 tt  —  coam m  ist 
gleichfalls  von  Interesse.  Dividirt  mau  die  Gleichungen  im  Schema 
B.  durch  v"  und  setzt  v  =  oc^  so  entstellt  diese  Entwickeluug  nach 
Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  von  %: 

(60,  a)  ...     (^JUiiO  =  ^a^Go^nx, 
(-^J  1,00  =  ^/'.'^' cos  .X, 

(~yN,(^c)  =  :Sh^^mnx. 

Ueber  die  Bestimmung  der  Constanten  /*,  derselben  welche 
das  Schema  B.  enthält  und  welche  oben  in  (60)  zur  Entwickeluug  der 
E  nach  P,"  dienten,  wird  im  folgenden  Kapitel  gehandelt. 
Dass  sämmtliche  E  sich  auch  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Viel- 
fachen von  amu  in  endliche  Reihen  entwickeln  lassen,  ersah  man 
aus  S.  372. 

§  98.  Bisher  bezogen  sich  unsere  Untersuchungen  auf  solche 
Lame' sehen  Functionen,  die  zu  demselben  Werthe  n  gehörten; 
indem  es  sich  jetzt  um  die  Entwickeluug  einer  Function  von 
lii  und  V  nach  den  transformirten  Kugelfunctionen  Clfi^v] 
S"(//,  y)  und  nach  den  Lame'schen  Produkten  handelt,  wird 
den  Functionen  E  bei  der  Bezeichnung  noch  der  obere  Index  n 
hinzugefügt. 

Nach  Lame's  Vorgang  zerlegt  man  eine  Function,  die  so  ent- 
wickelt werden  kann,  in  acht  Theile,  die  dem  Charakter  der  ver- 
schiedenen £"  entsprechen,  nämlich  in  die  Form 
(A  +  A,  i.iv)  +  (B-^Bjiv)}f^i^T']/¥^'V'+(Ci-C,iiiv)]/^^'^'^^^^' 

4-  (ö  +  o,  nv)\'J?^~b'  |/6^7'y,;^ir7?  {c''^% 

wo  A^  A^j  etc.  ganze  Function  von  f.i  und  v  bezeichnen,  die 
weder  ihren  Werth  noch  das  Zeichen  ändern,  wenn  mau  //,  v  oder 
den  Quadratwurzeln  ]/|U*— fe'^,  etc.  das  entgegengesetzte  Zeichen 
giebt.  Jedes  von  den  vier  Gliedern  dieses  Ausdrucks  wird  für  sich 
in    Lamc'sche    Produkte    einer    Klasse    entwickelt,     das    erste 
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in  Produkte  aus  den  K  allein,  das  zweite  aus  den  L  allein,  etc. 
Ferner  werden  in  jedem  Theile  eines  Gliedes  der  keinen  Index 
enthält,  wie  4,  ebenso  in  jedem  Theile  der  mit  einem  Index  ver- 
sehen ist,  wie  f■lvÄ^,  solche  E""  vorkommen,  die  nur  gerade  oder 
nur  ungerade  Potenzen  von  /.i  und  v  enthalten.  Es  kommt  darauf 
an,  jeden  von  diesen  acht  Theilen  für  sich  zu  entwickeln. 

Man  gelangt  zu  der  Entwickelung  durch  eine  Uebertragung 
der  Formeln  des  §  78  von  Coordinaten  d,  xp  auf  /n,  v.  Die  Function 
F(fÄ,v),  deren  Entwickelung  aufgesucht  wird,  also  hier  einer  der 
acht  Theile  der  ursprünglich  gegebenen  Function,  verwandle  sich 
durch  Einführung  der  Coordinaten  d,  \p  in  /"(ö,  \p).  Dann  ist  f 
so  beschaffen,  dass  diese  Function  nicht  ihren  Werth,  sondern 
höchstens  ihr  Zeichen  ändert,  wenn  man  cosö  oder  sin ö cos i/^ 
oder  sin  ö  sin  1/;  mit  ihren  negativen  Werthen  vertauscht.  Sie  be- 
findet sich  also  in  demselben  Falle  wie  die  am  Schlüsse  des  §  78 
betrachteten,  bei  denen  die  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 
dienenden  Integrale  nach  0  und  \p  von  0  nur  bis  ^n  genommen 
wurden.     Setzt  man  wieder 

cos;'  =  cosöcosö, +  sinösinö,  cos(i/^j  —  ip)^ 
so  werde  der  Theil  von  P"(cos7),  welcher  dieser  Function  gleich- 
artig ist,  durch  ^"(cosj/)  bezeichnet;  d.  h.  es  enthalte  '^'^  alle 
Glieder  der  rechten  Seite  von  (52),  die  sich  in  Bezug  auf  die  Ver- 
tauschung von  cos  (9,  etc.  mit  —  cosö,  etc.  ebenso  verhalten  wie 
/■(ö,  ^),  so  dass  ^  also  entweder  für  jedes  gerade  oder  für  jedes 
ungerade  w  Null  ist.     Mit  Hülfe  von  §  78,  f  hat  man  dann 

{a) ...  f{d, xp)  =  ^zr, 

0  0 

Um  die  Entwickelung  von  F(^<,  v)  zu  erhalten,  hat  man  nur  (x  und 

V  für  6  und  t/^  einzusetzen.  Da  aber  nicht  /",  sondern  F  gegeben 
ist,  so  muss  man  zugleich  in  dem  Integrale  auch  statt  6^  und  ^j)^ 
die  Coordinaten  |W,,  v^  einführen  (§  87,  a).  Durch  die  ursprüng- 
lichen Polarcoordinaten  r,  ö,  xp  erhält  man  als  Ausdruck  des  Raum- 
elements bekanntlich  r-^rnddOdtp^  nach  §  87  in  Coordinaten  r,  /u, 

V  aber  r'^d-i^' — v'^)drdEd^^  woraus  sich  ergiebt 

&mddddilj  ^  (iii''—v')d£dC. 
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Setzt  man  dieses  in  X"  ein,  indem   man   vorher  0  und    ifj  mit  ö, 
und  t//,,  also  /<,  v,  £,  t  mit  |f/,,  v,,  £,,  t,  vertauscht  hat,  so  erhält 
man  folgendes  Resultat: 
Macht  man 


/(c'-^^0(c--O(r'-^^T)F-^T) 

und  ist  eine  gleichartige  Function  F(f.i,  v)  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  entwickelbar,  so  ist  die  Entwickelung  nach  transfor- 
mirten  Kugelfunctionen  C[/<,  v]  und  S[|M,  v] 

(61)...     F(^c,rO=±X'\ 

i)  n 

Im  §  115  findet  man  die  Entwickelung  von  P""  nach  Lame'schen 
Produkten;  setzt  man  diese  in  (61)  ein,  so  erhält  man  eine  Ent- 
wickelung von  Fifi^  v)  nach  diesen  Produkten. 

Eine  solche  findet  Lame  direkt  mit  Hülfe  von  Untersuchungen, 
die  bereits  im  §  95  auftraten.  Um  eine  im  obigen  Sinne  gleich- 
artige Function  F{f.i^v)  nach  den  gleichartigen  Lame'schen  Pro- 
dukten zu  entwickeln,  betrachte  man,  nach  Analogie  der  in  ähn- 
lichen Fällen  z.  B.  im  §  78  angewandten  Methode,  zunächst  das 
Integral 

welches  hier  S  heisse,  wo  p  —  n  nicht  ungerade  ist  uud  E,  und  E^ 
zu  derselben  Klasse  gehören.  Wir  zeigen,  dass  S  =  0,  wenu  nicht 
zu  gleicher  Zeit  m  =  ti  und  s  =  z  sind.  Zum  Beweise  leitet  man 
aus  (59)  ab 

ETd'E'i-E':d'E:  =  \p(v:-v:')  —  {N(H-^\)-m(m-\-l))iir-\E';E'ld£'. 
Eine  Integration  nach  e  macht  die  linke  Seite  zu  0,  also 

p(v^-^;r)y'"K'(^Oi^"(^o«««  =  (^'--^«)(«+''»+i)/ 'V'£r(^o£;oorfe. 

Hätte  man  auf  gleiche  Art  die  zweite  Gleichung  in  (59)  behandelt, 
so  würde  man  gefunden  haben 
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v'E':iv)EUv)dl  =  piv'l-xOj    ETiv)EUv)dC 

0  I) 

Die  Multiplikation  der  beiden  unter  einander  stehenden  Gleichungen 
giebt  eine  neue;  bringt  man  die  linke  Seite  der  letzteren  mit  um- 
gekehrtem Zeichen  auf  die  rechte,  so  entsteht 

(n  -m){n4-m-lrl)  {vr  —  iC)  S  =  0. 
Hieraus  folgt,  dass  S  gleich  Null  sei.  Eine  Ausnahme  kann  nur 
stattfinden,  erstens  wenn  m  =  n^  zweitens  wenn  die  beiden  v  ein- 
ander gleich  sind,  drittens  wenn  beide  Gleichungen  stattfinden. 
Es  ist  klar,  dass  S  in  dem  letzten  Falle  sicher  von  0  ver- 
schieden ist;  in  den  beiden  anderen  Fällen  wird  aber  s  noch 
Null.  Denn  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  in  dem 
ersten  oder  zweiten  Falle  die  erste  resp.  zweite  von  den  folgenden 
Gleichungen: 

y'''ET(iii)ET(i.i)  de  =f^E:{v)E"'  {v)dl  =  0. 

0  0 

^i'E:{fi)E'i{fi)de  =J    v''E':(v)El(v)di;  =  0. 
(I  I) 

Löst  man  /S  in  eine  Differenz  zweier  Glieder  auf,  deren  erstes  ist 

y 'V'  ET  (lii)  E;  (v)  d^y'^ET  (v)  El  {^)  dt, 

0  0 

so   wird  jedes  von  denselben  für  sich  Null,  also  S  =  0. 

Dies  ist  der  Satz,  der  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  bei 
Entwickelungen  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach 
Lame' sehen  Produkten  dient.  Der  speci eile  Satz,  welcher  sich  auf 
den  Fall  m  =  n  bezieht,  lässt  sich  ebenso  bei  Entwickelungen  von 
Functionen  einer  Veränderlichen  nach  gleichartigen  Lame 'sehen 
Functionen  verwenden. 

Soll  die  Function  F  in  eine  Reihe  gleichartiger  Produkte  zer- 
legt werden,  so  setzen  wir,  ähnlich  wie  im  §  89, 

wenn  die  Summe  nach  n  über  alle  geraden  oder  über  alle  unge- 
raden n  genommen  und  nach  s  über  die  Klasse  der  E  summirt 
wird,  welche  der  Function  F  gleichartig  ist.  Macht  man  zur  Abkürzung 

f'"dLj'"(^i"'-v^){E:{^i)E:{v)yds  =  y:, 

(I  n 

so  findet  man  g  durch  die  Gleichung 
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Die  Constante  y  ist  bekannt;  sie  hängt  oflfeubar  von  dem  Co- 
efficieuten  ab,  mit  dem  man  die  höchste  Potenz  von  /n  in  E(ft) 
versehen  hat  und  ist  durch  denselben  völlig  bestimmt.  Da  dieser 
bisher  nur  die  Rolle  einer  willkürlichen  Constante  s])ielte,  so  kann 
er  gleich  1  genommen  werden;  setzt  man  ihn  gleich  a,  so  erhält 
y  dadurch  das  a'  fache  des  ursprünglichen  Werthes.  Es  wird  in 
manchen  Fällen  von  Vortheil  sein,  die  Constante  so  zu  bestimmen, 
dass  y  =  1,  z.  B.  im  §  115. 

Lame  beweist,  dass  y  keine  höhere  Transcendente  enthält  als 
TT,  den  Kreisumfang  beim  Durchmesser  1.  In  der  That  zeigen 
bekannte  Reduktionsformeln,  dass  man  hat 

y  ^{E(u))' de  ^TioL  -  ßfi'} de,      H {E iy)Y d^  =  Hi"-  -  ß v') rfC, 

I)  0  0  (I 

J''ii\E{^)fde  =f\<X-h^')de,    pv\E{y)fdX,  =f''{a-hr)di;, 

U  I)  I)  IJ 

wenn  a  und  ß  und  ebenso  a  und  b  in  je  zwei  Integralen  dieselben 
Constanten  bezeichnen,  die  rational  aus  den  Coefficienten  der  E 
zusammengesetzt  sind.     Hieraus  ergiebt  sich 

y  =:  (a/J — ah)J     dtj  "  (,a-  —  V-)  de ; 

das  Integral  ist  bekanntlich  gleich  ^jt,  also 

7  =  h{^ß — ab) TT.    » 

§  99.  Mit  diesem  Resultate  schliesst  Lame  seine  Unter- 
suchungen über  die  von  ihm  eingeführten  Functionen.  Es  Hessen 
sich  dieselben  in  folgender  Art  weiter  fortführen: 

Herr  Liouville  beweist*),  dass  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung E(|u)  =  0,  oder  um  alle  Klassen  der  £  einzuschliessen,  von 

{lj:-cr\E{^)  =  ^, 
in  sofern  sie  reell  sind,  kleiner  als  c  sein  müssen;  er  ent- 
wickelt dazu  die  Auflösung  t  der  Diöerentialgleichung 


de' 


=  pv, 


*)  Liouville,  Journ.  de  Math.  T.  XI:  Letties  sur  diverses  qucstions  d'analyse 
et  de  physique  math^rnjitique  ooncernant  rellipsoide,  adre^sees  U  M.  1'.  II.  Blanchet, 
Deuxiemc  lettre,  p.  2C1. 
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wenn  p  eine  Function  von  s  bezeichnet,  in  eine  nach  vielfachen 
Integralen  fortschveitencle  Reihe,  und  untersucht  in  dieser  Form 
die  Eigenschaften  von  v,  wenn  p  positiv  bleibt.  Der  angeführte 
Satz  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art,  die  sich  unmittelbar  den 
früher  gebrauchten  Methoden  anschliesst,  beweisen  und  in  Be- 
ziehung auf  einige  Punkte  vervollständigen: 
Aus  §  97  weiss  man  bereits,  dass 

für  f.1  =  b  oder  fx  =  c  nicht  verschwindet.  Ferner  lässt  sich 
auf  ähnliche  Art,  wie  dieses  bewiesen  wurde,  zeigen,  dass  gleiche 
Wurzeln  nicht  vorkommen  können.  Es  ist  allerdings  nicht 
nothwendig,  diesen  Satz,  der  sich  von  selbst  ergiebt,  wenn  unten 
die  Realität  der  Wurzeln  nachgewiesen  wird,  gesondert  zu  behan- 
deln; er  wird  deshalb  abgetrennt,  weil  er  nur  einen  sehr  einfachen 
Beweis  erfordert.  Der  Kürze  halber  sollen  nur  die  K  betrachtet 
werden,  indem  die  anderen  Classen  von  E  sich  durch  Anwendung 
der  Differentialgleichungen  in  §  93  und  94  behandeln  lassen,  wie 
die  K  vermittelst  (59,  a). 

Hätte  K  gleiche  Wurzeln,  und  zwar  genau  r  die  gleich  a  sind, 
während  a  sicher  nicht  b  oder  c  wird  indem  für  diese  Werthe 
nicht  einmal  eine  einfache  Wurzel  existirt,  so  setze  man 

K  ={(.i  —  ay'z]  r>l 
und  findet  dass  auch  dK  für  f.i  =  a  verschwindet;  aus  (59,  a)  folgt 
dann  dass  d^K,  und  wenn  man  die  Differentialgleichung  wiederholt 
differentiirt,  dass  jeder  Differentialquotient  von  K  nach  ju  für  fx  =  a 
Null  sein  muss.  Der  r*«  Differentialquotient  muss  sich  demnach 
für  f.1  =  a  gleichfalls  in  0  verwandeln,  was  unmöglich  ist. 

Alle  Wurzeln  der  Gleichung  E{fx)  =  0  sind  reell  und 
nicht  grösser  als  c.  Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  mit  Hülfe 
einer  Methode  geführt,  die  Legendre  anwendet  um  zu  zeigen, 
dass  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  P"(a;)  =  0  reell  sind,  und 
die  wir  bereits  am  Schlüsse  des  §  7  erwähnten.  Man  überträgt  zum 
Beweise  die  Sätze  am  Schluss  des  §  78  über  das  Verschwinden 
gewisser  Doppelintegrale,  welche  bei  der  Bestimmung  von  Coeffi- 
cienten  in  Reihenentwickelungen  auftreten,  von  den  Veränderlichen 
ö,  \i)  auf  jU,  V  und  erhält  dadurch  sofort  den 

Hülfsatz.  Bezeichnet  G  eine  ganze  Function  von  jUv, 
iV — ö°]^6-  — y',   \  c- -— i-i' i c^ — v''  von  geringerem  Grade  als  dem 


n 
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p'*"  nach  diesen  Grössen,  und  ist  G  einem  Lame 'scheu  Pro- 
dukte E^(ß)E^iy)  gleichartig,  so  wird 

dt       (^r — v')  G .  EP{^i)  W  {v)  de  =  0. 
II  (I 

Um  den  Beweis  unseres  Satzes  über  die  Wurzeln  von  E  mög- 
lichst einfach  darstellen  zu  können,  betrachten  wir  einen  bestimmten 
von  den  acht  Fällen  für  sich:  es  sei  p  gerade,  =g  und  die  E 
mögen  zur  Klasse  der  K  gehören,  so  dass  für  G  eine  ganze  rationale 
und  gerade  Function  in  Bezug  auf  f.i  und  v  zu  setzen  ist.  ]\Iacht 
man  zuerst  G  =  1,  so  entsteht 

fit) 

il^'--v')K'(n)K%v)d6dl  =  0. 

0  (I 

Da  i-i^ — V-  positiv  bleibt,  so  folgt,  dass  K{ix)  K(v)  wenigstens  einmal 
in  den  Grenzen,  also  zwischen  /.i  =  b  und  jU  =  c,  »-  =  0  und  v  =  h^ 
sein  Zeichen  ändert,  also  durch  0  geht:  dies  mag  für  fx  =  a  ge- 
schehen, wo  a  noth wendig  eine  reelle  Grösse  bezeichnet.  (Würde 
dies  für  v  =  a  eintreten,  so  ändert  sich  nichts  Wesentliches.)  Es 
wird  dann  auch  ^i  =  —a  eine  Wurzel,  also  K(f.i)  durch  jU"  —  a' 
theilbar  sein,  woraus  folgt,  dass  K{v)  durch  v'  —  a^  getheilt  werden 
kann,  also  K{(.i)K{v)  durch  {(.l'  —  ci^){v' — er).     Dies  Produkt 

=  (.i'v'  —  a^{(.i'  -\-  V')  -f  « ' 
ist  wiederum  eine  Function  der  drei  Grössen  f.iv^  etc.  und  gleich- 
artig den  /f,   denn  fi'v"^  ist  die  zweite  Potenz  von  i-tv  selbst,  und 

also  (^'-\-v-  eine  Function  zweiten  Grades  von  ^(.i^ — 6*  |/6" — v^ 
und  (.IV.    Man  darf  daher  jetzt 

G  =  {(j:' —  a''){v' —  a') 
machen,  und  findet  nach  dem  Hülfsatze 

V  -  v')K"{(i)K''{v)Gdedt  =  0. 

GK{(i)K{v)  ändert  sein  Zeichen  nicht  bei  f^  =  a,  da  (/.r — a')K{(.i) 
es  nicht  ändert  und  v  nicht  a  erreicht,  indem  /ti,  also  auch  a,  zwi- 
schen b  und  c  liegt,  v  zwischen  0  und  6.  (Hätte  man  angenommen, 
dass  K{v)  für  v  =  a  verschwindet,  so  verhielte  es  sich  umgekehrt.) 
Es  muss  also  K{/.t)K{v)  sein  Zeichen  bei  iii  =  ß  oder  v  =  ß  wechseln, 
wenn  auch  ß  eine  reelle  Grösse  vorstellt,  und  dies  Produkt  daher 
auch  noch  durch  {f.i'^ — ß'){v^-  —  ß')  theilbar  sein.     Setzt  mau  dann 


#' 
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nnd  fährt  so  ^g  Mal  fort,  so  findet  man  dass  K(jx)K{v)  iu  ein 
Produkt  wie  das  vorstellende  mit  g  Faktoren  zerlegbar  ist,  also 
dass  K{(.i)  selbst  die  Form  annimmt 

wenn  a  eine  Constaute  bezeichnet.  Es  hat  demnach  K{f.i)  =  0  nur 
reelle  Wurzeln  +«,  +/:?,  +j/,  etc.,  die  zwischen  0  und  c  liegen. 

Wäre  p  eine  ungerade  Zahl  u  gewesen,  so  würde /f"(|if)  durch 
f.1  theilbar  sein,  und  man  hätte  im  Anfange  G  nicht  =  1,  sondern 
=  fj.v  gesetzt;  bei  Betrachtung  der  L  hätte  man,  je  nachdem  p  =  g 
oder  p  =  u  ist,  am  Anfange  resp. 

G  =       iW^-b^  \^b^^^% 

G  =  (.IV  ]'Jt^^l)^  iV^^' 

gemacht,   und  ähnlich  verfährt  man  in  den  übrigen  Fällen;    eine 

weitere  Verfolgung  derselben  würde  einer  Wiederholung  gleich  zu 

achten  sein. 

Es  ist  daher  bewiesen,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

E{(i)  =  U 
sämmtlich  verschieden,  reell,  nicht  grösser  als  c,  und  weder  c  noch 
b  selbst  sind. 

§  100.  Die  Aufgaben  der  Wärmetheorie,  mit  denen  Lame 
sich  beschäftigte,  gaben  ihm  nicht  Veranlassung  ein  zweites  Inte- 
gral "der  Differentialgleichung  (58)  für  die  E  zu  betrachten,  während 
man  nothwendig  auf  ein  solches  geführt  wird,  wenn  man  Lame's 
Untersuchungen  auf  die  Theorie  der  Anziehung  tiberträgt.  Liou- 
ville 's  Arbeit  und  meine  eigene,  durch  welche  die  zweite  Lösung 
eingeftihrt  wurde,  erschienen  beinahe  gleichzeitig  *).  Ich  habe  diese 
Lösung  als  Lame'sche  Function  zweiter  Art  bezeichnet,  da 
sie  sich  zu  den  E  verhält  wie  Q  zu  der  Function  erster  Art  P. 
Sie  soll  hier  nicht  mit  derselben  Ausführlichkeit  behandelt  werden 
wie  Q\   wir  werden,    zur  Abkürzung,   nur  den  Fall  eines  reellen 

*)  Liouville's  Arbeit  findet  sich  in  den  Comptes  rendus  T.  XX,  imd  ist 
abgedruckt  im  Liouvill  e'schen  Journal  T.  X,  p.  222 — 228:  Sur  diverses  questions 
d'analyse  et  de  physique  mathematique.  Sie  wurde  den  12.  Mai  und  2.  Juni  1845 
gelesen.  Meine  Arbeit,  Beitrag  zur  Theorie  der  Anziehung  und  der  Wärme,  übergab 
ich,  wie  die  Unterschrift  zeigt,  am  19.  April  1844  dem  Gründer  und  damaligen 
Herausgeber  des  Crelle'schen  Journals.  Sie  erschien  1845  im  3.  lieft  des  29.  Bd. 
dieses  Journals  (dessen  Versendung,  wie  ich  erfahre,  spätestens  am  20.  Mai 
desselben  Jahres  erfolgte). 
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Argiimeuts  in's  Auge  fassen,  welches  man  sieh  mit  Rücksicht  auf 
die  Anwendungen  grösser  als  c  denke;  nur  wenn  man  statt  reeller 
Grössen  b  und  c  rein  imaginäre  einführt,  nehme  man  das  Argument 
zwischen  0  und  oc.  Das  Argument  heisse  ^;  die  Veranlassung  zu 
dieser  Bezeichnung  wird  man  in  den  Gleichungen  (58)  und  im  §  87 
entdecken. 

Wenn  man  die  Differentialgleichung,  welcher  E{q)  genügt,  näm- 
lich (59) 

durch  Reihen  integrirt,  die  nach  Potenzen  von  q  ahsteigen,  so  zeigt 
sich,  dass  eine  Lösung  mit  der  — (w-fl)'*'"  Potenz  von  q  beginnt, 
also  im  Unendlichen  verschwindet.  Eine  andere  Eutwickelung  der- 
selben Function,  welche  der  im  §  96  für  E  vorkommenden  entspricht, 
würde  man  erhalten,  wenn  man  (S.  354)  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen von 

T)  =  -^-^ ^ =  cosamiw-fismamiw 

ordnet;  die  Reihe  beginnt  mit  der  («-1-1)"'"  Potenz  von  j].  Diese 
Lösung  heisse  Lame'sche  Function  zweiter  Art  und  w^erde 
durch  F(q)  bezeichnet.  Sie  ist  dadurch  charakterisirt,  dass 
q"+'^F"(q)  für  Q  =  oo  eine  von  Null  verschiedene  endliche  Con- 
stante  ist. 

An  dieser  Stelle  gehen  wir  den  Ausdruck  von  F  durch  ein 
Integral  nach  der  Methode  des  §  26.  Nach  derselben  folgt  aus 
der  Differentialgleichung  (59): 

F(Q)dE(iQ)  —  E{Q)dF(Q)  =  const.dl. 
Denkt  man  sich  die  Constante  in  E  und  F  so  gewählt,  dass 

q-^E(q),    Q^'+'FiQ) 
für  Q  =  oo  sich  in  1  verwandele,   so    ist    die  Constante  auf  den 
Rechten  =2«-|-l  und  daher 

(62)  . .  .     F"(d)  =  (2n  +  l)E"(Q)f  -— —JL^-—=- 

^   ^  ^''^     ^        ^    ^^^     (r(e))7^^-&*}/^«-c* 

Beispiele.     Fürn=0  exislirt  nur  eine  Function  F,  nämlich 

fxq) = r~=j^ — = j-(ff'_w). 

Für  n  =  1   entsprechen  den  drei  Functionen  erster  Art  E 

Heine,  Theorie  der  Kugelfuuctionen.     2.  Aufl.  25 
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die  drei  Functionen  F 

Alle  drei  sind  elliptische  Integrale    der   ersten  und  zweiten  Art.     Nimmt  man 
die  Function  Z  mit  Herrn  Hermite  so,  dass  Z(x)  oder 

/x 

so  ist,  da  wir  q  =  cAam(iw,  k)  setzten. 


/ 


"^  =-l-Z(K'-.:n 


während  die  anderen  Integrale,  welche  in  den  Ausdrücken  für  F  vorkommen, 
sich  hierauf  durch  die  Gleichung  reduciren 


+/ 


y^^-ö^y'^'-C^  J        g^^g^-b^i^^-c' 


Aus  der  (62)  entsprechenden  Form,  die  sieh  auf  die  Kugel- 
functionen  bezieht,  konnte  ich  im  §  26  nachweisen,  dass  i^  keine 
andere  Transcendente  enthält  als  log(a;-j-l) — log(a;  — 1);  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  gewinne  ich  nach  derselben  Methode  (vergl. 
S.  138)  das  Kesultat,  dass  diese  Lame'^che  Function  zweiter 
Art  F(g)  elliptische  Integrale  nur  der  ersten  und  zweiten, 
nicht  aber  der  dritten  Gattung  enthält.  Wie  ferner  (S.  141) 
sich  0"(a7)  in  die  Summe  einer  ganzen  Function  von  x  und  des 
Produktes  P"  (log  (a;  4-1) — log(a; — 1))  zerlegen  Hess,  so  finde  ich  F 
gleich  der  Summe  einer  ganzen  Function  von  §,  V'^'^ — 6*, 

}/(>*  — c''  und  des  Produktes  E/(a  —  bg')rfw,   wo  a  und  b  Con- 

stante  sind,  und  g,  nach  S.  354,  gleich  c.Aamiw.   (Vergl.  (62,  a)). 

Der  Kürze  halber  weise  ich  dies  Resultat,  auf  welches  auch 
§  101—102  führen,  hier  nur  für  eine  Klasse  der  E,  nämlich  die 
K  nach. 

Man  zerlege  F  in  die  Form 

(a)  ...     F(q)  =  ECqXx(oc)-x{q)), 
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indem  mau  setzt 

v(p)  =  C^n  + 1  /  " "^ 

Sind  «j,  a.,,  etc.  die  sämmtliclien,  also  zugleich  die  verscliiedenen 
Wurzeln  der  Gleichung  Ä'(^)  =  0,  wenn  K  eine  bestimmte  von  deu 
Functionen  ?«'*'"  Grades  K  vorstellt,  und  bezeichnet  man  eine 
Summation  über  alle  m  Wurzeln  a  durch  S,  so  giebt  eiue  Zer- 
legung in  Partialbrüche 

"svenu  man  setzt 

*(«)  =  (a^)''        ^=(7f^)''        ^  =  '»'(")• 

und  der  Index  '  in  üblicher  Art  eine  Differentiation  andeutet.  Durch 
Dififerentiation  von  logg)  ergiebt  sich 

^  _  _J K'(q)  _  K—{Q  —  a)K' 

2cp-  Q-a        K(q)-        (Q-a)K       ' 

und  für  q  =  a  der  sogenannte  wahre  Werth  von  ^ 
^  ^  _      (e— «)^''      ^  _   K"(a) 

und  hieraus  endlich  B,  nämlich 

Der  Wegfall  der  Integrale  dritter  Gattung  erfolgt  dadurch,  dass  in 
Folge  der  Differentialgleichung  (59)  sich  dieser  Ausdruck 
vereinfacht,  indem 

_  K"(a)  _    a(2a'-b'-c')  ^ 
K'{a)   ~  {a'-h^Xa'-  c')  ' 

man  findet  daher 

Eine  bekannte  Transformationsformel  für  elliptische  Integrale,  die 
man  z.  B.  in  Abel,  oeuvres  completes  18,39;  T.  II,  Chap.  I,  p.  104, 
No.  15  findet  und  sofort  durch  Differentiation  nach  q  verificircn 
kann,  giebt 

25* 
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(6)...     -xfe^(2«+l)S  („.  _  ft.)(„.  i  0(g'(«F 

Bezeichnet  mau  durch  G(x)  eiue  ganze  Function  (w  — 1)'*""  Grades, 
durch  a  und  b  Constante,  setzt  nämlich 

(2„ + 1)  g  m}=:Ä(sL .    .         ^  1  =  tt(g), 


(2^+1)8 


=  a, 


(2n  + 1)  f^  («*— &^)(a^— c^)(/f'(a)7  ""  ^' 
80  ergiebt  sich  hieraus  für  x(q)  die  Gleichung 
(62,  a)  ...    -K(q)x(q)  =  ]f7^^'y7^''GiQ)  -f  K(Q)/\a-hQ')d^ 


und  F  selbst,  nach  (a),  indem  man  noch  x(ct).Ä'(^)  addirt. 

Diese  Constante  /(oo)   lässt   sich  leicht  durch  ganze  elliptische  Integrale 
ausdrücken.     Da  nämlich 

wo  übrigens  die  Grenze  c:q  gleich  sincoam(w,  Ä')  ist,    so  wird   der  in  den 
eckigen  Parenthesen  befindliche  Theil  von  (6)  gleich 

e 
Vereinigt  man  hiermit  das  Glied  aus  der  Summe,  welches  zu  der  Wurzel  — a 
gehört,   so  fällt  für  ^  =  X)    der   algebraische    Theil    heraus   und   man   findet 
(S.  354) 

a  ,„  ,  V .  , ,  Z*^  a;"  dx 


(62,6)...     ,(oc)^-|^/f'+b6Ä/^ 


§  101.  Dieser  Ausdruck  von  F  gestattet,  ebenso  die  Lame'- 
schen  Functionen  E  und  ¥  mit  dem  Kettenbruehe  für  ein 
ganzes  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  in  Verbin- 
dung zu  bringen,  wie  P  und  Q  in  Beziehung  zu  dem  Ketten- 
bruch für  den  besonderen  Fall  eines  solchen  Integrals,  für  den 

log(a:+l)-log(a;  — 1) 
traten.     Ueber   diesen   Zusammenhang,    den   ich   nach  der   ersten 
Herausgabe  des  Handbuchs  bemerkte,  wird  in  meinen  allgemeinen 
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Untersuchungen  über  die  Lame'scheu  Functionen  verschiedener 
Ordnungen,  im  60.  Bd.  des  Borchardt'schen  Journals  ausführlich 
gehandelt.  Hier  bediene  ich  mich,  um  den  Zusammenhang  zu 
zeigen,  zum  Theil  mit  Rücksicht  auf  den  III.  Theil,  der  dort  zu 
benutzenden  Methode,  anstatt  von  (62,  a)  auszugehen. 
Wir  betrachten  die  Differentialgleichung 

(a)  . .  .     xp(x)  ^^^  +  x(^)  ^~  +  H^)  10  =  0, 

in  welcher  i/>,  x,  ^  ganze  Functionen  von  x  bezeichnen;  eine  Lö- 
sung derselben  heisse  f(x).     Setzt  man 

so  genügt  t5  der  partiellen  Differentialgleichung 

,  -  d'v    ,     ,  N  öy     ,    „  ,  .  .  .  d^v         .  s  öv     ,   „ ,  , 

so  dass 

(6),..    r=ff(-'^\ 

J     X — s 

das  Integral  zwischen  constanten  Grenzen  genommen,  giebt 

^^^^^  +^'^^^0^ +^(^)^^= v^(^)^(^)-^-  «r(^)J 

Setzt  man  unter  dem  Integrale  \p  {x)  —  \p{i) -\- \p{:^  statt  i//(-r),  ver- 
fährt ähnlich  mit  i{x)  und  ^{x)^  und  beachtet  dass  f{x)  eine  Lö- 
sung von  (a)  ist,  so  erhält  man:  Die  Function  V  genügt  der 
Gleichung 

(C)   .  .  .      T/;  (^)  -^  +  X  W  -^  +  K^)  V=(I>  -^f^m  Öh 

wenn  man  setzt 

ös'  L        x  — s        J       öz  L       a; — z       J  a;  — z        ' 

(x  —  z)*  X  —  z 

Das  Glied  0  in  (c)  lässt  sich  dyrch  passende  Wahl  der  In- 
tegrationsgrenzen z  zum  Verschwinden  bringen.  Dazu  muss  offenbar 
f(z)xp(z)  Null  sein,  und  wenn  nur  f  und  nicht  tp  Null  ist,  auch 
f(z).  Dann  müsste,  wegen  (a),  auch  f"(z)  und  jeder  folgende 
Differentialquotient   für  das   gleiche  z-  verschwinden,    so   dass   f(z) 
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eine  ganze  Potenz  einer  linearen  Function  wäre.    Diesen  einfachen 
Fall  verfolgen  wir,  als  für  uns  überflüssig  nicht  weiter. 

Wir  setzen  also  für  z  solche  Werthe,  die  ip(z)  zu  Null  machen. 
Es  möge  ip(z),  welches  nur  ungleiche  lineare  Faktoren  besitzen 
soll,  in  ein  Produkt  ip  =  H>iV^nip3  von  drei  solchen  ganzen  Func- 
tionen zerfallen  (von  denen  einige  auch  vom  0''"  Grade  sein  können), 
dass  für  ^,  =0,  \p,=0^  «/^3  =  0  ^^^  Lösung  f  resp.  oo,  0,  endlich 
und  von  Null  verschieden  wird.  Dies  soll  aber  nur  in  der  Art 
geschehen,  dass 

/•(s)(:.-/>)'",  fi^X^-q)-'^ 
für  z  =p  und  z  =  q  endlich  und  von  Null  verschieden  bleiben, 
wenn  z  —  p  und  z  —  q  Faktoren  von  t/^,(s)  resp.  tp.X^)  sind.  Das 
Einsetzen  von  Formen  F(s)(s  — /?)-'",  F(zXz  —  qy  für  f(z)  in  die 
Differentialgleich,  (a)  zeigt,  dass  dann  x(p)  =  (1  +  »«) '/''(p)  "id 
;^(g)  =  (1 — n)ip'(q)  sein  müsse;  das  Einsetzen  in  den  Ausdruck 
0  selbst  zeigt,  dass  derselbe  mit  z  =  p  oder  q  wirklich  Null 
wird,  ebenso  mit  jedem  Faktor  z,  —  r  von  ifj^iz)  wenn  x(r)  =  xp'(r) 
und  w  <  1.  Daher  hat  /(s),  wenn  es  von  niedrigerem  Grade  als 
xp  sein  soll,  damit  0(z)  mit  ip(z)  zugleich  Null  werde,  die  Form 


X(z)  =  xp,  ip,  x}/,  +  xp,  xp,  %  8  7~  +  "^i  '^■.'  '^3  8  V. 


n 

1 


z  —  p  '       "^  z —  q 

wo  die  Summen  sich  über  alle  p  und  m  resp.  alle  q  und  n  er- 
strecken. Die  beiden  letzten  Glieder  reduciren  sich,  wenn  alle  m 
und  ebenso  alle  n  einander  gleich  werden,  auf  (1  -\-  m)  ip.^  xp^  xp\  resp. 
(lr—ti)xp^xp.^xp'^.  Bei  allen  Anwendungen,  die  hier  folgen,  ist 
m  =  n  =  ^.  Für  diesen  speciellen  Fall  lautet  das  Resultat: 
Genügt  der  Gleich,  (a),  in  welcher  gesetzt  wird 

X(x)  =  tp(^)2^\og[xp,ix)]/yj;(xX\/%^yi   xp{x)  =  xpXx')xp,(^)%(x), 

eine  Function  f(x)  von  der  Beschaffenheit,  dass 

f(x)]/^öc),     ax^{xp,(x))-'^ 
für  alle  Werthe  a;,  welche  t/;(.t)  zu  Null  machen,  endlich  und  von 
Null  verschieden  sind,   so  genügt  das  für  x  =  ex.  verschwindende 
Integral  (6) 

y^f'_MdZ_       . 

J         X — z 

der  Gleichung  (o') 
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WO  y  und  6  irgend  zwei  Werthe  bezeichnen,  die,  für  ;s  gesetzt,  v^(:) 
zu  Null  machen. 

Wenden  wir  uns  zu  speciellen  Fällen  während  wir  im 
III.  Theil  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehren,  und  setzen 

ferner  für  ^(a;)  eine  Function  des  ersten  Grades,  so  wird  ^  eine 
Constante,  die  a  heisse.  Je  nachdem  man  in  (c')  für  V  die  erste 
oder  die  zweite  der  beiden  Functionen 

'       ./  X  —  Z     '  ^       J  it  —  Z 

einsetzt,  erhält  man  die  erste  oder  zweite  Gleichung 
fi'>y  ffv  /'i>h 

(I 
^^""^-d^^  -i-K-^)^  +^(^)>^,  =  aj"f{z)dz. 

Multiplicirt  man  die  obere  resp.  untere  Gleichung  mit  der  untern 
resp.  obern  rechten  Seite,  so  findet  man  durch  Subtraction,  wenn 
die  Voraussetzungen  über  f  erfüllt  sind: 

Ist  f{x)  eine  Lösung  der  Gleichung  (a),  so  giebt  der 
Ausdruck  {d) 

eine  zweite  Lösung,  die  für  j:  =  oo  verschwindet. 

Dieses  wende  man  auf  die  Integration  der  Gleichung  für  die 
Lame 'sehen  Functionen  an,  nachdem  man  vorher  gesetzt  hat 
q"  =1  X  also  ^ 

di  =  ^~ — ^ . 

^  X  (x  —  66)  (x  —  cc) 
Die  vier  Classen  der  E  (m.  vergl.  §  90)  verhalten  sich  in  Bezug 
auf  die  Werthe  x  =  0,  66,  cc,  so  dass  für  x  =  0  sämmtliche  K  und 
N  mit  ungeraden  oberen  Indices  n,  die  L  und  M  mit  geraden  ver- 
schwinden, für  x  =  b*  die  L  und  iV,  füi-  x  =  c''  die  M  und  iV,  und 
zwar  bleiben  hier  die  verschwindenden  Functionen  durch  die  Qua- 
dratwurzeln resp.  aus  rr,  x  —  bb,  x  —  cc  getheilt  endlich  und  werden 
nicht  Null.  Man  zerlege  nun  ip(x)  für  jede  der  acht  Arten  von  E 
in  ipii^)ip.i(x),  wo   xp^   die  Faktoren   von  tp  enthält,   durch  deren 


392  II-  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  101,  63. 

Quadratwurzel  das  betreffende  E  theilbar  ist,  so  dass  man  für  die 
Classe  K  mit  geradem  n  hat  ip^  =  1  und  i/Zj  =  i// ,  für  die  L  mit 
geradem  n  ferner  xp^  =  x(x  —  6^),  und  t^,  =  x  —  c';  etc.    Setzt  man 

E(Q)=]/^^iiJx).f(x), 
so  wird  (S.  376)  für  die  Wurzeln  von  ^^  =  0  die  Function  £  nicht 
verschwinden  also  f  =  x,  für  die  Wurzeln  von  yj^  —0  gleichfalls 
E  nicht  verschwinden  und  sicher  f  endlich  bleiben.    Setzt  man  für 
E  in  die  Differentialgleichung 

^-[n(n-\-l)Q^-p^v]E  =  0 

den  Werth  w^tp^(x)  ein,  so  genügt  w  der  Gleich. 

(e)  ...     tpix)^-\^^y>{x)d\os[f,{x){rlJ,(x)y]^  +^ix)w=0, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

4&{x)  =  [pv  —  n{n  -\-l)x]  +  ilj\ip',-\-2\p,  xp'l, 

so  dass  &  den  ersten  Grad  nicht  überschreitet,  die  Differentialgleich, 
(e)  mit  (a)  übereinstimmt  und  ihr  erstes  Integral  f{x)  den  For- 
derungen für  die  Anwendbarkeit  der  obigen  Methode  genügt.  Man 
erhält  demnach,  durch  Substitution  des  Werthes  von  f{:i)  in  (rf), 
ein  zweites  für  x  =^  oo  verschwindendes  Integral  w,  welches  mit 
]/?/;,  {x)  multiplicirt  die  Function  zweiter  Gattung  F{q)  giebt,  selbst- 
verständlich wenn  der  constante  Faktor  in  Uebereinstimmung  mit 
(62)  bestimmt  ist.  Wir  haben  demnach  folgenden  Satz:  Be- 
zeichnet ^,(e)  das  Produkt  von  1  und  denjenigen  unter 
den  drei  Faktoren  p",  Q^—h^-,  Q^—c^i  f^i'  deren  Nullwerthe 
0,  6,  c  eine  gegebene  Lame'sche  Function  erster  Art  E"(q) 
nicht  verschwindet  und  f  eine  gewisse  numerische  Con- 
stante, so  ist  die  zugehörige  Function  zweiter  Art 

(63)...     ^(,)  =  ,^^)[/i^/^i^-i^- 

Ist  z.  B.  E  eine  Function  der  ersten  Classe  und  n  gerade,  also 
so  findet  man  (63,  a) 
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Die  Differenz  der  Doppeliutegrale  kann  auch  mit  dem  einen  Doppel- 
integral 

vertauscht  werden.  Nach  der  Bestimmung  von  (62)  ist  f  so  zu 
nehmen,  dass 

'o       0 

§  102.  Um  im  Folgenden  das  Wesentliche  kürzer  darzustellen, 
beschränken  wir  uns  auf  diejenigen  Integrale  F,  welche  zur  ersten 
Classe  der  £,  zu  den  K  gehören,  während  für  n  eine  gerade  Zahl 
genommen  und  in  diesem  Paragraphen  gleich  2m  gesetzt  wird. 
Bezeichnet  man  durch  a  und  ß  gewisse  Constante,  so  lässt  sich 
(63,  a)  auch  in  folgender  Art  darstellen 

Setzt  man  im  ersten  Integrale  K{i.i)  —  K{Q)-rK{Q)  für  K{i.i)  und  im 
zweiten  einen  ähnlichen  Ausdruck  für  K{v)^  so  wird  das  erste  In- 
tegral in  die  Summe 

i        Q-K  ■!.    e--/'- 

verwandelt,  und  das  zweite  in  eine  ähnliche.  Berücksichtigt  man 
noch,  dass  der  erste  Summand  eine  ganze  Function  von  q  ist,  so 
erhält  man  das  Resultat: 

Bedeuten  a  und  ß  gewisse  Constanten,  und  setzt  man 
(m.  vergl.  S.  142) 

J  Q   — U  J  Q—V  "' 

i)    ^    '^       (I    '^ 

SO  wird  erhalten 
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(64)  ...     I{''{q).o-Z"^R\ 
Hier  sind  K  und  Z  ganze  Functionen  von  q^  des  Grades  m 
lesp.  m — 1,  und  R  vom  Grade  —m — 2. 

Indem  man  er,  die  Summe  von  zwei  ganzen  Integralen  dritter 
Gattung,  mit  einem  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  also  mit 
der  Form 

1 n  ^-hQ'     ^ 

vertauscht,  erhält  man  wieder  den  Ausdruck  (62,  a  —  b)  für  F. 

Aus  dem  Grade  der  in  (64)  vorkommenden  Functionen  zeigt 
man  mit  Hülfe  der  Untersuchung  im  Anhange  B.  zum  5.  Kapitel 
No.  6,  dass  die  Lame' sehe  Function  erster  Art  der  Näherungs- 
nenner des  ganzen  elliptischen  Integrales  dritter  Gattung  a  sei, 
die  Function  zweiter  Art  der  wesentliche  Theil  des  Restes.  Zum 
Beweise  setze  man 

ü  '() 

unter  denen  die  bekannten  Gleichungen  bestehen,  deren  man  sich 
bei  den  numerischen  Rechnungen  bedient, 

{2fn-\-l)iü„,^.i  =  2mpio,„  —  (2m—l)qio,n-i, 
die  hieraus  durch  Vertauschung   der  w  mit  den   cj  entstehenden, 
und  GJy  w,  —  cjjWp  —  Jtt.   Die  Entwickelung  von  a  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  q'  absteigende  Reihe  giebt 

"  - -^^ +— F'— +—7.— +•■• ' 

und  K  ist,  nach  (64),  eine  derartige  Function  m**""  Grades  von  q"^, 
dass  in  dem  Produkte  von  K  mit  o  die  —V%  —2"",  bis  incl.  zur 
— m — l'"'  Potenz  von  q'^  fehlen.  Hieraus  zieht  man  m-\-l  lineare 
Gleichungen  zwischen  den  (m-f-l)  Coefficienten  a  von 

IC  =  a,  Q^-'"  +  a,  ^-'"-^  +  -,     (w  =  2m), 
dem  Verhältnisse  der  beiden  Constanteu  a:  ß,  welches  durch  —  r 
bezeichnet  werden  möge  und  den  co  und  t5.    Diese  Gleichungen  sind: 

(rwo  +  C3j«„, -{-(/•  w,      +cjj)a,„_i     -j {-(nom    -\-^m)a»      =0, 

(rw,  4-  ra,)a„<-}-(rw2      +?5ja„,_i     -j \-(rto,n+i-\-rT},„^i)a^  =  0, 

(/•w„,-|-?5„,)ß„,4-(rw,„,_i-|-?D,„_n)ff.,„_,-] \-(ra)2m   +öJ:>m)«o     =  0; 

die  erste,  zweite,  etc.  besagen,  dass  resp.  die  — 1"",  —  2*'',  etc.  Potenz 
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von  q''  in  dem  Produkte  al(  fehle.  Die  eisten  m  Gleichungen 
drücken  die  a  durch  r  aus,  die  letzte  giebt  eine  Gleich,  m-j-l""" 
Grades  zi  Bestimmung  von  r,  nämlich  die  gleich  Null  gesetzte 
Determinante  J  dieses  Systenies.  Die  Substitution  der  ;«-}-l  ver- 
schiedenen Wurieln  r  in  die  für  die  a  gefundenen  Ausdrücke  liefert 
die  m-{-l  Functionen  K,  die  zu  ihnen  gehörenden  a,  R  und  schliess- 
lich die  F,  bis  auf  die  multiplicirende  Constante,  welche  nach  der 
Festsetzung  auf  S.  385  so  gewählt  wird,  dass  q"+^F"(q)  =  1  für 
Q  =  oc. 

Beispiel.  Für  n  =  2,  also  m  =  1,  hat  mau  zwei  Fiincliniicn  K  von 
der  Form  K=  a„p'-}-a,,  worin  a^  ^=  \.  Die  Mulliplikalion  von  K  mil  o 
liefert  die  ganze  Fimction  vom  Grade  m  — 1  =  0 

Z("' =  aw  — /9ra         {a  =  —ß.r} 
lind  die  zwei  Gleichungen 

a,  (aio  — ßns)  -j-a^.faw,  —  ßl^^)  —  0, 
a^{a(a^ — /?cj,) -|- a^facu^ — /^roj  =  0, 
aus  denen  folgt 

_   a  _  (2/) -}-«,) ?5|  —  3</cJ  _cj,-|-a,  ta 
/?        (2p-)-a, )w,  —  3qfw        w, -|-a,w 
Dies  giebt,  mit  Hülfe  der  unter  den  w   und   na  l)esleliend«*u  Relationen, 
3rt; -f  2/7  a,  4-9  =  0, 

dieselbe  Gleichung,   der  in  dem  Beispiele  auf  S.  3B5  a^  ^=  ipi-^  —  ^)  g^QÜgt. 
Wenn  mau  in  o  einsetzt 

a  =  ea,  -(-  a,  cj,     ß  =  w,  -(-  a^  tu, 
so  genügt  das  aus  (64)  entstehende   F  zwar    der   Lame'schen   Diderenlialgl., 
erhält  |aber    die    vorgescliriebene    Constante   erst,    wenn    man    es   noch    durcli 

-^(a.p-f  2?)  dividirt. 

Die  Determinante  J  verschwindet  nicht  identisch  so  lange  r 
allgemein  bleibt,  wie  unten  direkt  gezeigt  wird,  und  kann  auch 
nicht  weniger  als  m-{-\  Wurzeln  ;-  haben,  —  weil  sonst  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  Functionen  K  vorhanden  wäre.  Nimmt  man 
fiir  r  nicht  solche  Werthe,  welche  J  zu  Null  machen,  so  kann  num 
die  a  zwar  so  bestimmen,  dass  sie  den  ersten  m,  nicht  aber  noch 
der  m-f-1"'"  Gleichung  genügen;  es  fiillt  also  wohl  noch  die  —  m"* 
Potenz  von  q"*  fort,  aber  nicht  mehr  die  —  (w-|-l)'''.  Daher  ist 
denn  der  Rest  R  nach  q^  vom  Grade  —m — 1  und  nicht,  wie  hier 
verlangt  wird,  vom  Grade  — /« —  2.  Hieraus  ist  klar,  dass  die 
Entwickelung  von 
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(J  '^  '^  0 

in  einen  Kettenbruch 


q'—v' 


k  — 


A,+. 


so  lange  r  allgemein  bleibt,  nur  Nenner  X  von  der  Form  a-\-bQ^ 
besitzt,  wo  a  und  6  Constante  sind,  und  nicht  von  höherem  Grade 
nach  (^^  Nimmt  man  aber  für  r  eine  Wurzel  der  Gleichung 
m-f-1'^"  Grades  z/ =  0,  so  erhält  der  m-\-V^  Nenner  die  Form 

Bestimmt  man  also  die  m-\-l  verschiedenen  Wurzeln 
r  der  Gleichung  m-\-V^'^  Grades  z/ =  0  und  bricht  jeden 
der  m-\-l  entsprechenden  Kettenbrüche  für  die  ellipti- 
schen Integrale  o  an  der  m'*""  Stelle  ab,  mit  dem  Schlüsse 
X,ui  also  unmittelbar  vor  dem  einzigen  Partialnenner 
zweiten  Grades  nach  q^,  so  sind  die  m'*"  Näherungsnenner 
zugleich  sämmtliche  Functionen  ff",  während  die  durch 
(64)  gegebenen  Reste  R",  multiplicirt  mit 


die  Functionen  zweiter  Art  F"  werden. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  beweisen,  dass  J  eine  ganze  Function 
m-j-V''"  Grades  von  r  ist;  wir  zeigen  dazu,  dass  der  Factor  der 
höchsten  Potenz  von  r  und  der  niedrigsten,  also  der  m-f-l'^"  und 
der  O""",  nicht  Null  ist.    Der  erste  ist  die  Determinante 


«1 

CO., 


w, 
w. 


0)m 


(t)m       Wm+1        iO„,.^2 


0)2„ 


die  man  in  ähnlicher  Art  behandelt  wie  die  Determinante,  welche 
in  dem  Zusatz  B.  zum  5.  Kapitel  S.  287  vorkommt.    Setzt  man  dazu 

de.  =  -=-1^; , 

so  wird  die  vorstehende  Determinante  gleich  dem  m-|- Ifachen  In- 
tegral, in  dem  alle  Integrationen  von  0  bis  lo  auszuführen  sind 


D.de^de^...de,n^ 
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=  n,nl...fC.n, 


wo  n  wie  bekannt  das  Produkt  von  den  lm(m-{-l)  Faktoren  be- 
zeichnet, deren  jeder  die  Differenz  von  je  zwei  der  Grössen 
it/o,  /ti,,  ...  |U;„  ist.  Wäre  dieser  Ausdruck  Null,  so  würde  er  auch 
Null  bleiben,  wenn  man  sümmtliche  f.i  untereinander  i)ermutirt;  es 
würde  durch  Addition  der  so  entstehenden  Ausdrücke  wieder  Null 
entstehen,  und  man  hätte  die  Gleichung 


wenn  D  die  Determinante 

1         Ho          f^l       • 

■    •       i"^ 

^.       ^'         h]      • 

.    .       K  +  ' 

m           m  +  l           Tn-f2 

2n 
.        Hm 

f 


W  ds^  ds^...  de,,,  =  0, 

0 

während  die  linke  Seite  positiv  ist.  Durch  dieselbe  Methode  lässt 
sich  das  von  r  freie  Glied  behandeln;  indem  man  nur  fi  mit  v, 
€  mit  C,  ü)  mit  oj  vertauscht,  ergiebt  sich,  dass  auch  dies  von  Null 
verschieden  ist. 

Durch  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  J  =  0  lassen  sich  die 
Coefficienten  von  Ä",  wie  aus  dem  Systeme  linearer  Gleichungen  auf 
S.  394  hervorgeht,  ebensowohl  rational  ausdrücken  wie  dies  früher 
durch  die  Wurzeln  ^  geschah. 

§  102,  6.*)  Unser  Ziel  war  erstens,  alle  Werthe  der  Con- 
stanten h  zu  ermitteln,  welche  bewirken  dass  die  Differentialgleichung 

— ^  =  [n(ti  -f-  l)Ä"8in''amM  -{-h]y, 

wenn  n  eine  endliche  ganze  Zahl  bezeichnet,  eine  Lösung  be- 
sitzt, die  eine  ganze  Function  w*'^"  Grades  von  sinam?<  ist,  und 
zweitens,  die  Lösungen  y  für  solche  Werthe  von  h  aufzufinden. 
Herr  Her  mite  hat  eine  völlig  neue  Untersuchung  geführt:  er  in- 
tegrirt  diese  Gleichung,  wenn  zwar  n  noch  immer  eine  endliche 
ganze  Zahl  aber  h  eine  beliebige  Constante  vorstellt,  in  einer  Abhand- 
lung Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  die  in  den 
Comptes  rendus  seit  dem  15.  Oct.  1877  erscheint,  im  Augenblick  **) 
mir  aber  noch  nicht  vollständig  vorliegt  (M.  vergl.  die  Anm.  auf 
S.  220),  die  ebenso  merkwürdig  durch  die  Methode  wie  durch  das 


*)    Dieser  Par.ngraph  wurde  während  des  Druckes  hinzugefügt. 
**)    1.  März   1078. 
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Resultat  ist.  Die  Lösungen  y  sind  dann  nicht  mehr,  wie  in  un- 
serem Falle,  doppelt  periodische  Functionen  von  m,  sondern  lassen 
sich  durch  die  Form 

y  =  CF(u)-^C'F(-u) 
darstellen,  wenn  F(u)  eine  solche  (intermediäre)  Function  ist,  dass 

(a)  ...     F(u  +  2K)  =  i.iF(u),     F(u  +  2iK')  =  ti'F{u\ 
wo  man  unter  i-i  und  i-i'  gewisse  Constaute  zu  verstehen  hat. 

Die  Function  F  ist  ein  Aggregat  aus  ^n  oder  ^w-f^  einfachen 
Functionen.    Setzt  man  nämlich 

und  (D(u  -f  2/i)  =  (.1  (Z)(?0,  (D(u  +  2iK')  =  fx'  CD(m),  so  wird 


wenn  sin*  am  w  und  X''  rationale  Functionen  des  Modulus  k  und  von 
h  bezeichnen,  A^,  A^,  etc.  aber  ganze  Functionen  von  h  und  k  sind, 
welche  mit  den  Entwickelungen  der  Functionen  Al(u)  nach  ganzen 
Potenzen  von  u  zusammenhängen.     Z.  B.  ist 

^   ^  (.,-!)(« -2)  r,  ,    »(«  +  l)(l+4') 


[A+'-t^+lf+^J, 


2(2n-l)      l     '  3 

__  (^-l)(n_2)(/^-3)(/.-4)r         2Hn  +  l)(l+Ofe 

8(2/«-l)(2w-3)  L     "^  .3 

So  findet  Herr  Hermite  z.  B.  für  «  =  1,  wenn  man  w  so  bestimmt, 
dass  die  willkürliche  Grösse  h  gleich  —  1— Ä'cos'amw  ist,  als  Lö- 
sungen 0(m)  und  0( — u)  für  1  =  0. 

Diese  Resultate  erhält  Herr  Hermite  mit  Hülfe  der  Eigenschaften  doppelt 
periodisclier  Functionen.  Eine  solche  ist  offenhar,  wenn  F(u)  eine  von  den 
(!urch  (a)  definirten  Functionen  bezeichnet,  jeder  der  beiden  Ausdrücke 

F (z)  0{u  —  z  +  iK'),     Ä- sin' am z .  F{z)  0  {u  —z  +  iK') 
in  Bezug  auf  z,  so  dass  das  ganze  Residuum  einer  jeden  von  ihnen  in  einem 
Parallelogramm  der  Perioden  0  gieht.     Der  Faktor   0(u  — z-\-iK'')  wird  im 
Pole  z  =u  unendlich;  daher  sind  die  Residua  der  beiden  Functionen  in  Bezug 
auf  diesen  Pol,  abgesehen  von  einem  Constanten  Faktor,  resp. 

F{u),     k"^  siu"^  am  u.F{u), 
und  sind  gleich  der  Summe  der  Residua  in  Bezug  auf  die  anderen  Pole.     Ist 
in  z  =  y  irgend  einer  von  ilmen  (bei  uns  wird  y  =^  iK'),  so  sei  ferner  für 
ein  unendlich  kleines  £ 
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0{u  —  y  —  €-\-iK')  =  0{u  —  y  +  iK')  —  €(D'{ii  —  y-\-iK') 
i-i£'0"iu  —  yi-iK') 

Dasjenige  Residuum  der  ersten  von  den  beiden  Functionen,    welclies   sicli    auf 
den  Pol  in  s  =  y  bezieht,  wird  dalier  {y  =  iK'  gesetzt), 

^'  ~dh^  +  ^"-^  ~lbF-^~^  +  -  +  ^  ®  W. 

während  das  der  zweiten  mit 

1  d>'+2(Z)(M) 


l)eginnt,  im  übrigen  aber  in  ähnlicher  Art  fortläuft  wie  die  vorige  Function, 
nur  statt  Cy-\,  Cy-2,  etc.  andere  Constante  enthält,  die  lineare  Functionen 
der  vorigen  sind.     In  der  That  ist  für  den  Pol  in  z  =  y 

Äs.nam(y4-^)^-,^  =  -^^^,^ 

Indem  man  die  für  F(u)  und  n{n-{-i)k''s.\n''amuF{ii)  auf  diese  Art  ge- 
fundenen Ausdrücke  in  die  zu  integrirende  Differentialgleichung  einsetzt,  bleibt 
nur  übrig,  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen  die  Constanten  C  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Differenz 

"^d?  — n(n  +  l)fe'sin'amMF(M) 
gleich  wird  dem  Produkte  vou  h  und  F(?/). 

Setzt  man  für  h  gerade  die  Werthe,  welche  ihnen  bei  den 
Lame 'sehen  Functionen  zukommen,  wodurch  die  Lösungen  sich 
in  periodische  Functionen  von  u  verwandeln,  so  lassen  sich  die 
im  allgemeinen  Falle  geltenden  Formeln  nicht  ohne  weiteres  an- 
wenden, sondern  müssen  erst  transformirt  werden,  um  in  diesem 
Falle  die  in  den  früheren  Paragraphen  gewonnenen  Lösungen  zu 
liefern.  Diese  Umformung  hat  Herr  Hermite  auch,  bis  jetzt  für 
den  Fall  n  =  1,  vorgenommen. 

In  einer  Mittheilung,  vom  15.  Dec.  1877  datirt,  welche  1878 
in  den  Göttinger  Nachrichten  erscheinen  wird  und  von  der  ich 
durch  die  Güte  des  Verfassers  einen  Abdruck  in  Hunden  habe, 
zeigt  Herr  Fuchs,  wie  die  von  H.  Hermite  gefundenen  und  in 
fertiger  Form  gegebenen  Resultate  sich  aus  seinen  eigenen,  in 
Borchardt's  Journal  Bd.  81  bekannt  gemachten  Untersuchungen 


400  II-  Theil.     Drittes  Kapitel.  §  102    64. 

ableiten  lassen.  Er  giebt  ferner  den  Weg  an,  auf  dem  man  die 
Differentialgleichung 

durch  eine  entsprechende  Form,  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  von 
m  Argumenten,  integriren  könne,  wenn  \p  und  ^  ganze  Functionen 
von  X  bezeichnen,  die  erste,  mit  ungleichen  linearen  Faktoren, 
vom  Grade  2m +1  oder  2wi-f  2,  die  zweite  von  einem  um  zwei 
Einheiten  niedrigerem  Grade.  Um  anzudeuten,  in  welcher  Rich- 
tung Herr  Fuchs  vorgeht,  sei  erwähnt,  dass  er  im  allgemeinen 
Falle  (wenn  nämlich  h  nicht  gerade  so  gewählt  wird,  dass  eine 
Lösung  eine  algebraische  Function  von  x  wird)  eine  ganze  Function 

G(x)  aufsucht,  für  welche 

/•  dx 

(c)  ...     y  =  ]/Ge''<^^^ 

der  Gleich.  (6)  genügt,  was  wesentlich  darauf  hinauskommt,  G  so 
zu  bestimmen,  dass  diese  Function  der  Gleich,  genügt 

ipG"'+^\p'G"+[ixp"+4:&]G'-{-2^'G  =  0. 

Diese  Bestimmung  erfordert  die  Auflösung  eines  Systemes  linearer 
Gleichungen,  dessen  Unbekannte  die  Coefficienten  der  Potenzen  von 
ic  in  G  sind. 

Der  Exponent  von  e  in  (c)  kann,  da  yj  ungleiche  Faktoren 
besitzt,  nur  Abel' sehe  oder  elliptische  Integrale  erster  und  dritter 
Gattung  enthalten,  wodurch  y  charakterisirt  wird. 

Die  Ausführung  und  die  eingehendere  Untersuchung  des  Falles, 
in  welchem  ^  so  beschaffen  ist,  dass  die  Lösungen  y  diejenigen 
Functionen  sind,  welche  ich  als  Lame 'sehe  höherer  Ordnung  im 
ßO.  Bd.  von  Borchardt's  Journal  einführte  (M.  vergl.  unten  den 
in.  Theil,  3.  Kapitel),  behält  sich  Herr  Fuchs  vor. 

Indem  man  in  (6)  einsetzt 

y  =  7p-\.z 
verwandelt    sich    (6)    in   eine    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung    nach  a, 


nämlich  offenbar  in 


W-  §  =  ^= 


wo  gesetzt  ist 

von  der  man,  wegen  (c),  eine  Lösung  von  der  Form 
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fdx 

{e)  ...     z  =  V'q>(x)e  "^^"^ 

zu  sucIkmi  liat.    wenn    man    zur  Aljkürzung   selzl  g)  =  G^iü.     Zunäolist  Iip- 
nierkt   man,   ilass  eine  zweite  Lösung  von  (rf)  sein  muss 

_f  dx 

(f)  ...     z,  =  V(f(x)e  '''P(^\ 
indem  aus    (d),    nach    der  Methode,    welche   ich  S.  136    als  AheTscIie    lie- 
zeichnete,  unmittelhar  folgt,  dass,  his  auf  einen  constanlen  Faktor,  sei 

fdx  r  dx     -f^, 

'        J    s'  ./  cp{x) 

Diese  Integration  lässt  sich  aher  ausführen  und  gieht  — ^T'C^)  •  ^'^''  ^^  ^'^^^  '° 
der  That  sZj  sich  in  (p(x')  verwandelt. 

Soll  (e)  eine  Lösung  von  (d)  sein,  so  muss   man  offenbar  iiabeu 

^=.j?:'_.,(j^)'+_L. 

Wenn  man  für  (p  und  P  ihre  Werthe  substituirt,    so    erhält    man  als  Bedin- 
gung dafür,  dass  (6)  eine  Lösung  (c)  hat 

WG'G'—^  -2ipGG"—GG'tp'—A»GG  =  0. 
Daraus  folgt  zunächst,  dass  für  jede  Wurzel  von  G  =  0  sei  xpG'G'  =  4,  also 
sicher  nicht  xp  oder  6?'  gleich  0;  also  besitzt  G  nicht  gleiche  Faktoren.  Diffe- 
rentiirt  man  endlich  die  vorhergehende  Dilferentialgleich.  zweiten  Grades  nach 
x  und  dividirt  durch  G,  so  erhält  man  die  obige  Gleichung  dritter  Ordnung 
zur  Bestimmung  von  G. 

Für  die  Stellung,  welche  die  Lame'sclien  Functionen  in  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  und  als  Grenzfall  unter  den 
allgemeineren  intermediären  einnehmen,  haben  wir  somit  einen  ganz 
neuen  Gesichtspunkt  gewonnen;  eine  ausführliche  Darstellung  noch 
nachträglich  hier  dem  Handbuche  einzuverleiben  habe  ich  unter- 
lassen, da  der  Gegenstand  auf  den  Inhalt  desselben  vorläufig  noch 
keine  direkte  Einwirkung  ausüben  würde. 

Dagegen  haben  wir  uns  noch  mit  dem  Falle  zu  beschäf- 
tigen, dass  n  unendlich  wird. 

§  103.  Wie  die  Lame'schen  Functionen  mit  den  Kugelfunc- 
tionen,  so  hängen  die  jetzt  einzuführenden  Functionen  des  ellip- 
tischen Cy linders  mit  denjenigen  zusammen,  welche  bisher 
schlechtweg  als  Cylinderfunctionen  bezeichnet  wurden. 

Zu  denselben  gelangt  man  von  der  Entwickelung  des  §  83 
ausgehend.  Setzt  man  dort  li  statt  A,  so  zieht  mau  aus  demselben, 
dass  die  dort  mit  (b)  bezeichnete  Gleichung 

Heine,  Theorie  der  Kugelfanctionen.     2.  AuH.  26 
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als  Lösungen  die  Cylinderfunctionen  erster  Art 

/TT 
e-^^'''''^'p-'i\a„,GOsmrj-{-b,„Bmmr]')dTj 

—n 

und  die  der  zweiten  Art 

/x 
g-  /.öcoscm-u-)  ^ßj  .^  COS  mi  M  +  hm  siu  mi  ii)  du 

— » 
hat,  wo  unter  m  beliebige  ganze  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen, 
unter  a,„  und  b,u  beliebige  Constanten  zu  verstehen  sind.  Im  letzten 
Integrale  waren  Bestimmungen  über  die  Vorzeichen  und  über  die 
Bedeutung  des  Zeichens  oc  getroiTen;  wenn  z.  B.  Xd  positiv  ist,  so 
kann  co  als  das  reell  Unendliche  angesehen  und  zugleich  xp  zwi- 
schen —  |7r  und  \n  genommen  werden.  Hier  beabsichtige  ich 
vorzugsweise  die  Functionen  erster  Art  zu  behandeln  und  begnüge 
mich  mit  einer  Hindeutung  auf  die  zweite  Art. 

Man  führe,  wie  im  §  86,  für  6  und  xp  neue  Coordinaten,  die 
für  die  Ebene  geltenden  elliptischen  ein,  indem  man  setzt 
((5)...  öcosi/;  =  ^cosqp,  ftsinxp  =  /^*— l.sin^, 
wo  ^  >  1 ,  so  dass  Q  die  grosse  Halbaxe  einer  Ellipse  mit  den 
Brennpunkten  +1  ist,  welche  durch  den  Punkt  ö,  ifj  geht.  Die 
leichte  Transformation  der  Gleichung  (a)  in  die  Coordinaten  (»,  qp, 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  direkte  Umformung  der 
Gleichung 

aus  der  (a)  entstanden  ist,  durch  die  Gleichungen 
X  =  QGosq),     «/ =  )/p'— l.sinqp, 

und  das  Einsetzen  der  neuen  Coordinaten  statt  d  und  \p  auch  in 
(/?)  und  (y)  giebt,  entsprechend  den  Resultaten  der  Transformation 
im  §  87  und  88,  als  Differentialgleichung,  auf  deren  Lösung  die 
Untersuchungen  über  den  elliptischen  Cylinder  oder  über  ellip- 
tische Platten  zurückgeführt  werden 

(65)  ...    (^*-l)^+^|^  +  ^  +  r(cos>-oOI^  =  0. 

Man  findet  ferner  als  Lösungen  derselben  erster  und  zweiter  Art 
die  im  Endlichen  endlichen  resp.  im  Unendlichen  verschwindenden 
und  zugleich  im  Endlichen  nicht  überall  endlichen  Integrale 
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(65,  a)...   J    e-'\ef,v\(a„^Qosmr]~\-b,„»\ümr])dt], 

—  77 

(65,  b)  ..  .   J    e-'fp-  V'  '«l(rt,„  COR  ?/* »/  -f  6,„  siu  w?  ?//)  f///, 

-  X 

wenn  mau  zur  Abkürzung  setzt 

(65,  c)  ...     [p,  9),  jy]  =  (»cos9)co8j;  +  ]''p'— l.sin9)siu?7. 

Die  Gleich.  (65)  kauu  mau  mit  Anwendung  der  Substitution 

p  =  cosiw,     w  =  log(p  +  l^?'^  — 1) 
auch  in  die  Form  bringen 

^2  IT  ^2  TT 

(65,  d)  . . .     -3-^  4-  -^—2"  +  ^X^os^ff  —  cos^iw)  U  =  0. 

Die  Forinelu  (65)  lassen  sich  verificireu,  indem  man  durch  eine  sehr 
leicht  auszuführende  Differentiation  nachweist,  dass 

U  =  e-^-fe.v.'?] 
ein  partikuläres  Integral  von  (65)  ist. 

Andere  partikuläre  Integrale,  die  sich  hei  gewissen  Fragen  verwerlhen 
lassen,  sind  die  Cyünderfunctionen  erster  und  zweiter  Art 

Ist  nämlich  f{r)  irgend  eine  Function  von 

r  =  V'^'* —  sin'^qp, 
so  wird 

''^^  -|-  (''«"^  1^) + 9  =  (^'- «- V)(^'('-)  +  |r(r)). 

also   wenn  /*  eine  Cylinderfunction  von  ilr  ist,  gleich 

X'(q'— cos' (p).f{r). 

Zu  den  hier  gewonnenen  Gleichungen  hätte  man  auch  auf 
dieselbe  Weise  gelangen  können  wie  früher  zu  den  Cylinderfunc- 
tionen,  nämlich  durch  einen  Grenzübergang  von  den  Gleichungen, 
die  sich  auf  die  Lame 'sehen  Functionen  beziehen.  Ein  solcher  zeigt 
auch  an,  wohin  die  weitere  Untersuchung  der  neuen  Functionen  zu 
richten  ist,  die  nicht  mehr,  wie  die  E,  ganze  oder  wenigstens 
algebraische  Functionen  der  Veränderlichen  sind. 

Setzt  man 

und  schliesslich  w  =  oc,  so  wird  (§  87) 

de=-  da,,     dl  =  -M=-^     n\^i'  —  v')  =  r(cos>  — ß'), 

26* 
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wodurcli  die  Differentialgleichung  (58,  c)  der  Lame 'sehen  Produkte 
sich  sogleich  in  (65)  verwandelt.  Ohne  dabei  zu  verweilen,  dass 
durch  denselben  Grenzübergang  aus  den  C,  etc.  die  Gleich. 
(65,  a — h)  gefunden  werden,  heben  wir  zum  weitern  Fortschritt 
hervor,    dass   die  erste  Gleich.  (59)  der  Lame' sehen  Functionen, 

^^^  +  [n{n+l)^^-{h'~+c^)v-\E{^i)  =  0, 

für  die  Grenzfunctionen,  welche  Functionen  erster  und  zweiter 
Art  des  elliptischen  Cylinders  heissen  und  mit  (5  und  %. 
bezeichnet  werden  mögen,  die  Gleichung  giebt 

(66)...    ^^^^+(rcos>-23)(g((?))-0, 

von  der  %((p)  eine  zweite  Lösung  ist.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
(59)  entsteht  wiederum  (66),  wenn  man  in  letzterer  nur  cp  durch 
iu  ersetzt,  wo  wie  oben  cos«m  =  q.    23  bedeutet  eine  Constante. 

Auf  dasselbe  Resultat  würde  der  Versuch  geführt  haben,  (65), 
am  bequemsten  in  der  Form  (d),  durch  das  Produkt  einer  Function 
0  von  cp  und  einer  andern  P  von  q  zu  integriren.  Es  ergiebt  sich 
sofort  nach  dem  bekannten  Verfahren  am  Anfange  des  §  90,  dass 
0  der  Gleichung  (66)  genügen  muss,  P  derselben  nach  Vertausch ung 
von  g)  mit  m/,  welche  Constante  auch  25  sei.  Bei  der  ent- 
sprechenden Zerlegung  der  Gleichung  (59)  in  Lame' sehe  Produkte 
wird  die  Constante,  dort  v,  dadurch  bestimmt,  dass  die  betreffende 
Function  E  eine  ganze  Function  von  fn,  etc.  sein  muss,  während 
hier  eine  ähnliche  Beschränkung  nicht  zu  existiren  scheint,  da  die 
©  unendliche  Reihen  sind.  Andrerseits  zeigt  aber  der  Uebergang 
von  der  Gleichung,  von  welcher  die  v  abhängen,  zur  Grenze,  dass 
die  23  nicht  willkürlich  sein  können,  wenn  auch  ihre  Anzahl  un- 
endlich ist.  Die  Auswahl  der  Constanten  23  ist  in  der  That  be- 
schränkt, nämlich  dadurch,  dass  die  Function  ^{g>)  eine  periodische 
Function  von  q)  ist,  mit  der  Periode  2;r,  sich  daher  in  eine  con- 
vergente  trigonometrische  Reihe  entwickeln  lassen  muss. 
Die  Forderung,  dass  der  unendlich  entfernte  Coefficient 
■dieser  Reihe  Null  giebt,  ist  offenbar  die  nothwendige, 
wie  sich  bald  zeigen  wird  auch  die  hinreichende  Bedin- 
gung zur  Bestimmung  der  23. 

Versuche,  die  Gleichung  (66)  zu  integriren,  hat  Herr  Emile  Mathieu 
in  seinem  Memoire  sur    le   mouvement   vibratoire    d'une    membrane    de    forme 


§104,66.  Lani^'sche  Functionen.  4Q5 

elliptique  gemacht,  im  Liou ville'schen  Journal.  II  Serie,  Tome  XIII,  1868; 
S.  137—203.  Ueber  diesen  Versuch  berichtet  Herr  Heinrich  Weber  iu 
Königsberg  in  der  Ei;ileitung  zu  seiner  Arbeit  Ueber   die  Integration   der  par- 

liellen  Diflereulialgleichung  -—-^ -|- -,,^- -L  ft'w  =  0    im     1.   Hde    der    Annalen 
dx        oy 

von  Clebsch  und  Neumanu:  „Die  Integration  ist  dort  diirdi  Reihen  be- 
werkstelligt, von  denen  mit  grossem  Fleisse  eine  beträchtliche  Anzahl  Glieder 
berechnet  sind,  für  welche  aber  ebenfalls  kein  allgemeines  Gesetz  angegeben 
ist.  Diese  Untersuchungen  mögen  daher  für  den  Physiker  immerhin  von  grossem 
Werthe  sein,  mathematisch  scheint  mir  das  Problem  dadurcli  der  Lösung  wenig 
näher  gebracht  zu  sein,  als  durch  die  Aufstellung  der  gewöhnlichen  Diflerenlial- 
gleichungen  selbst."  Er  erwähnt  zugleich  im  §9,  dass  er  nocli  nicht  im 
Stande  sei,  Integrale  in  einer  auch  nur  eiuigermaassen  übersiclitlichen  Form 
aufzustellen  und  wendet  seine  Untersuchungen  dort  deshalb  nur  auf  Fälle  an, 
welciie  sich  nicht  auf  Ellipsen,  sondern  auf  Parabeln  beziehen  und  auf  Glei- 
chungen von  der  Form 

Es  gehören  diese  sämmtlich  unter  die  allgemeine  Form 

^=y[a'u'-^-'-\-afu^-'-  +  gu~'], 

welche  Euler  im  2.  ßde  der  Inst.  Galc.  integr.  Sect.  I,  Gap.  X,  No.  1043—  1044 
durch  bestimmte  Integrale  gelöst  hat.  Zu  Gleichungen  derselben  Art  wie  (6»>) 
gelangt  man  auch,  wenn  man  die  üblichen  Methoden  anwendet,  um  den  mit 
der  Zeit  veränderlichen  Wärmezustand  in  einem  Rotationsellipsoid  aufzusuchen, 
dessen  Temperatur  an  der  Oberfläche  Null  ist.     Dann   tritt   die  Gleichung  auf 

i[(^'-')^]-k'+')+<^'-')+^]''=«- 

welche  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  der  Art  zurückgeführt  wird, 
wie  sie  hier  vorliegt,  nämlich  von 

d'V  dV 

{Q'-i)-^,+aQ-^-\-ib  +  CQ'-)V  =  0. 

Alle  diese  Gleichungen  gehören  in  das  Gebiet  der  Gleichungen,  welchen  die 
Lamö'schen  Functionen  verschiedener  Ordnungen  genügen,  mit  denen  wir  uns 
im  folgenden  Theile  beschäftigen. 

ßei  der  Schwierigkeit,  welche  die  Gleichung  (66)  bisher  darbot,   wird  es 
nicht  überflüssig  sein,   hier  über  dieselbe  zu  handeln. 

§  104.    Zur  Integration  von  (66)  ist  es  bequem  statt  der  Con- 
stanten i^  und  statt  X  andere  Werthe  einzuführen,  nämlich  zu  setzen 

X^4ß,    r  =  y,    8/5^-i^=45, 
wodurch  die  Gleichung  (66)  sich  in 

'^1^^^  +  (.'</^Vos2r^-i  4.M<p)  ^  0 
verwandelt. 
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Man  bemerkt,  dass  die  @,  wie  die  E  in  vier  Classen  zerfallen. 
Die  Functionen  der  ersten,  die  der  Klasse  K  entsprechen  würden, 
welche  wir  hier  ausführlich  behandeln,  haben  die  Form 

(66,  a)  ...  ©(y)  =  4cfo  +  a,cos2^-|- a^cos4qpH — , 
wenn  die  «  Constante  nach  q)  vorstellen,  welche  allerdings  noch 
die  unbekannte  und  zu  bestimmende  Constante  z  enthalten.  Die 
zweite  Classe  wird  nach  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  qp 
entwickelt,  die  dritte  nach  den  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen, 
die  vierte  nach  den  Sinus  der  geraden  Vielfachen. 

Setzt  man  (66,  a)  statt  6  in  die  Gleichung  ein,  so  findet  man 
zur  Bestimmung  der  Coefficienten  die  Recursionsformeln 

(66,  ö)  .  . .     «I       =  — iö^«u? 

a,       =6(1  — 3)«,— a„ 
«3       =6(4 — z)a.,  —  «,, 


ccm  \i  =^  b Qn-  —  .;•) a,„  —  a,„ - 1 . 

Damit  ferner  die  Reihe  convergent  sei,  ist  erforderlich,  dass 
«m  mit  wachsendem  m  unendlich  klein  werde,  obgleich 
dies  nicht  genügend  ist  (S.  u.  No.  6  S.  412). 

Um  die  Verhältnisse,  die  hier  in  Frage  liommeu,  näher  zu  beleuchten, 
setze  mau  zuerst  eine  endliche  mit  a,„ cos  2;/«  g)  abbrechende  Reihe  in  die  Diffe- 
rentialgleichung ein.  Sind  dann  die  a  durch  das  obige  System  linearer  Glei- 
chungen bestimmt,  so  erhält  man 

^  -}-  (8 A'' cos 2y  -f-  \z) (g  =  4A'a„,cos(2m-f  2)^  — 4A''a,„  +  |Cos2^/?  g). 

Wenn  z  so  gewählt  wird,  dass  cr,„  und  a„j+i  beliebig  klein  werden,  so  ist 
auch  die  linke  Seite  beliebig  nahe  Null. 

Man  wendet  nun  die  Principien  von  Sturm  zur  Bestimmung 
der  Werthe  von  z  und  der  Coefficienten  a  an. 

1)  Setzt  man  «„  =  1,  so  sind  die  a  ganze  Functionen  von 
Ä,  und  zwar  ist  &„,  vom  Grade  m.  Die  Functionen  «„,  «,,  .. .,  a^ 
geben  für  s  =  oo  nur  Zeichenwechsel,  für  s  =  —  oo  nur  Zeichen- 
folgen. Während  z  von  —ro  bis  oo  auf  reellem  Wege  wächst, 
gehen  daher  m  Zeichenfolgen  verloren;  wie  bei  den  Sturm'schen 
Resten  geht  nur  dann  eine  Folge  verloren,  wenn  a„,,  das  letzte 
Glied  der  Reihe,  durch  Null  geht,  da  auch  hier,  wenn  ein  mittleres 
Glied  «t  verschwindet,  die  einschliessenden  Functionen  «t+i  und 
of^-i  entgegengesetzte  Zeichen   besitzen.     Es   gehen  also  Zeichen- 


i 
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folgen  nur  verloren,  werden  aber  nicht  gewonnen;  die  Anzahl 
der  zwischen  zwei  Werthen  von  z,  verloren  gegangenen  Zeichen- 
folgen ist  genau  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  a,„  =  0  zwi- 
schen diesen  zwei  Werthen,  und  die  Gleichung  besitzt  nur 
reelle  ungleiche  Wurzeln, 

Wenn  6  >>  1,  so  werden  schon  für  :•  =  —2  nur  Zeichenfolgen 

2 
vorkommen,  ist  aber  ö  <  1,  so  geschieht  dies,  wenn  z  =  — j-  ge- 
setzt ist,  so  dass  man  bereits  eine  untere  Grenze  aller  Wurzeln 
von  «,„  =  0  kennt. 

Die  folgenden  Entwickelungen  beziehen  sich  sowohl  auf  den  Fall 
ö  <  1  als  auch  6  >  1,  von  denen  der  letztere  der  einfachere  und  bei 
den  Aufgaben  über  die  Wärmebewegung  in  sofern  der  wichtigere  ist, 
als  er  diejenigen  Glieder  des  Resultats  liefert,  welche  den  grössten 
Beitrag  zu  demselben  geben.  Um  beide  Fälle  zugleich  zu  behan- 
deln setze  ich  fest,  dass  während  dieser  Untersuchung  m  solche 
ganzen  positiven  Zahlen  vorstellt,  v/elche  über  3  liegen  wenn  6  >  1, 
welche  ferner  ö(m  — 2)  grösser  als  1  machen  wenn  6<:1. 

2)  Die  grösste  Wurzel  z  der  Gleichung  a,„  =  0  liegt 
zwischen  (m  — 1)'  und  r«^,  und  ist  die  einzige  Wurzel  in 
diesem  Intervalle. 

Man  entwickele  zum  Beweise  a„, :  or,„_i  in  den  Kettenbrueh 


«m-l 


+ 


b[,-(m-2y] 


b[z—(m~3y]  —  -— 


Alle  Partialnenuer  sind,  wenn  z^(jn  —  iy  gemacht  wird,  positiv 
und  >  2,  woraus  folgt  (§  65,  /?),  dass  der  zu  6[(m  —  1)^ — z\  hinzu- 
kommende Kettenbruch  positiv  ist  und  <1;  also  ist  a,„:a„._i  po- 
sitiv, d.  h.  «,„_!  hat  mit  a,„  das  gleiche  Zeichen.  Wenn  dagegen 
z  gleich  oder  grösser  als  m^  genommen  wird,  so  ist 

b[z- (m - ly]  ^  b(2m  -1)  =  2b(m  -  2) -f  36  >  2 ; 
also  bleibt  a„. :  a,„_i  dann  negativ.    Weil  a])er  zwei  benachbarte  a 
nicht  zugleich  verschwinden  und  kein  a  gleiche  Faktoren  liat,   so 
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kann  a,,,  (selbstverständlich  auch  a«_i)  nicht  verschwinden  wenn 
z  >  »^^ 

Um  noch  den  letzten  Theil  der  obigen  Behauptung  zu  be- 
weisen ,  geht  man  davon  aus ,  dass  a,„_i  =  0  keine  Wurzel  über 
(m — ly  besitzt,  dass  also  a^,  «,,  ...,  «,„_!  für  z  =  (m — ly  genau 
m  - 1  Zeichen  Wechsel  geben ,  daher  ihre  Zeichen  abwechseln.  In 
Folge  des  Systemes  (66,  b)  hat  «,„  für  diesen  Werth  von  z  das 
Zeichen  von  —  «,„-2,  also  das  von  a„.-i,  so  dass  die  Zeichenreihe 
«0,  a,,  ...,  a,n  für  z  =  (m—iy  genau  m  —  1  Zeichenwechsel  und 
eine  Folge  besitzt.  Für  wachsende  z  ändern  die  Functionen  «q,  . . ., 
a,„_i  nicht  mehr  das  Zeichen,  während  «„,  schon  für  z  =  m'^  das 
entgegengesetzte  Zeichen,  also  die  Reihe  «„,  ...,  «,„  genau  m  Zei- 
chenwechsel erhält,  so  dass  a,,,  =  0  nicht  nur  sämmtliche  Wurzeln 
unter  m',  sondern  auch  genau  eine  zwischen  (m  —  1)'  und  m'^  hat. 
Man  kann  hinzufügen,  dass  von  jeder  Gleichung  a,„+i  =  0^ 
a„,^2  =  0,  . . .,  m  Wurzeln  unter  mMie gen,  weil  die  Zeichenreihe 
bis  zu  den  Functionen  cf,„+i,  «,„+2,  ...  so  viele  Wechsel  anzeigt. 

3)  Aus  dem  System  (66,  b)  folgt,  dass  die  sämmtlichen 
a  die  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs  sind 

(67)...     o  =  l ^ ^ 


ba-z) 


6(4- z)  ' 

und  zwar  ist,  nach  der  Bezeichnung  des  5.  Kapitels  im  1.  Theile, 
in  Bezug  auf  diesen  zu  Grunde  liegenden  Kettenbruch  (indem  der 
Buchstabe  iV  die  Näherungsuenner  und  nicht  etwa  die  Lame'schen 
Functionen  vorstellt) 

«j  =  iV|,     a.^  =  iVo,     .  .  •,     «m  =  Nnn     •  •  ., 
und  man  hat 

(67,  a)  ...  (g((^)  =  4  +  iV,.cos2<^  +  iV,.cos4y  +  ---. 
Welchen  Werth  man  auch  z  beilegt  so  hat  a  immer  einen 
bestimmten  Werth,  und  ist  nicht  ein  oscillirender  Bruch,  sondern 
es  nähert  sich  wenigstens  einer  der  Werthe  o  oder  1 :  o  einer  be- 
^  stimmten  Grenze,  da  seine  sämmtlichen  Partialzähler  —  1  sind,  wäh- 
rend die  Partialnenner  6(»i^— z)  mit  wachsendem  m  über  2  und 
dann  weiter  über  alle  Grenzen  wachsen. 

Bezeichnet  i\  für  ein  festgehaltenes  m  die  t""  Wurzel 
von  A',,,  =  0,  so  haben  die  Gleichungen 
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iV„+i  =  0,     N„,+2  =  0,     ... 
zwischen  -.  =  —  ex:  uud  r-  =  i\  genau  i  Wurzeln. 

Wenn  nämlich  z  von  r»— 0  bis  r^-j-O  wächst,  so  geht  in  der 
Reihe  a^  bis  a,„  incl.  eine  Zeichenfolge  verloren.  Es  müssen  also 
vorher  i  —  l  vorhanden  gewesen  sein,  nachher  i,  uud  in  der  Reihe 
bis  a,„+i  incl.  beide  Male  genau  i  da,  wie  schon  erwähnt  wurde, 
wenn  a,„  verschwindet  sicher  a,„_i  uud  «„,4.1  entgegengesetzte  Zei- 
chen besitzen.  Die  Zeichen  sind  also  durch  folgendes  Schema 
gegeben,  in  welchem  die  oberen  und  ebenso  die  unteren  Zeichen 
zusammen  gehören: 

Ce,n-\        a,n       «m+l 

K-0]       ±       ±       + 

[r.  +  O]       +       +       +. 
Zu    beweisen   bleibt,    dass   a,;,+  >,  a«+3,  ...  sämmtlich   das  gleiche 
Zeichen  +  besitzen.    Dazu  beachte  man,  dass  die  a  durch  Glei- 
chungen 

CCy+2  =   Ay^T«,,^! «,, 

zusammenhängen,  wo  von  einem  gewissen  Werthe  m  des  Index  v 
an  alle  A  grösser  als  2  sind.     Es  wird  für  z  =  r 

Om  +  2   =  ^m+2(Xm+l  —  «m  =  ^iJi-i-2  CCm+l  >  "^(^m+l- 

Ferner  hat  dann  a,u+2  das  Zeichen  von  a„,+i  also  +;  dann  erhält 

das  Zeichen  von  a„j+2,  u.  s.  f.,  wie  zu  zeigen  war.  Zugleich  gewinnt 
man  den  Zusatz,  den  ich  ausspreche,  indem  ich  zugleich  die  N 
statt  a  setze: 

Jede  von  den  Gleichungen  A',„+i  =  0,  N,u^2  =  0,  ...  hat 
zwischen  zwei  Wurzeln  r,+i  uud  r^  von  N,„=0  genau  eine 
Wurzel  —  vorausgesetzt  dass  m  gross  genug  genommen  wird. 
Denn  beim  Beweise  wurde  angenommen,  dass 

^m+2  =  h[(m  +  2y-i\] 
grösser  als  2  sei.  Da  wir  nicht  darauf  ausgehen,  die  Wurzeln  einer 
Gleichung  N^  =  0  für  einen  bestimmten  Index  m  zu  berechnen, 
sondern  zu  zeigen,  dass  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  unter  einer 
beliebig  gegebenen  festen  Zahl  c,  mit  wachsendem  /«,  bestimmten 
Grenzen  zustreben,  und  diese  Grenzen  mit  beliebiger  Annäherung, 
also  kurz  die  Wurzeln  von  A^.^  =  0  zu  berechnen,  so  können  wir 
uns  trotz  der  obigen  Voraussetzung  des  Satzes  und  Zusatzes  in 
3)  bedienen. 
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4)  Alle  Wurzeln  von  A^^  =  0  in  diesem  Sinne,  bis  zu  einer 
beliebigen  Grösse  c,  lassen  sich  einzeln  in  Grenzen  ein- 
schli essen.  Zunächst  sucht  man  eine  ganze  Zahl  m,  so  dass 
Tw^  >  c,  und  ist  sicher  dass  die  sämmtlichen  Gleichungen  iV„,+i  =  0, 
Nju+2  =  0,  . . .,  N^  =0  nur  zwischen  :;  —  —  oc  und  z  —  m*  solche 
Wurzeln  besitzen,  die  c  nicht  übersteigen.  Dann  nimmt  man  m 
noch  grösser,  nämlich  gleich  irgend  einer  Zahl  w,  für  welche 

Diese  Function  iV„  ist  es,  von  welcher  wir  ausgehen  um  die  Wurzeln 
von  iV^  =  0,  welche  unter  :■  =  c  liegen,  zu  berechnen.  Wir  lösen 
nämlich  die  Gleichung  w"'"  Grades  N.„  =  0  nach  z  auf;  zwischen 
je  zwei  Wurzeln  t\  und  r^,  r.^  und  j-,,  ...,  r,„_i  und  r,„  derselben 
liegt  nach  No.  3  je  eine  Wurzel  von  jeder  folgenden  Gleichung 
N„+i  =  0,  etc.  Eine  untere  Grenze  aller  Wurzeln  ist  ferner,  wie 
aus  (66,  b)  hervorgeht,  noch  kleiner  als  der  negative  Werth  z^ 
Avelcher  bewirkt,  dass  öc- >  4.  Zwischen  diesem  Werthe  und  r^ 
liegt  die  kleinste  Wurzel.  Sonach  ist  jede  Wurzel  von  N^  =  0 
zwischen  2  Grenzen  eingeschlossen. 

5)  Nachdem  nunmehr  Grenzen  y  und  ö  gefunden  sind,  inner- 
halb welcher  genau  einmal  jede  einzelne  Function  iV^^+i,  iV„,+2,  etc. 
durch  Null  geht,  iV,„  nicht  durch  Null  geht,  so  wird  gezeigt,  wie 
sich  durch  Einschieben  von  Zahlen  zwischen  y  und  d  engere 
Grenzen  /„  und  d„  ergeben,  zwischen  denen  sämmtliche  Functionen 
N„,  iV„+i,  etc.  gleichfalls  je  einmal  verschwinden  (wenn  n  eine  Zahl 
über  7)1  bezeichnet)  und  die  so  beschaffen  sind ,  dass  yn  —  Sn  für 
n  =  oo  verschwindet,  während  y,,  sowohl  wie  d„  sich  einer  festen 
Grenze  nähert.  Demnach  existirt  wirklich  eine  Wurzel  von 
A'^  =  0,  welche  zwischen  y  und  d  liegt. 

Beweis.  Für  einen  zwischen  y  und  ö  liegenden  Werth  von 
s  kann  erstens  iV,„+i  das  Vorzeichen  von  iV,„  besitzen  und  zugleich 
A^m+i  >  iV,„  sein.  Da  A„  grösser  als  2  ist,  mit  n  sogar  über  alle 
Grenzen  wächst,  so  müssen,  nach  der  ßecursionsformel 

iV„+2   ==   X„+2iV„4.1  — JV„, 

N,n+i,  N,„.y2,  etc.  dasselbe  Zeichen  haben  und  eine  Reihe  von 
Gliedern  bilden,  welche  fortwährend  mit  dem  Index  und  bis  in's 
Unendliche  wachsen.  Bei  dem  Aufsuchen  der  Wurzel  von  N^  lassen 
sich  also  die  Grenzen  y  und  ö  durch  engere  ersetzen,  nämlich 
durch  den  soeben  eingeschobenen  Werth  von  ~-,  während  man  als 
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zweite  Grenze  y  oder  ö  beibehält,  je  nachdem  die  Zeichenreihe  des 
ersten  oder  zweiten  der  für  das  erw<ähnte  z  erhaltenen  entgegen- 
gesetzt ist. 

Haben  zweitens  für  den  eingeschobenen  Werth  s  die  Func- 
tionen l^,a  und  iV,„t-i  entgegengesetzte  Zeichen,  so  hat  iV,„+2  das 
Zeichen  von  iVm+i  und  ist  grösser  als  dieses.  Man  schliesst  also 
wie  beim  vorigen  Falle,  dass  iV,„4.i,  iV„.j.o,  etc.  mit  gleichen  Zeichen 
versehen  sind  und  das  eingeschobene  :•  zu  einer  neuen  Grenze  ge- 
nommen werden  kann. 

Indem  man  so  fortfährt,  rückt  man  die  Grenzen,  zwischen  denen 
eine  Wurzel  von  JV^  =  0  liegt,  beliebig  nahe,  den  einzigen  Fall  aus- 
genommen, dass  man  drittens  ein  solches  ;ö  einschiebt,  für  welches 
zwar  iV,„  und  iV^^+i  gleiche  Zeichen  besitzen,  aber  JV„,_|.i  <  JV„,. 
Dann  kann  zunächst  der  Fall  eintreten,  dass  A^,„+i,  iV„.+2,  etc. 
gleiche  Zeichen  bekommen,  bis  zu  einem  Index  n  abnehmen, 
und  von  dort  an  sich  wie  im  ersten  oder  zweiten  Falle  verhalten, 
wodurch  wiederum  ein  Zusammenziehen  der  Grenzen  ermöglicht 
ist.  Nehmen  die  JV„  aber  mit  wachsendem  n  immerfort  ab,  so 
müssen  sie  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  dass  dieses  ;; 
dann  iV^   zu  Null  macht.     Man   hat  nämlich  für  jedes  n  nach  der 

Annahme 

iV„+2  =  A„+2iV„+i— iV„  <  iV„+i 
und  hieraus 

iV„.^i(A„+2-l)<A^„. 
Die  Functionen  iV  nehmen  also  mit   wachsendem  n  für   das    be- 
treffende a  nicht  nur   ab,   sondern  sogar  so   stark,   dass   für  alle 
n  wird 

JV        -  ^" 

iV«+l"^   6[(w+l)'_2]_l' 

sie  nehmen  also  schnell  zu  Null  ab. 

Hierdurch  ist  der  Beweis  geliefert,  dass  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung iV^  =  0  existiren;  es  sind  auch,  wie  No.  3  forderte,  die  Mittel 
gefunden,  um  sie  sämmtlich,  bis  zu  jeder  beliebigen  Grösse  c,  mit 
beliebiger  Annäherung  zu  berechnen.  Nachdem  nämlich  auf  eine 
bestimmte  Art  jede  Wurzel  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen  war, 
lernten  wir  Mittel  kennen,  diese  mit  Grenzen  y»  und  8„  von  solcher 
Beschaffenheit  zu  vertauschen,  dass  A',,  für  r-  =  y,,  und  z-  —  (5„  ent- 
gegengesetzte Zeichen  annimmt. 

6)  Es  genügte  noch  nicht,  dass  n^  oder  .Y,.  Null  sei,  ausser- 
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dem  soll  die  Reihe  für  ®  couvergiren  (§  104,  S.  406).  Dies 
geschieht  aber  nach  dem  Obigen.  Nachdem  man  nämlich  in  Bezug 
auf  eine  Wurzel  z  die  Function  N  mit  einem  Index  n  erreicht  hat, 
von  dem  aus  die  folgenden  N  abnehmen,  wird  nach  5) 

so  dass  die  Reihe  (67,  a)  jedenfalls  convergirt,  sogar  noch 
convergirt,  wenn  man  statt  cp  einen  imaginären  Bogen 
iu  setzt. 

7)  In  dem  Falle ,  dass  6  >  1 ,  gestalten  sich  die  Verhältnisse 
etwas  einfacher  als  in  dem  andern  (S.  407),  indem  die  Regelmässig- 
keit in  der  Vertheilung  der  Wurzeln  von  iV^,  die  sonst  erst  bei 
späteren  n  beginnt,  hier  schon  bei  n  =  1  eintritt.  Mit  Hülfe  des 
Kettenbruchs  unter  No.  2  für  a,„:a,„_i  oder  iV^iiVm-i  zeigt  sich 
sofort,  dass  man  folgende  Zeichenreihe  erhält: 


N,  N,  N,  N,  . 

.         Nn-2              N„-, 

iV„ 

AW.     ... 

[-2] 

+   +  +   +   . 

.             +                     + 

4- 

+       ... 

[0] 

H . 

—                     — 

— 

— 

[IJ 

+ . 

— 

— 

— 

[4] 

+  -  +  +  . 

.             +                     + 

+ 

1 
-r 

[9] 

+  -  +  -  . 

—                     

— 

— 

[(^*-17J 

+   -  +   -  . 

.  .     (—1)"-^    (— 1)''-' 

(- 

_l)n- 

'(- 

-1)''-'... 

[nl 

+  -  +  -  . 

•  •  c-iy-H-^y-' 

(- 

_1). 

(■ 

-1)»     ... 

so  dass  also  eine  negative  Wurzel  z  von  iV^  —  0  zwischen  —2 
und  0  vorhanden  ist;  die  übrigen  liegen  zwischen  1  und  4,  4  und 
9,  etc.,  allgemein  zwischen  (w  — 1)^  und  w^ 

§  105.  Im  vorigen  Paragraphen  wurden  die  Cylinderfunctionen 
erster  Klasse,  welche  den  Lame' sehen  Functionen  der  Klasse  K 
entsprechen,  aufgefunden.  Ich  stelle  die  hauptsächlichen  Resultate 
zusammen,  welche  eine  ähnliche  Untersuchung  für  die  drei  anderen 
Klassen  liefert. 

Für  die  vierte  Klasse,  welche  den  Lame'schen  JV  entspricht, 
findet  man 

(67,6)  ...     e(g))  =  Z,sin2g)4-Z,sin4r/,-fZ3sin6(^  +  -, 
wenn  die  Coefficienten   Z  die  Näherungszähler  des  Kettenbruchs 
(67)  bezeichnen;  für  z  hat  man  die  Wurzeln  von  Z^   zu  nehmen. 


§  106    G>^.  Lamö'sche  Functionen.  4|p, 

Für  die  zweite  und  dritte  Klasse  (L,  M)  hat  man 
(67,  c)  ...     @  =  A\eos9p4-]V,cos37)H — , 
(67,  d)  ...     ^  =  Z^  sinqp  +  Z.^  sin39P4--', 
wenn  Z  und  N  die  Näheruugs-Zähler  und  Nenner  sind  des  Ketten- 
brucbs 

1 


(67,  e) 


2 


ib(l-4.z)+l- 


^6(9-4.) ^ 

■  5(25-4.)-  — 

Für  z  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  resp.  iV^  =0  oder  Z^  =  0 
zu  nehmen. 

§  106.  Die  Differentialgleichung  (65,  d)  kann  nach  dem  Vor- 
hergehenden, wenigstens  wenn  man  die  im  Endlichen  endlichen 
Lösungen  betrachtet,  auf  doppelte  Art  integrirt  werden,  einerseits 
durch  lineare  Verbindungen  von  Produkten  (§(q>)(§:(iu),  andererseits 
durch  die  Summe  von  Integralen  (65,  d).  "Wie  im  §  97,  Schema  B., 
hat  man  also  Gleichungen  für  jede  der  vier  Klassen  von  6, 
von  denen  die,  welche  sich  auf  die  erste  Klasse  beziehen,  die 
Form  annehmen 

271  g,(<jp)(g,(iM)  =  2!K/  '^ e-' (a^'i) (ios TT] dr], 

— TT 

wenn  die  Summe  sich  auf  alle  geraden  Zahlen  z  bezieht  und  der 
Index  s  das  Individuum  der  Klasse  bezeichnet.  Setzt  man  hier 
^  =  1,  so  geht  M  in  0  über  und  (5(0)  ist  eine  Constante.  Das  In- 
tegral auf  der  Rechten  wird  aber 

ß-Zcosycos^ßQg^^^/^  _  2ni'Jj(iXG0sq)). 


J 


Dies  giebt  eine  Entwickelung  der  Function  (g  erster  Klasse 
nach  Functionen  des  Kreiscylinders 

(68)  ...     A^,{(f)  =  Z i'  h",  Jj (i  A cos 9), 
wenn  wie  in  (60)  auch  hier  A  eine  Constante  ist. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  deu  anderen  Klassen. 

Die  E  geben  nach  §  97  wesentlich  dieselben  constanten  Coef- 
ficienten,  wenn   man  sie  nach  Zugeordneten   P",  vom  Argumente 

4-  oder  —  ordnet,  wie  wenn  man  sie  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
b  c  ' 


414  11.  Theil.     Drittes  Kapitel.  {^  106.  68. 

eines  Winkels  entwickelt.  Hier  zeigen  die  6  dasselbe  Verhalten 
in  Bezug  auf  die  Entwickelung  nach  J  und  nach  trigonometrischen 
Functionen  der  Vielfachen  von  (f.  Um  diese  Bemerkung  weiter 
zu  verfolgen,  setze  man  x  für  iAcos^  und  findet 

=  ß  +x) ~j-^  -\-x- 


dcp'  dx^  dx  ' 

die  rechte  Seite  ist  aber  wegen  der  Differentialgleichung,  welcher 
J  genügt 

Die  Differentialgleichung  (66)  der  @  giebt  dann  folgende  Beziehung 
zwischen  den  A,  welche  zu  dem  gleichen  s  gehören 


-^»^Är[r^-}-(23+0'^r]  =  0. 


—  J-i  —2  —  iJ  T  ~r  "  7 


Nach  §  61,  c  wird  aber 

4,2     ^=  Jt-2 — ^'fr'lr  •'i+S, 

dies  in  die  vorige  Gleichung  eingesetzt,  giebt  die  Relationen  (t  >>  2 
vorausgesetzt) 

VK  =  (4.4^+48  — 2r)Ä,—2r/io, 
A-Ä^+2  =  (4T'+43ß  -  2r)hc  ~  Vhr-2. 
Führt  man  für  die  Constanten  X  und  23  (S.  406)  die  Werthe  aus  §  104 
,0       16      „        8       . 

ein,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  zwischen  Ä,,,  Ä^,  ä^,  etc. 
in  dieselben,  welche  nach  (66,  6)  zwischen  2ao,  ttj,  a^,  etc.  be- 
stehen, und  man  erhält  demnach: 

d)  Jede  Function  ^(g))  der  ersten  Klasse  lässt  sich 
nach  Cylinderfunctionen  J  in  die  Reihe 

(68,  a)  .  . .     6(qp)  =  2Jo(iAcos^)  — iV,J2(Ucos^)  +  iV2J^(Uco89) 

entwickeln,  wenn  A\^  JV^,  etc.  dieselbe  Bedeutung  haben 
wie  S.  408  in  (67,  a). 

Hier  wie  dort  sind  für  z  die  Wurzeln  der  Gleichung  N^  =  0 
zu  setzen.  Aehnliehe  Resultate  erhält  man  für  die  drei  anderen 
Klassen.  Aus  dem  obigen  Verfahren  und  dem  Umstände,  dass  die 
für  die  J  angewandten  Formeln  ebenso  für  die  Cylinderfunction 
zweiter  Art  K  gelten,  findet  man: 
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b)  iJie  Functionen  des  elliptischen  Cyliuders  zweiter 
Alt  der  ersten  Klasse  lassen  sich  in  die  Reihe 

(68,  b)  ...    %(q>)  =  2Ä'n(Ucos(jp)  —  N^K^(il(i0fi(p)4-  NJi^(ilcoiiq)) 

entwickeln,  wenn  die  N  dasselbe   bedeuten  wie  unter  a). 

Hiermit  schliessen  wir  diese  Untersuchungen  über  die  (5  und 
?S'  ab.  Daps  auch  diese  Functionen  sich  ähnlich  wie  die  E  zur 
V-)rnahme  von  Entwickelungen  eignen,  ist  klar,  da  für  die  Be- 
stiiamung  der  Coefficienten  aus  (66)  der  Satz  folgt, 

•271 

^m((p).^n(q>)dcp  =  0, 
(I 

wenn  v  und  n  verschieden  sind. 


/ 


Viertes   Kapitel. 

Ueber   orthogonale   Substitutionen.     Anwendung   derselben 

ruf  Entwickelungen  der  ©  und  E.     Entwickelung  der 

Kugelfunctionen  nach  Lame 'sehen  Produkten. 

§  107.  Die  Untersuchungen,  welche  den  Gegenstand  dieses 
Kapitels  bilden,  leite  ich  mit  der  Zusammenstellung  von  bekannten 
Sätzen  über  orthogonale  Substitutionen  ein. 

Eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  n-j-1  Veränder- 
lichen  aJo,   iFj,   iC.^,   . ..   Xn 

n        n 

V     =       ^       ^     Oll   y_  Xi  Xy  , 

in   der  a^^  =  a^t^   kann   durch  eine  lineare  orthogonale  Substitu- 
tion (A) 

^,  =c,o!/o+c,,j/,-l [-ci„y„, 

Xn  ^^  ^nnyo~Y  Cn\y^-\~  '  "  ~T  Cn  nt/n  1 


in  die  Form 

gebracht  werden,  wenn  die  z  nicht  willkürlich  gegebene,  sondern 
bestimmte  nur  von  den  a  abhängige  Coustanten  bezeichnen.  Or- 
thogonal heisst  die  Substitution,  wenn  aus  den  linearen  Glei- 
chungen, welche  zwischen  den  x  und  y  bestehen,  die  Identität  folgt 
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<-^^]  +  ---  +  o,i  =  yl  +  y'.-^--  +  yl 

Die  Verhältnisse  q,^:  Cl^:^^^ :  Cm  ergeben  sich  aus  dem  t'*""  Werthe 
von  Ä  und  den  a  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  (B) 

(a^o  — ;;) Co,  +  a„  1  Ci ,  H \-  (h„  Cn^  =  0, 

0'ioCui-\-(a^i—z)cu-\ \-ainCn,  —  0, 


und  aus  ihnen  folgen  die  Werthe  der  c  selbst,  weil  co^-\-Cu-\ hcL 

gleich  1  sein  muss. 

Zunächst  hat  man  für  z  solche  Werthe  zu  suchen,  welche  die 
Determinante  dieses  Systemes,  die  vom  Grade  w-j-l  ist,  zu  Null 
machen.     Diese  Determinante  heisse  /"(z);  sie  ist 


«00- 

—  z 

«0, 

• 

•  • 

aon 

f(^) 

= 

«IC 

«li- 

z     . 

•  • 

ain 

«nO 

an\ 

.    . 

•       Clnn 

—  z 

Die  «-j-1  Wurzeln  von  f (z)  =  0  sind  die  in  dem  Ausdrucke  von 
V  auftretenden  Grössen  s^,  z,,  ...,  z„. 

Setzt  man  in  das  System  B.  der  linearen  Gleichungen  für  z 
diese  Wurzelwerthe  der  Reihe  nach  ein,  so  lassen  sich  aus  jedem 
der  w+1  so  entstehenden  Systeme  linearer  Gleichungen  die  Coef- 
ficienten  c,  die  zu  dem  betreffenden  z  gehören,  bestimmen.  Im 
§  108  Gleich.  69,  c  —  rf  zeigt  sich,  wie  man  diese  c  darstellen 
kann,  wenn  V  in  einer  Gestalt  auftritt,  welche  bei  un- 
seren Untersuchungen  allein  von  Interesse  ist,  während 
ich  hier,  um  zu  einem  Abschlüsse  zu  gelangen,  das  Resultat  für 
den  allgemeinsten  Fall  in  der  üblichen  Form  mittheile,  in  einer  Be- 
zeichnung, der  sich  Herr  Weierstrass  im  Monatsbericht  der  Ber- 
liner Akademie  vom  4.  März  1858  bedient. 

Die  Unterdeterminante,  welche  entsteht  wenn  man  in  f(z)  die 
«•*"  Horizontal-  und  die  ß^^  Vertikalreihe  auslässt,  heisse  "f^,  so 
dass  "fß  gleich  ^f"  wird;  ferner  bezeichnen  f'(z)  die  erste  derivirte 
Function  von  f(z).     Dann  ist 

Für  die  gesuchten  Coefficienten  der  orthogonalen  Substitution  findet 
man  die  Werthe 
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wenn  z^,  wie  oben  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0  vorstellt. 
Man  kennt  aber  nicht  nur  die  Zahlwerthe  sondern  auch  die  Vor- 
zeichen der  {ti-\-iy  Coefficienten  c,  indem  unter  den  Determinanten 
die  Beziehung  besteht 

Die  Zeichen  von  w-f-l  Grössen  c  bleiben  selbstverständlich  will- 
kürlich. 

§  108.  Die  allgemeine  Aufgabe  der  orthogonalen 
Transformation  lösen  wir  nun  auf  andere  Art,  indem  wir 
sie  zunächst  auf  eine  einfachere  reduciren.  In  den  Monatsberichten 
der  Berliner  Akademie  vom  9.  Nov.  1848  (im  39.  Bd.  des  Cr  eile 'sehen 
Journals)  hat  Jacobi  durch  eine  Arbeit  „Ueber  die  Reduction  der 
quadratischen  Formen  auf  die  kleinste  Anzahl  Glieder"  ein  einfaches 
Verfahren  angegeben,  durch  welches  man  jede  Form  zweiten 
Grades  F  mit  w-j-l  Veränderlichen  in  eine  solche  mit  2« -f-1 
Gliedern  verwandeln  kann,  welche  die  Form  hat 

(69)  ...     V=a,xl- 26, x, x,  +  «, x^  -  2b, x^  x,  +  2a,xl  -- 

Z0„  Xji—l  X„  -f-  ün,Xn , 

also  aus  der  allgemeinen  hervorgeht  indem  man  a.^  für  a^^^  ferner 
— by  für  O;,-!;,  setzt,  in  allen  übrigen  Fällen  aber  a,^  gleich  Null. 
Jacobi  führt  diese  Verwandlung  sogar  durch  äquivalente  Substitu- 
tionen*) aus,  indem  er  sich  unter  den  a  und  b  ganze  Zahlen  denkt, 
und  dieser  Umstand  allein  ist  es,  der  ihn  zu  ausführlicheren  Betrach- 
tungen veranlasste,  welche  hier  nicht  in  Frage  kommen.  Selbst  für 
die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  des  §  107  genügt  es  daher, 
dass  ich  hier  zeige,  wie  sich  die  Transformation  des  §  107  gestaltet, 
wenn  man  sie  auf  die  einfachere  Form  (69)  anwendet  und  diese 
durch  eine  orthogonale  Substitution  in 

verwandelt. 

Das  System  linearer  Gleichungen  (B)  des  vorigen  Paragraphen 
vereinfacht  sich  in  diesem  Falle  zum  System  (69,  ä) 


*)    Jacobi    nennt   die   Substitutionen  äquivalent,   wenn,  ganzzahligen   a-  ganz- 
zahlige y  entsprechen  und  umgekehrt. 

Heine,  Theorie  der  Kugelfunctioiieii.     2.  Aufl.  »27 


418 


IL  Theil.     Viertes  Kapitel. 


§  108,  69. 


0  =  — ö,Co-f-(a,  —  z)c^  —  ö^c^, 
0  -=  —  6,c,  4-(a,— vX  — 6,03, 


0  =  bn-lCn-2-\-(an-l 5)C„_1 Ö^C«, 

0  =  —  6„c„_i  +(««  — s)ß«, 
während  die  Determinante  /"(z),  zuweilen  besser  mit  /"„(s)  bezeichnet, 
die  besonders  einfache  Form  annimmt,  welche  S.  262  bei  der  Unter- 
suchung über  Kettenbrüche  auftrat 
«g — z       b. 

... 

0  0 

0  0 

Aus   /"„(z)  erhält  man   fn-i(z)  durch  Weglassung  der   letzten  Hori- 
zontal- und  Vertikalreihe;  auf  gleiche  Weise  /'„_2(s)  aus  f«-i(s),  etc. 

Dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  =  0  reell  sind ,  wenn 
a  und  b  reelle  Grössen  bezeichnen,  ist  zwar  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  orthogonalen  Transformation  bekannt,  wird  sich  aber 
unten  von  selbst  ergeben,  ebenso  wie  die  (im  allgemeinen  statt- 
findende) Ungleichheit  dieser  Wurzeln  s^,  äj,  ...  z». 

Für  die  gesuchten  Substitutionscoefficienten  c  erhält 
man,  nach  §  107,  bei  der  Form  (69)  den  Ausdruck 


0 

.  .       0 

0 

0 

K      . 

.  .       0 

0 

0 

— z     . 

.  .       0 

0 

0 

0 

.  .    6«-i 

an 

-1  —  3 

bn 

0 

.  .       0 

bn 

Qn  —  Z 

(69,6)... 
wenn  man  setzt 

(69,  c)  . 


Cix  = 


l/(y.o)'+(y..)'  +  -  +  (^«)^ 

/x-l(a«) 


6,  />,...  6^ 


y,u  =  1. 


Die    Functionen   f^  werden   nämlich ,    wie   iuis    der  Beschaffenheit    dieser 
Determinante  hervorgeht,  durch  das  System  von  Gleichungen  gegeheu 

(69,   d)    ...       f„         =  (a„  —  Z)fn-1  -  b'n  fn-l , 

fn-\   =  (dn-l Z)f„-2 —  bl-ifn-i, 

/■.      =(a-z)f,-bl 

Setzt  man  für  die  /"ihre  Werthe  ausgedrückt  durch  y,  so  entsteht,  indem  y,  n+i 
Null   ist,   das  System 


§  108,  69.  Entwickehingen  Lame 'scher  Functionen.  419 

0  =  {a„  —  z)y,„  —  b„Y,n-\, 
bny,n  =  {a„^i—  z)Yin-\—bn-iy,n-}, 

6.2 n^  =  (ai—zjy.  i  —  b^r,n. 

Da  die  c  proportional  den  y  sind ,  so  ^^eben  .iiicli  die  c  in  der  That  die 
Lösung  dieses  Systems  (69,  a);  sie  sind  genau  die  Coefficienteu  der  orthogo- 
nalen Substitution,  weil  man  ausserdem  liat 

c'o  +  c^H j  c^„  =  1. 

Aus  den  Gleichungen  (69,  d)  folgt  nach  Sturm's  Methode  sofort 
die  Realität  und  Verschiedenheit  der  Wurzeln,  wenn  die  a  und  b 
reell  sind.  Nur  wenn  eine  oder  mehrere  Constaute  b  Null  wären, 
könnten  Wurzeln  gleich  sein.  Diesen  einfacheren  Fall,  in  welchem 
f„  in  ein  Produkt  von  mehreren  Functionen  ähnlicher  Beschaffenheit, 
V  in  eine  Summe  von  Functionen  derselben  Art  wie'  F  zerfällt, 
deren  jede  eine  geringere  Zahl  von  Veränderlichen  besitzt  als  F, 
—  der  für  unsere  Anwendungen  kein  Interesse  gewährt,  —  verfolgen 
wir  nicht  weiter. 

Indem  man  nach  §  64  das  System  der  linearen  Gleichungen 
(69,  d)  mit  einem  Kettenbruch  in  Verbindung  bringt,  erhält  man 
schliesslich  für  die 

Aufgabe:  Es  soll  eine  Form  zweiten  Grades  (in  Jacobi's 
Sinne  eine  Form  mit  der  kleinsten  Anzahl  von  Gliedern) 

F—  a^xl  —  2b^x^x^^a^x] 26„x„_ix„  -{- a,,xl 

durch  eine  orthogonale  Substitution  (^4) 

^0   =Co(,?/u-f  Co,^,H l-C,tot/„ 


in  die  Form 

verwandelt  werden, 

folgende  Lösung: 
Bezeichnet  man  durch  "31,  =  «j  —  s,  etc.  schliesslich  3^„4.i 
die  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs 


a,  —  z 


2*'2 


a,— 


bnbn 


a„—z 
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SO  sind  5o,  5,,  ...,  Zn  die  Wurzeln  der  Gleichung  9i„-)-i(^)  =  0. 
Die  Coeffieienten  c  der  Substitution  werden  durch  die 
Gleichungen  bestimmt 

l7^+y'i  +  --  +  >'f«  b^b,...b. 

Dieselben  Ausdrücke  erhält  man  auch  für  die  Unbe- 
kannten c  des  Systemes  (69,  d)  auf  S,  418,  wenn  diese  noch 
die  Gleichung  erfüllen  sollen 

Beispiel.     Um  af^xl—2b^XQX^-\-a^x]  zu  transformiren,  setzt  man 
v__i 


und  findet 

iV,  =  a^—z,     N,  =(ao-z)(a,-;•)-6^ 
Sind  Äp,  z^   die  Wurzeln  von  N^  =  0,  so  hat  man  demnach  folgende  ortho- 
gonale Substitution 

§  109.  Zunächst  betrachten  wir  die  Functionen  des  ellip- 
tischen Cylinders,  als  Beispiel  für  das  Vorhergehende,  in  Bezug 
auf  ihre  Verbindung  mit  einer  orthogonalen  Substitution.  Wiederum 
behandeln  wir  die  erste  Classe  ausführlicher.  Hängt  man  in  (66,  a) 
auf  S.  406  den  @  und  den  Coeffieienten  a  zugleich  den  Index  s  an, 
um  die  verschiedenen  Individuen  der  @,  welche  zu  demselben  ß 
gehören,  von  einander  zu  unterscheiden,  macht  also 

©.(qo)  =  i«;  +  J"  a*„cos2«^, 

n=l 

so  wird  man  haben  (S.  415) 

\((p)^T((p)d(f'  =  ^a',al  +  2:ccWn  =  0, 
(j 

so  lange  s  und  z  verschieden  sind;  sind  jedoch  «  und  z  einander 
gleich,  so  verschwindet  das  Integral  nicht  mehr.  Andrerseits  hat 
man  das  System  linearer  Gleichungen  (66,  6),  welches  die  a  ver- 
bindet und  die  Form  des  Systemes  (69,  ä)  besitzt.  Beide  stimmen 
überein,  wenn  man  im  letzteren  setzt 

lür        Cj),  c„,      6j,     6„,     a„,        z 

lesp.     -^«oj     «»»     >^2,     1,    n%    bz, 


LP 
nJ 
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und  man  hat  das  Eesultat:  Wird  die  Form  zweiten  Grades 
mit  unendlich  vielen  Veränderlichen 

F=  -2]^2.x,x^-{-'bVTl-2x,T,-\-b(2x.J'-2x,x^-^bCdxJ--  in  infin. 
durch  eine  orthogonale  Substitution  in  die  Form 

transformirt,  so  verhalten  sich  die  Constanten  a,  aus 
denen  nach  (66,  «)  die  C^.  gebildet  werden,  zu  einander 
wie  die  Coefficienten  der  orthogonalen  Substitution  auf 
S.  420,  so  dass  man  hat 

«; :  «',  :«;:•••  =  y.su  .  ]^2  :  ^r.  j/,. :  etc. 
Der  Kettenbruch,  aus  dessen  Nennern  ^  die  y  gebildet  werden,  ist 

(70)...     2=^ . 

-bz ^ 


Für  die  anderen  Klassen  der  (S  findet  man  ebenso  die  in  wenig 
veränderter  Form  schon  aus  §  105  bekannten  Resultate. 

§  HO.  Unsere  Untersuchungen  über  orthogonale  Substitutionen 
wenden  wir  ferner  an,  um  für  die  Lame'schen  Functionen 
die  noch  unbekannten  Coefficienten  g  und  h  des  §97  zu 
ermitteln.  Die  ersteren  nehmen  ein  besonderes  Interesse  für  sich 
in  Anspruch,  indem  sie,  wie  man  aus  den  Gleichungen  (60)  und 
(60,  a)  weiss,  zugleich  in  der  Eiitwickelung  der  Lame'schen  Func- 
tionen nach  Zugeordneten  und  in  der  nach  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  eines  Winkels  x  auftreten.  Wir  bestimmen  die  g  und 
h  zugleich ,  indem  ihre  Wechselbeziehung,  welche  auf  ihrem  Ver- 
halten zu  einer  orthogonalen  Substitution  beruht,  das  Auffinden 
dieser  Coefficienten  erleichtert. 

Man  führt  in  die  Differentialgleich.  (59)  für  die  Function  «""" 
Grades  E  die  Veränderliche  ;;  durch  die  Gleichung 

E  =  n\z 
ein,   darauf  den  Winkel  x  f"i"  /^  durch  die  auf  S.  354  angegebene 
Gleichung  und  schliesslich  die  Constante  x  des  §  96,  S.  372,  deren 
Reciproke  wir  durch  A  bezeichnen,  so  dass  man  hat 
_  dV-*!        c'—b*  _  1    _  , 

(l-Acos2x)rf'z-  (2/<-l)Acos2xrf2rfx^  K«  '  1)  -i'  <  Ku-l)X.co^2x\t'(lx'  =  0. 
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Entwickelt  man  z  zuerst  nach  Cosinus  der  geraden  oder  der 
ungeraden  Vielfachen  von  x  (m-  vergl.  (60,  a)  auf  S.  377),  so  hängen 
die  h  durch  die  linearen  Gleichungen  von  einander  ab 

(a)  ...  (w  +  m 4-l)(w  -]-  tn  -f  2)lh„i+2  +  2[n(«  + 1)  —  m' —  2v]h,„ 
+  (/<  —  m  + 1)(«  ~  m  -f  2)  A  Ä,„_2  =  0. 
Zur  Bestimmung  der  v  dient  die  Forderung,  dass  /t„,  =  0  sobald 
m:>  n.,  es  würde  schon  genügen,  dass  man  h,„  zu  Null  macht,  für 
m  =  n -\-l  resp.  =n-{-2^  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist, 
wenn  es  sich  um  die  tf,  gerade  oder  ungerade,  wenn  es  sich  um 
die  L  handelt. 

Wird  ferner  z  nach  Sinus   der  Vielfachen  von  x  entwickelt, 
so  besteht  zwar  im  allgemeinen  dieselbe  Gleich,  (a)  zwischen  den 
Coefficienten  h]  nur  für  m  =  1  resp.  m  =  2^  je  nachdem  es  sich 
um  die  M  oder  N  handelt,  ist  sie  mit 
(6)  ...     («  +  2)(w  +  3)AA,-l-[2«(w-|-l)-4i;-2  — An(/<4-l)]A,  =0, 

(c)  ...     («  +  3)(«  +  4);iÄ,  +  2[«(w+l)-2y-4J/«2  =0 
zu  vertauschen. 

Dieselben  Gleichungen  zwischen  denselben  Coefficienten  h 
würde  man  erhalten  haben,  wenn  man  von  den  Gleichungen  (60) 
und  nicht  wie  so  eben  von  (60,  a)  ausgegangen  wäre,  also  die 
Function  E(v),  statt  nach  den  trigonometrischen  Functionen,  nach 

den  Zugeordneten  Pm(~r-j  mit  festem  n  geordnet  in  die  Differen- 
tialgleichung der  E  eingesetzt  hätte.    Aus   der  Differentialgleich. 
(36)  folgt  nämlich  mit  Hülfe  der  Kecursionsformeln  des  §  63  dass 
4      r  ,    ,  .  s  o  „™  /  »'  \       d- 


A<"+'>'<iyw<i)] 


sich  in  den  einfachen  Ausdruck  verwandelt 

2[n(^n-\-l)-tn']P:(^)-{-(n-mXn-m-l)lP:  ,(^^) 

wonach  die  Herstellung  der  Gleichungen  («)  auch  auf  diesem  Wege 
ohne  Schwierigkeit  erfolgt. 

Man  findet  die  vollständige  Entwickelung  dieser  sich  auf  die 
Zugeordneten  beziehenden  Formel  im  §  92  der  ersten  Auflage  dieses 
Handbuchs.  Sie  lässt  sich  durch  Anwendung  der  Formeln  des 
§  63  kürzer  fassen  als  es  dort  geschab. 
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Das  Integral  zweiter  Gattung  F  kann  mau  in  ähnlicher 
Weise  in  Reihen  entwickeln,  die  aber  in's  Unendliche  fortlaufen, 
nämlich  in  solche,  die  nach  den  Zugeordneten  zweiter  Art  Q„, 
geordnet  sind,  oder,  wenn  man  F  =  in-''-\^  gesetzt  hat,  so  dass  ;^  nach 
Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitet.  In  beiden 
Fällen  treten  statt  unserer  Constanten  ä  solche  auf,  die  —n—1  da 
enthalten,  wo  die  unsrigen  n.  Wir  unterlassen  die  weitere  Aus- 
führung und  gehen  zur  Bestimmung  der  g  und  h  zurück. 

§  111.  Die  h  hängen  nicht  durch  ein  solches  System  Glei- 
chungen zusammen,  wie  die  c  im  §  108,  aus  dem  man  ganz  direkt 
ihre  Verbindung  mit  einer  orthogonalen  Substitution  ableiten  konnte, 
wohl  aber  die  g,  weshalb  wir  auf  diese  übergehen.  Wir  legen 
dazu  das  Schema  A.  des  §  97  zu  Grunde,  und  behandeln  die  ver- 
schiedenen Klassen  der  E  gesondert,  nur  eine  ausführlich,  die  ganz 
willkürlich  gewählt  werden  kann.     Wir  wählen  die  K. 

Die  erste  Gleichung  des  Schema  A.  {n  stellt  wie  dort  die  ge- 
raden Zahlen  0,  2,  4,  etc.,  im  ganzen  a-f-l  Werthe,  vor  und  s 
ebenso  viele  Indices),  nämlich 

multiplicire  man  mit  einer  Gleichung  derselben  Art 

in  der  also  p  eine  gerade  Zahl  wie  tx  bezeichnet,  ferner  mit 

sinddddip  =  (fx'—v')dsdK 
und  integrire  nach  6  und  ijj  von  0  bis  |7r,  also  nach  «  und  ^  von 
0  bis  M  oder  cj.     Die  linke  Seite  wird  dann  (§  78,  d.  M.  beachte 
den  Schluss  des  Paragraphen)  Null,  wenn  p  und  n  verschieden 
sind,  aber 

_7r J_ 

2l2n-M)'a';' 
wenn  p  =  n  und  a  durch  (46,  a)  gegeben  ist.    Um  Verwechselungen 
zu  vermeiden,  wählen  wir  in  diesem  Kapitel  r,  um  die  Ludolph'sche 
Zahl  zu  bezeichnen.     Die  rechte  Seite  verwandelt  sich  in 

2.9.  gi, 

wenn  wir  uns  den  willkürlichen  multiplicirenden  constanten  Faktor 
von  K  geeignet  ausgewählt  denken.  (M.  vergl.  §  98;  es  muss  dort 
y  in  (J)  zu  1  werden.)    Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  die  g  zwar 
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nicht  selbst  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  sind,  sich 
aber  wie  solche  zu  einander  verhalten. 

Um  ein  Endresultat  von  möglichst  einfacher  Form  zu  erhalten, 
führe  man  statt  der  g  die  Buchstaben  g  ein,  die  sich  von  ihnen 
nur  durch  eine  Constante  unterscheiden,  indem  man  für  jeden 
Index  m,  nicht  nur  wenn  m  eine  gerade  Zahl  n  ist,  setzt 

m  f>    "'    -1  / 

'  (2«+l)rt,„ 
Man  hat    dann  das  Resultat:  Die  Zugeordnete  «'''"   Grades 
Cn  lässt  sich   nach  Lame'schen  Produkten   erster  Klasse 
in  die  Reihe  

(71) . . .  ]l^^b';,  c:ui, v]=^ßicüi)K:(v) 

entwickeln,  wo  die  (a  +  l)'  Coefficienten  g  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  sind  und  gesetzt  wird 

^„  _  ^,  [i.3...(2/^-i)r 

"'  n(n-\-Tn)  n{n  —  m) ' 

für  m  =  0  die  Hälfte  genommen,  so  dass  im  allgemeinen  b,„  =  a,n^ 
nur  \  =  ia„. 

Die  Resultate  für  die  übrigen  Klassen  der  Lame'schen  Func- 
tionen erhält  man  aus  (71)  durch  Vertauschungen  von  Buchstaben 
wie  bei  der  Ansicht  des  Schema  A.  im  §  97  fast  selbstverständlich 
ist.  Vertauscht  man  in  (71)  links  zuerst  n  mit  t,  dann  C  mit  S 
(nicht  zugleich  n  mit  t),  drittens  C  mit  .S  und  zugleich  tc  mit  t,  so 
hat  man  rechts  für  K  zu  setzen  resp.  L,  M,  N  und  die  Summation 
resp.  über  n — a,  /«  — j,  a  Werthe  von  s  auszudehnen. 

Um  endlich  die  g  völlig  zu  bestimmen,  bedient  man  sich  der 
Untersuchung  über  die  h  im  vorigen  Paragraphen  in  der  Art,  welche 
im  Eingange  des  §  110  angedeutet  wurde.  Weil  die  g  einer  ortho- 
gonalen Substitution  angehören,  hat  man  aus  (71) 

(71, a) ...  k:{^c)k:{v) ^  1  f-^-'b'^r. <^:c';,bt, 4 

Diese  Gleichung,  mit  der  ersten  im  Schema  B.  des  §  97  verglichen, 
giebt  den  Ausdruck  der  h  durch  die  g,  nämlich 


(71,6)...    /4  =  grj/-4^-ö". 


Setzt  man  denselben  in  die  Recursionsformel  (a)  des  §  110  ein,  so 
erhält  man  eine  solche  für  die  g  und  hieraus  für  die  g. 
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Zur  besseren  Uebersicht  stelle  ich  sie  hier  mit  einigen  im 
Vorhergehenden  vorkommenden  oder  noch  einzuführenden  Bezeich- 
nungen und  Formeln  zusammen: 

o'—b'  _  ,       ;    _  1 
ß«  _i_  ft»   ""    '     ''-'*—  J 1 

4£,„  =  (u—m)(tt  -}-  »J  -f  1),     (m  >  0);         4€^  =  2//(«  -f  1); 
o  =  ^^n  wenn  n  gerade,  a  =  ^(ti — 1)  wenn  n  ungerade  ist, 

wenn  tt  >  0.  Dieses  System  von  Gleichungen  hat  genau  die  Form 
wie  das  für  die  c  in  (69,  a)  S.  418.  Wir  können  demnach  auf  die 
Coefficienten  g  die  Sätze  anwenden,  welche  man  am  Schlüsse  des 
§  108  findet  und  haben  als  Resultat,  bei  dessen  Ausdruck  es  un- 
bedenklich sein  wird  auch  eine  Zeile  oder  Wurzel  die  0"  zu 
nennen: 

I.  Satz:  Die  Coefficienten  q^  in  (71,  a)  sind  die  Coef- 
ficienten in  der  s'''"  Horizontalreihe  der  orthogonalen 
Substitution,  durch  welche  die  Form 

(71,  rf)    ...       €,ÜC^-\-2X£,e,X^X^^(£]+€l)x]-^2X£,€^X,X.^  +  -' 
••  •  -f  2l€7,u-2  £2,„-l  a-„,_ia;,„  +  (sl,,-  1  -f  €l,^xl-\ \-  («?o_,  -|-  £la)xl 

in  die  Form 

«^o»/o  +  ^'iy'-l \-Voyl 

transformirt  wird. 

II.  Satz:  Die  Coefficienten  der  sämmtlichen  Horizontal- 
reihen ergeben  sich  aus  dem  Kettenbruch 

•      .  (")■••     -^ VsW- 

A   £.,€ 
£.  -\-  £.,  —  V  — '—-  — 

«3  +  «4  — »^ 

der  von  selbst  mit  dem  a-fl'"'  Partialuenner  £.v-i4-*.'o — v 
abbricht.     Es  findet  nämlich  die  Proportion  statt 

(<2,  a)  ...     g,"  :  g;  : ... :  g;"  =  1  : ' : ^  :  •  •  • : , 

«0«!         «ü«l«2«J  «„«,«,. ..€20-1 

wenn  DI  die  Näherungsnenner  des  Kettenbruchs  in  der  Art 
bezeichnet  dass  e^ — v  = '^^  wird,  und  man  für  v  die  ä"" 
Wurzel  der  Gleichung  ^a  +  i  =■  0  setzt. 

Diese  Gleichung  vom  Grade  a-\-\  vertritt  also  die,  welche  man 
nach  Lame  zu  lösen  hjit  um  die  Functionen  K  zu  bilden.     Die  g 
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selbst  zu  finden,  hat  offenbar  nicht  die  geringste  Schwierigkeit. 
Indem  man  auf  der  rechten  Seite  der  Proportionen  (72,  o)  das  tt'«  Glied 
mit  ib\  multiplicirt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  mit  dem 
Nenner  dieser  Wurzelgrösse  dividirt,  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
nach  (71,  6)  in  das  Verhältniss  der  Ä,  so  dass  man  durch  Einsetzen 
der  Werthe  in  (60,  a)  die  Entwickelung  nach  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  X  und  durch  Einsetzen  derselben  Constanten  in  (60) 
zugleich  die  Entwickelung  nach  Zugeordneten  findet.  Die  Deter- 
minante 9la+i  ist  eine  solche  von  der  einfachen  Form  wie  auf 
S.  262;  man  beachte  auch  dass 

2(£,„+  s,a-i  —  v)  =  «(«  ^1)  — m'^  — 2u. 
Die  g   findet  man  nach  S.  424  durch  Multiplication  der  g  mit  ein- 
fachen Constanten. 

§  112.  Durch  dieselbe  Methode  bildet  man  die  g  tind  h  für 
die  übrigen  Klassen  der  E  mit  Hülfe  der  Constanten  g,  indem  man 
nicht  nur  für  einen  geraden  Index  m,  wie  in  (71,  6),  sondern  für 
einen  beliebigen  setzt 

n,n  -  g,»  y      ^^ 

Die  Recursionsformel  (71,  c)  besteht  dann  noch  im  allgemeinen, 
wenn  die  gerade  Zahl  n  mit  einer  beliebigen  andern  positiven 
Zahl  m  vertauscht  wird.  Bei  der  vierten  Klasse  der  £,  den  JV, 
beginnt  jedoch  das  System  erst  mit 

bei  der  zweiten  und  dritten  Klasse  mit 

^9^'^  /«r^+  («i  +  i  «0  ±  4  «0-  ^)9s'^  =  0, 

wo  das  obere  Zeichen  sich  auf  die  L,  das  untere  auf  die  M  bezieht. 
Daher  hängen   bei  den  JV  die  Constanten   g  vermittelst  des- 
selben Kettenbruchs  (72)  zusammen  wie  die  Ä',  aber  so,  dass  für 
die  iV  die  Proportion  besteht 

wenn  die  3  die  Näherungszähler  des  Kettenbruchs  (72)  in  der  Art 
vorstellen,  dass  3i  gleich  1  ist.  Die  Werthe  von  v  ergeben  sich 
durch  Auflösung  der  Gleichung  ßö  +  i  =  0. 

Die  Coeffieienten  der  L  und  M  erhält  man  durch  die  Nenner 
und  Zähler  des  Kettenbruchs  (72,  d) 


pn+l 
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der  gleichfalls  von  selbst  abbricht.  Die  Wurzeln  des  letzten  Nähe- 
rungs-Nenners oder  Zählers  geben  die  den  L  oder  M  entsprechenden 
Werthe  der  v. 

§  113.  Die  vorstehenden  allgemeinen  Ausdriiclie  wenden  wir 
auf  specielle  Fälle  an. 

Für  6  =  0,  also  A  =  x  =  1,  kennt  man  bereits  aus  §  91  die 
Werthe  von  y,  welche  die  Functionen  /f,  L,  3/,  JV  geben.  Es  sind 
nämlich  die  Wurzeln  v  bei  einem  geraden  n 

für  die  Klasse  K     0,     4,  16, 

n  r  n  ^        -1,    16,    36, 

n         r,  .  M       1,       9,    25, 

n  n  n  ■''         l?       "j    ^"^J 

und  bei  einem  ungeraden  n 

für  die  Klasse  K     1,  9,  25,     . 

„       J/     0, 4,  16,     . 

.      A'         4,  16,    . 

Demnach  ist  für  ein  gerades  n  der  Kettenbruch  (72)  gleich 

(v—lXv-9)...(v-(n—iy) 
v(v— 4)(v-16)...(v-n^)    ' 

und  der  Kettenbruch  (72,  a)  gleich 

(v—lXv-9)...(v-(n-iy) 
(v-4)(v— 16)...(v-70     ' 

für  ein  ungerades  n  sind  sie  resp.  gleich 

_  (v  —  4Xv  —  lß)...(v-(n-iy) 
(i;-lXt'  — 9)...(v-«')      "' 

i;(t;-4)(t;-16)...(i;  -  (n—\y) 
(v-lXv-9)...(v  —  n') 

so  dass  die  beiden  Kettenbrüche  für  den  Fall  x  =  1  summirt  sind. 
Sie  lassen  sich  nach  (c),  S.  268,  noch  weiter  transformiren;  setzt 
man  dazu  v'^  statt  v,  so  erhält  man  z.  I».  für  ein  gerades  //  aus 
der  ersten  von  den  vier  Formeln  das  eigenthümliclie  l^osiiltat 


«, 

n\ 

(«-ly, 

(n-iy 

n\ 

< 

(n-iy, 

(n-iy. 
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(v  -\-  n) {v-^n  —  2){v -\- n  —  4)...(t;— /Q 


(t)  +  w— l)(t;  +  w— 3)...(i;— «+1) 


v  — 


«2 

V 

Der  Ketteubruch  bricht  von  selbst  ab,  da  hier  wie  oben  gesetzt  ist 
2£,  =  n  (n  4- 1 ),     4£,„  =^  (n  —  m)(M  +  m  + 1). 

Wenn  man  n  =  oo  macht,  so  kommt  man  wieder  auf  den 
Kettenbruch,  der  bei  den  Functionen  des  elliptischen  Cylinders 
auftrat. 

§  114.  Zum  Schlüsse  füge  ich  einige  Zahlenbeispiele 
hinzu,  welche  sich  auf  ein  allgemein  bleibendes  x,  aber  nur  auf  die 
ersten  Werthe  des  Stellenzeigers  n  beziehen,  und  die  Beispiele  der 
§§  92 — 94  vervollständigen. 

Für  M  =  0  und  n  =  1  erledigt  sich  Alles  ohne  Rechnung,  da 
für  w  =  0  nur  eine  Function  E  von  der  Klasse  K  existirt,  nämlich 
eine  Constante  und  man  für  «=  1  hat,  abgesehen  von  dem  con- 
stanten  Faktor,  der  bei  den  Integralen  solcher  Diflferentialglei- 
chungen  gleichgültig  ist 

während  ein  N  nicht  existirt. 

Für  die  nächsten  Werthe  von  ti  wird 

1)  für  w  =  2;  «0— ^5  ^1—1? 

2)  für  «  =  3;  «0  =  6,  «,  =  |,  «2  =  27 

3)  für  M  =  4;  s,  =  10,  £,  =|,  «j  =  ^,  «3  =  2, 

4)  für  n  =  b\  €„  =  10,  «i=7,  «2=6,  «3  =  !,    «4  =  27 

5)  für  n  =  6;  £„=21,  «,=10,  «,=9,  £,=^,  £,=V,  «,=3. 

(Für  jedes  feste  n  geben  «0,  2«,,  2e^,  etc.  die  Differenzreihe  --1, 
-2,  -3,  etc.) 

Hiernach  sind  die  Kettenbrüche  (72)  und  (72,  «),  aus  denen 
die  Coefficienten  und  die  Gleichung  gebildet  werden,  deren  Wurzeln 
für  V  zu  nehmen  sind,  resp. 

1)  für  n  =  2 

1 

Ul   ' 

3  —  V — z 

1  — i; 
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2)  für  «  =  3 


IbXl ' 

b V -; 

4  — V 


^ 6A 


3)  für  71  =  4 


,^            45U 
lU  —  ?; 


7U 

V 


2-i;' 


4)  für  w  =  0 


1 


105U 
10—  i; 


13  —  V  —  -^ 


15A 


+  ^i-u-i2^ 


^A 


5)  für  w  =  6 


210U 

^1 — i; 


13  — t; 


^U 


3  — v' 


^U 


Aus  diesen  Kettenbrüchen  findet  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  V  sind,  indem  man  in  jedem  der  fünf  Fälle  für  die  iV,  A',  M, 
L  den  letzten  Näherungszäbler  des  in  der  betr.  Nummer  ent- 
haltenen ersten  Kettenbruchs,  oder  resp.  seinen  Näherungsnenner, 
oder  den  Näherungszähler  des  zweiten  Kettenbruchs  oder  endlich 
dessen  Näherungsnenner  gleich  Null  setzt.    Die  beiden  letzten  Aus- 
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drücke  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Zeichen  von  A,  so  dass 
es  nur  nothwendig  ist,  einen  von  ihnen  hierherzusetzen ;  wir  wählen 
den,  welcher  sich  auf  L  bezieht,  und  haben  folgende  Gleichungen, 
von  denen  der  Reihe  nach  die  erste,  zweite,  dritte  aus  jeder 
Nummer  sich  auf  die  N,  K,  L  bezieht: 

1)  n  =  2 

0  =  1-1», 

0===3-Br-4v-i-i;^ 
0  =  5  +  3A  — 2ü, 

2)  «  =  3 

0=    4-i;, 

0  =  24— lör-lOu  +  t;^ 

0  =  33— 15r+18;i  -  (28  +  r2;i)v  4-  4v% 

3)  w  =  4 

0  =  160(1—  V)  -  llßv  +  b2Vv  +  20i;'-  v' 
0  =  209  +110A  -  63r— (60  +  20A)i;  -f  4i;'; 
etc.  etc.     Diese  Gleichungen  kann  man  mit  denen  zusammenstellen, 
aus  welchen  nach  Lame  die  Wurzeln  ^,  S,  5fJi,  '51  gefunden  wurden 
(Vergl.  §  92  u.  f.).     Z.  B.  für  n  =  4  erhält  man  nach  Lame 
0  =  v(v-  4)(y— 16)p'+168gt'  +  40g(ü-16), 
0  =  [p(i;-l)-3cM[p(y-  9)-7c^J  +84^, 
0  =  p\v-lXv  —  9)  +  2Hq. 
Diese  Gleichungen  stimmen  mit  den  obigen  überein,  wenn  man  für 
p  und  q  ihre  Werthe  p  =  6'+c',  q  =  h-c'  einsetzt. 

§  115.  Die  Function  P"(cosy)  selbst  liefert  eine  einfache  Ent- 
wickelung  nach  den  Lame'schen  Produkten,  wenn  y  den- 
selben sphärischen  Winkel  bezeichnet,  wie  in  der  Gleich.  (50)  des 
§  71,  so  dass  also 

cosy  =  cosöcosöj-f-sin^sinö,  Gos(ip  —  xpJ. 
Nachdem  man  für  0,  ip  die  elliptischen  Coordinaten  |U,  v  durch 
(58,  6),  für  öj,  xp^  ferner  ^u,,  v^  eingeführt  hat,  findet  man  nach  (52) 

(a)...   ncosy)  =  2:(-ir<^'n{Cl[fi,v]C:r,[M,,v,]  +  Sl[f,,v]Sl[i^,,v,]). 

Drückt  man  jedes  C  und  S  mit  Hülfe  von  §  97  durch  Lame'sche 
Produkte  aus,  die  sämmtlich  zu  dem  oberen  Index  n  gehören,  so 
hat  P"  zunächst  die  Form 
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wenn  die  a  Constante  nach  6,  xp  bezeichnen,  die  aber  noch  ö,  und 
1//,  oder  /u,  und  v,  enthalten.  Wegen  der  Symmetrie  von  y  nach 
iu,  V  und  (.l^^  V,  muss  aber  dieselbe  Grösse  gleich 

sein,  wenn  d  eine  Constante  nach  |U,,  v  und  £  nach  ju,  v,  vor- 
stellt. Aus  §  9H  folgt,  dass  die  drei  Ausdrücke,  weil  gleich,  auch 
identisch  sind,  wodurch  man  hat 

Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  folgt 
a  =  cE(fiJ,     (J  =  c£(^/), 
wo  c  weder  ^  noch  v  noch  f^^ ,  also  nur  noch  y,  enthält.    Daher  ist 

cE(iu,)E(v)  =  eEM, 
folglich  c  =  k .E(v^),  wo  k  eine  numerische  Constante  vorstellt,  so 
dass  die  Form  der  Entwiekelung,  welche  aus  (a)  entspringt,  ist 

(6)  . . .     P"  (cos  y)  =  J  k,  E,(^) £,(v) £. (/< , )  £.(". ), 

S=ll 

und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Werthe  der  Constanten  Ä-  zu  be- 
stimmen. Dies  geschieht  nach  den  Prinzipien,  aus  denen  (/")  im 
§  78  abgeleitet  war  oder  (61)  im  §  98.  Setzt  mau  in  y  für  0,  und 
1/;,  Bogen  6.^  und  t/^,,  denen  elliptische  Coordinaten  /n.^  und  v.,  ent- 
sprechen mögen,  multiplicirt  diese  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke, 
der  entsteht,  wenn  in  (6)  statt  ö,  ip  gesetzt  wird  d,^  i//,,  dann  mit 

2n-\-l    .    >3  j-i  j 
— j — sm  öj  aöj  rft/Zj, 

und  integrirt  nach  0^  und  i//j  von  0  bis  tt  resp.  2::,  so  entsteht 
nach  (/")  des  §  87  genau  die  ursprüngliche  Kugelfunction  P"(cosy). 
Hätte  man  P"  in  (6)  in  die  vier  mehrfach  erwähnten  gleichartigen 
Theile  zerlegt,  von  denen  irgend  einer  ^  heisse,  so  würde  '^p, 
nach  derselben  Methode  behandelt,  sich  wieder  in  sich  selbst  ver- 
wandeln. Dann  hätte  es  aber  ausgereicht  (s.  d.  Schluss  des  §  78) 
die  Integration  statt  bis  -  resp.  2t:  nur  bis  \r.  vorzunehmen;  um 
dasselbe  Resultat  zu  erhalten,  muss  man  dann  freilich  das  Integral 
mit  8  multipliciren.  Jeder  Theil  '^  giebt  Lame' sehe  Produkte 
nur  von  einer  Klasse,  so  dass  man  erhält,  wenn  C,  und  «^  zu  v, 
und  |U.j  dieselbe  Beziehung  haben,  wie  C  und  £  zu  v  und  /n, 
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TT 
'd  0 

also  für  die  Constante  k  den  Wertli  findet 

Diese  verhält  sich  daher  ähnlich  wie  al,  im  §  62,  Gleich.  (46,  a) 
und  §  73.  Wählt  man  die  Constante  in  den  E  so,  dass  das  Doppel- 
integral (der  Ausdruck  y  auf  S.  380)  gleich  1  ist,  so  findet  man 
also  die  einfache  Entwickelung  von  P  nach  Lame'schen 
Produkten 

(73)  . . .     P"(cosy)  =  2{2n+l)  J^" (^) ^" W ^" (^. ) ß" (»'i )• 

Die  Entwickelung  von  Q"(cosy)  nach  Lame'schen  Produkten 
verfolgen  wir  hier  nicht  weiter ;  nahe  liegende  Uehertragungen  von 
(73)  auf  den  Anfang  der  Entwickelung  von  Q"(cosy)  wird  man 
nach  dem  Früheren  leicht  vornehmen  können. 

Die  Kesultate,  welche  in  diesem  Kapitel  abgeleitet  wurden, 
habe  ich  zum  grösseren  Theil  im  56.  Bd.  von  Borchardt's  Journal 
und  in  der  ersten  Auflage  dieses  Handbuchs  mitgetheilt.  Die  Ab- 
leitung ist  hier  vereinfacht  und  die  Resultate  sind  durch  Anwendung 
auf  die  Functionen  des  elliptischen  Cj^iuders  vervollständigt,  dessen 
Theorie  die  Einführung  und  Untersuchung  einer  orthogonalen 
Substitution  für  eine  unendliche  Menge  von  Veränder- 
lichen verlangte. 


Fünftes  Kapitel. 
Ueber  die  Entwickelung'  von  Functionen  zweier  Veränder- 
lichen nach  Kugelfunctionen. 

§  116.     Im   §  78,  /*  hatten    wir    eine  Function    f(ö,  ifj)    nach 
Kugelfunctionen  entwickelt  und  fanden,  es  sei 
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Dieser  Satz  war  dort  durch  ein  Verfahren  abgeleitet  worden, 
welches  sehr  beschränkende  Voraussetzungen  über  die  Beschaffen- 
heit von  f  und  die  Art  der  Convergenz  dieser  Reihe  enthielt.  Er 
gilt  aber  immer,  wenn  f  eine  endliche  einwerthige  Function  vor- 
stellt, die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und  Minima  be- 
sitzt, wenn  ausserdem  f(d,  0)  =  f(f),  2n)  und  /"(O,  xp)  sowie  /"(tt,  ip) 
von  xfj  unabhängig  sind. 

Bedeuten  die  Länge  r  und  der  Bogen  ip  Polarcoordinaten  in 
einer  Ebene,  so  wird  eine  einwerthige  Function  q>(r,  w)  nur  dann 
auch  eine  einwerthige  Function  des  Ortes  in  der  Ebene  sein,  wenn 
sie  nach  ip  die  Periode  27i  besitzt,  und  im  Anfangspunkte,  für  r  =  0, 
von  Ip  unabhängig  ist.  Ebenso  sind  die  drei  letzten  Bedin- 
gungen, welche  /'(/9,  rp)  erfüllen  soll,  der  analytische  Ausdruck  dafür, 
dass  diese  Function  sich  durch  das  System  der  Meridiane  und 
Parallelkreise  (M.  vergl.  S.  302j  als  Function  des  Ortes  auf  der 
Kugel  mit  dem  Radius  1  darstellen  lasse,  da  dem  Nordpol  und 
Südpol  jede  Länge  zukommt. 

In  der  berühmten  Abhandlung:  Sur  les  series  dont  le  terme 
general  depend  de  deux  angles  etc.*)  hat  Dirichlet  die  Summe 
der  Reihe  nicht  nur  aufgefunden,  wenn  f  den  angegebenen  Be- 
dingungen genügt,  sondern  auch  noch  in  anderen  Fällen  gezeigt,  dass 

eine  Grenze  für  n  =  (x  besitze,  und  dieselbe  ermittelt.  Wir  werden 
in  diesem  Kapitel  die  wesentlichsten  von  seinen  Resultaten  ableiten. 
Damals,  vor  mehr  als  40  Jahren,  war  es  ein  Fortschritt  der 
Wissenschaft,  dass  Dirichlet  den  Irrrthum  in  dem  Beweise  auf- 
deckte, welchen  Poisson**)  für  den  Satz  gegeben  hat..  Poisson 
summirte die  unendl. Reihe  J^'a^JC"  für  a<l  und  suchte  die  Grenze 
dieser  Summe  für  a  =  1  auf.  Man  weiss  durch  einen  Satz  von 
Abel,  dass  diese  Grenze  mit  SX""  übereinstimmt,  —  vorausgesetzt 

*)    Grelle,  Journal  f.  Math.  Bd.  17,   1837. 

**)    Journal  de  l'Ecole  polyt.   19""'  cahier,  p.  145 ;  Additions  ä  la  connaissance 
des  temps  pour  l'an  1829  et  pour  l'an   1831;  Theorie  de  la  chaleur  p.  212. 
Heine,  Theorie  der  Kugelfunctionen.     '<:.  Auti.  ^28 
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dass  die  Reihe  der  X  convergirt.  Den  Beweis  für  die  Convergenz 
hat  aber  Poisson,  wenn  man  von  einigen  geringeren  Mängeln 
absieht,  nur  unter  Voraussetzungen  über  die  Continuität  der  Diffe- 
rentialquotienten von  f  geführt,  die  nicht  einmal  in  dem  Beispiele 
eintreffen,  welches  er  in  der  Connaissance  des  temps  pour  1829 
S.  348  giebt. 

Bei  seinen  Untersuchungen  *)  über  die  Convergenz  der  Reihe 
in  (et)  setzt  Hr.  Bonnet  zwar  weniger  voraus,  verlangt  aber  dass 
eine  Function,  welche  aus  f  gebildet  ist,  nämlich 

(c)...     F{e)  =  ^f'''f{d,xp)dxp, 

ü 

nach  6  differentiirt  werden  könne,  eine  Voraussetzung,  welche  den 
Beweis  wesentlich  erleichtert.  Für  viele  praktischen  Anwendungen 
reicht  übrigens  der  Beweis  aus,  da  die  Voraussetzung  bei  Functionen 
zutrifft,  welche  einer  partiellen  Differentialgleich,  genügen. 

Herr  Kronecker  machte  mich  vor  längerer  Zeit  darauf  auf- 
merksam, dass  bei  unserer  heutigen  Kenutniss  von  Eigenthümlich- 
keiten  der  Functionen  auch  Dirichlet's  Beweis  nicht  mehr  völlig 
genügt,  da  er  die  Voraussetzung  enthält,  dass  das  Aggregat 

&(ip)=z — &mlifj/  ^'^ '    '       -j-cosjit//  ^'^^     '    ' 

^^^     V2(cosi// — cos»;)  '•^,      v2(cos7j/— cosv) 

nach  \p  differentiirt  werden  könne,  wenn  F(i/^)  den  durch  (c)  ge- 
gebenen Mittelwerth  vorstellt.  Ich  bin  nicht  im  Stande  anzugeben, 
welche  Eigenschaften  f  hierzu  besitzen  muss,  nicht  einmal  ob  die 
Differentiation  in  dem  einfachen  Falle  möglich  sei,  wenn  für  /"  eine 
continuirliche  Function  der  Coordinaten  d  und  \\)  gewählt  wird. 

Zum  Glück  lässt  sich  die  Lücke,  welche  hierdurch  im  Beweise 
für  die  Eutwickelbarkeit  nach  Kugelfunctionen  entstanden  ist,  mit 
Hülfe  einer  Arbeit  des  Herrn  Ulisse  Dini**)  ausfüllen;  ich  be- 
nutze dieselbe  da  wo  es  nicht  möglich   war  Dirichlet  zu  folgen. 


*;    Liouville,  Journal  de  M.   1852:  These  de  Mecanique. 

**)  Annali  di  Matematica  pura  cd  applicata  diretti  da  F.  Rrioschi  e  L. 
Cremona,  Serie  II''.  Tomo  VP,  Fascicolo  2^,  Maggio  1874,  Milauo:  Sopra  le  serie 
di  funzioni  sferiche  S.  112—140  und  Fase.  S*»  S.  208-215.  Auch  Herr  Dini  findet 
eine  Ungeiiauigkeit  in  Dirichlet's  Beweise,  über  den  er  sich  so  äussert:  Nella 
djniostrazione  di  Dirichlet  p.  es.  la  quantita  che  si  trova  iudicata  con6''(0) 
dovrebbe  calcolarsi  cercando  il  limite  di  0'(i/')  per  i'»  positive  e  tendente  a  zero,  e 
non  prendendo  per  essa,  come   fä  Dirichlet,   il  valore  di  0'(i,'.')  per  i,o  =  0,  o  al- 
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§  117,  ludern  wir  uns  zur  Aufsuchuujr  der  Grenze  von  S" 
wenden  (§  llß),  betrachten  wir  mit  Diricblet  zunächst  die  Summe 
der  Glieder  X  im  Punkte  d  =  0.  Daselbst  ist  y  =  ö, ;  führt  mau 
wie  oben,  durch  (r),  die  Function  F(ö)  ein,  so  wird  das  in  dem 
Ausdrucke  (6)  für  X  vorkommende  Integral  nach  t/;,  gleich 

27rP"(cosö,)F(Ö,) 
und  es  bleibt  also  die  Grenze  für  n  =  oo  des  Ausdrucks 

aufzusuchen,  wo 

X"  =  ^^i^  V(ö)P"(cosö)sinÖrfö. 

Mit  Herrn  Dini  benutzt  man  hierzu  die  Gleichung  (16,  b)  S.  93, 
durch  welche  sich  ergiebt 

dP"-'      dP"+'^ 


((/)  ...     2X"=  /V(ö)r- 


ä6  äß   }'' 


und  für  n  =  0 


/"  dP' 

F(d) "  ~  dd. 


dO 

tl 

Hierdurch  erhält  man 

wenn  mau  in  beiden  lutegraleu  bis  6  =  n  iutegrirt. 

Es  zeigt  sich  nun  erstens,  dass  die  Grenze,  welcher  sich 
die  rechte  Seite  mit  wachsendem  w  nähert,  unabhängig 
von  d  ist,  nämlich  dieselbe  ist,  welche  man  findet,  weuu  mau  in 
beiden  Integralen  nicht  bis  ;r,  sondern  nur  bis  zu  eiuem  beliebigen 
positiven  unter  n  liegendeu  festen,  ja  sogar  auch  nur  bis  zu  eiuem 
positiven,  mit  wachsendem  w  zu  Kuli  abnehmenden  0  iutegrirt,  vor- 
ausgesetzt, dass  F(ö)  und  F{n-'(i)  endlich  und  von  -f  0  bis  zu 
einem  beliebig  kleinen  0  continuirlich  bleiben,  ferner  innerhalb  der 
Integrationsgrenzeu  nicht  unendlich  oft  vom  Wachsen  zum  Ab- 
nehmen übergehn  und  umgekehrt. 

Diesen  Satz  beweist  mau  «durch  eine  Methode,  welche  bereits 
im  2.  Zusatz  zum  I.  Kai)itel  bei  der  Theorie  der  trigonometrischen 


meno  dovrebbe  anche  niostrarsi  la  contimiitii  di    (-f' (i''.'  Jicr  i,   — -  ü,  ciö  che  da  Di- 
ricblet noii   vien   fatto,  c  iiortcrebbe.  mi  pare.  alciinc  restri/.ioni. 

28* 
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Reihen  angewandt  wurde  und  so  ausführlich  dargelegt  ist,  dass  es 
erlaubt  sein  wird,  hier  kürzer  zu  sein.  Ohne  der  Allgemeinheit  zu 
schaden,  wird  man  z.  B.  annehmen  dürfen,  dass  F(ö)  von  0  bis  n 
positiv  sei  und  überhaupt  nicht  zunimmt. 

Die  n  Werthe  von  0  zwischen  0  und  ;r,  bei   denen   P"(cosö) 
verschwindet,  mögen  «,,  a^,  ...  a„  heissen;  zerlegt  man 


f 


F(0^  rfP-(j«lrf^ 


in  eine  Summe  von  Integralen  desselben  Elements  zwischen  den 
Grenzen  0  und  «,,  «j  und  a^?  etc.,  schliesslich  a„  und  tt,  so  wird 
in  jedem  derselben,  das  erste  und  letzte  ausgenommen,  dP  einmal 
das  Zeichen  ändern,  indem  zwischen  je  zwei  reellen  Wurzeln  irgend 
einer  ganzen  Function  x(0)  je  eine  der  Function  x'(^)  Hegt.  Ist 
ß,„  die  zwischen  d  =  a„,  und  6  =  a,„+i  liegende  Wurzel  von 
dP"  =  0,  so  giebt  eine  neue  Zerlegung 

"m  "tu  ßm 

=  P"(cos/S.)  [F(ß„,  -  d„,)—F(ß,,  +  £„0], 
wo  dm  zwischen  a,„  und  /?„;,  «,„  zwischen  ß,,,  und  a,„+i  liegt.     Das 
Integral  auf  der  Linken  ist  also  in  jedem  Falle  kleiner  als   der 
Zahlwerth  von 

P"(cos/S„,)[F(a,„)  — F(a„,+0]- 
Aus  der  Gleichung  (29,  c)   auf  S.  178  ist   bekannt,  dass  P"(cos<9) 
sich  mit  wachsendem  n,  bis  an  die  Ordnung  |,  dem  Werthe 

l/-^-^-cos((w  +  i)ö-^) 
r  uTüsmO        ^  4  -^ 

nähert,  so  lange  6  eine  nicht  mit  n  zu  Null  convergirende  Grösse 

bezeichnet.     Zu  dem  Beweise,  den  wir  hier  führen  wollen,  genügt 

dies  jedoch  nicht.    Es  nähert  sich  aber,  wie  am  Anfange  des  §  42 

nachgewiesen  und  S.  183  besonders  hervorgehoben  wurden,  P"(cosö) 

sogar  dann  noch  der  Null,  wenn  6  selbst  unendlich   klein  wird, 

allerdings  nur  so,  dass  w"ö  schon  mit  n  in's  Unendliche   wächst, 

wo  a  <  i. 

Hieraus  folgt,  dass 

(e).../>)-:^)..-[/V1 
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mit  wachsendem  n  sich  der  Null  nähert,  wenn  man  für  r^  und 
n — 'C  beliebig  kleine  Grössen  setzt,  feste  oder  sogar,  was  jetzt  ge- 
schehen soll,  mit  n  veränderliche,  freilich  nur  solche,  welche  mit 

]/»  multiplicirt  noch  ins  Unendliche  wachsen. 

Zweitens  gelingt  es  die  Grenze  aufzufinden,  welcher  sich  die 
beiden  zu  subtrahirenden  Integrale  in  (e)  nähern.  Das  erste  In- 
tegral von  0  bis  ri  giebt  nämlich,  nach  dem  zweiten  Mittelwerth- 
satze  *), 

'"'dP"  .^  ,  .„,  .      „.  ,  ....  /"^dP" 

dO 


^^+  ^}/''%  ^^  +  ^^^"^^  "  ^^^-  ^'V '  "-  ^^' 


wenn  |  einen  Werth  vorstellt,  der  zwischen  0  und  i]  liegt,  mög- 
licher Weise  auch  gerade  gleich  0  oder  ri  ist.  Der  Faktor  von 
F.(0),  der  gleich  ist  P"(cos?^) — 1,  nähert  sich  mit  wachsendem  n  be- 
liebig der  Grenze  —1,  indem  nach  dem  oben  hervorgehobenen 
Satze  P{cos7])  für  n  =  ex,  sicher  Null  wird  und  F(j])  —  F(-\-0)  wird 
Null,  da  7]  mit  wachsendem  n  zu  Null  herabsinkt,  so  dass  die 
Grenze  des  ersten  Integrales  —  F(-f-O)  ist.  Das  zweite  von  den 
abzuziehenden  Integralen  in  (e),  nämlich  das  Integral  von  'C  bis  tt, 
giebt  für  n  =  x 

wie  die  Substitution  n  —  6  statt  6  in  demselben  sofort  zeigt. 
Wendet  man  die  gleiche  Methode  endlich  auf  das  Integral  in  dem 
Ausdruck  für  —28"  auf  S.  435  an,  welches  den  Index  w-fl  statt 
n  enthält,  und  setzt  die  gefundenen  Werthe  dort  ein,  so  heben  sich 
die  zwei  gleichen  und  mit  verschiedenen  Zeichen  versehenen  Theile 
fort,  welche  sich  auf  die  Grenze  n  beziehen,  und  man  findet  dass 

S"-F(-j-0) 

sich  mit  wachsendem  n  der  Grenze  0  nähert. 

Auch  hier  kann  man,  ähnlich  wie  im  Zusätze  S.  olj  unter  (c)  und 
(d),  den  Fall   berücksichtigen,  dass  F  ausser  0  noch  einen  Para- 


*;    Nach  demselben  ist 

y  /(x),f(x)dx=f{a)J^  (f(x)dx-\-/{b)J^  if{x)dx, 

(I  a  i 

wenn  |  eine  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  a  und  0  liegende  GriJsse  bezeichnet,  /(.r) 
eine  Function,  die  zwibchcn  den  Grenzen  weder  ihr  Zeichen  ändert,  noch  vom  Ab- 
nehmen zum  Zunehmen  übergeht. 
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meter  enthält.  Ist  dieser  so  beschaffen,  dass  der  grösste  Werth 
von  F  unter  einer  angebbaren  festen  Grenze  bleibt,  so  wird 
S"—F(-{-Ö),  für  alle  Werthe  des  Parameters,  sich  der  Null  in 
gleichem  Grade  nähern. 

Mit  Dirichlet  mache  ich  auf  die  Bedeutung  von  F(0)  auf- 
merksam. Gemäss  der  Einführung  durch  (c)  wird  F(+0),  voraus- 
gesetzt dass  f(ö,  xp)  in  der  Umgebung  des  Werthes  6  —  0  conti- 
nuirlich ,  und  zwar  nach  allen  Eichtungen  in  gleichem  Grade  con- 
tinuirlich  ist,  man  also  vor  der  Integration  statt  nach  derselben  0 
zu  0  machen  darf 

u 
Wenn  f(0,ip)  sich   auf  der  Kugel  mit   dem  Radius   1   einwerthig 

darstellen  lässt  (s.  o.),  also  im  Nordpol,  für  6  =  0,  von  ip  unab- 
hängig ist,  so  ist  F(+0)  genau  der  Werth  von  f(6,ip)  im  Nord- 
pol, gleich  /"(O,  yj).  Im  allgemeinen  stellt  aber  F(-[-  0)  der  Mittel- 
werth  vou  f{6,tp)  im  Nordpole  6  =  0  vor,  d.h.  das  Mittel  aus 
den  Werthen,  welche  f{6,  xp)  auf  einem  unendlich  kleinen  Parallel- 
kreise annin^mt,  der  nahe  dem  Nordpol  beschrieben  ist,  wenn  die 
Entfernung  vom  Pol  zur  Grenze  0  abnimmt.  In  dem  Falle,  welchen 
dieser  Paragraph  behandelt,  d.  h.  für  ö  =  0,  wird  daher  die 
Summe  der  unendlichen  Reihe  ^X"  gleich  dem  Mittel- 
werthe  von  f{6,xp)  im  Nordpol. 

§  118.  Der  allgemeine  Fall,  welcher  sich  auf  die  Darstellung 
der  Function  f{6,rp)  in  einem  beliebigen  Punkte  ö,  y)  bezieht, 
erledigt  sich  durch  Reduktion  auf  den  früheren.  Zu  einer  solchen 
kann  man  sich  zunächst  der  analytischen  Coordinatentransformation 
bedienen,  über  welche  im  §  72  gehandelt  wurde.  Damit  dieselbe 
anwendbar  sei,  ist  hinreichend,  dass  f{6,yj)  endlich  und  im  all- 
gemeinen im  gleichem  Grade  continuirlich ,  höchstens  in  Punkten 
oder  Linien  discontinuirlich  sei.  Führt  man  nach  §  72,  Gleich,  (a), 
in  den  Ausdruck  (6)  des  §  116  neue  Coordinaten  ein,  nämlich  für 
öj  und  yj^  die  entsprechenden  Grössen  y  und  ^,  so  hat  man 
sin  öj  rföj  dip^  =  sin  y  dy  dd ; 

und  X"  geht  in 

2n4-l  /"'  Z'^" 

^„^^^A-rj.y.  ^ygijjyy      /•(ö,,i/;,)P"(cosy)d(J 

U  (J 

über.    Aus  dem  Innern  Integral  lässt   sich  P"(cosy)   herausziehen; 
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setzt  man  das  Integral 

in  welchem  für  0^  und  ip^  ihre  Ausdrücke  in  die  vier  Bogen  0,  ip^ 
y,  d,  unter  denen  ö,  ip  als  Constante  auftreten,  zu  substituiren 
sind*),  gleich  F(y),  so  hat  X"  dieselbe  Form  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  nämlich  es  ist 

X"  =  J:^+iy''ir(y)P''(cosy)sinydy; 

daher  erhält  man  F(-\-0)  für  die  gesuchte  Grenze  der  Summe 
S".  Um  die  Bedeutung  dieses  Resultates  klar  zu  stellen,  zieht  mau 
aus  (o)  des  §  72  durch  Auflösung  jener  Gleichungen 

eosö,  :=:  cosöcos^  +  ^inösiiiycosd, 

sm0^cos(^pJ  —  ^p)  —  sinö  cosy  — cosösinycosd, 

sin;ö,  sin(i/;, —  ip)  =  sinysintJ. 
Wenn  j'  zu  0  abnimmt,  so  nähern  sich  ö,  und  i//,,  so  lange  6  weder 
0  noch  71  ist,  resp. 

f  sind 

ö_ycosd,     t/'  +  y^i^, 

so  dass  F(-f  0)  jetzt  für  den  beliebigen  Punkt  0,  xp  dieselbe  Be- 
deutung hat  wie  früher  für  den  Nordpol,  den  Punkt  (0,  ip)^  und  es 
wird  S"  mit  wachsendem  n  dem  Mittelwerth  der  Function  /"(Ö,  xp) 
im  Punkte  ö,  xp  beliebig  nahe  kommen,  und  zwar  gleichmässig 
für  alle  Punkte,  indem  hier  0  und  xp  als  Parameter  in  F(y)  auf- 
treten. Wir  fassen  das  Resultat  der  Untersuchungen  in 
diesem  Kapitel  in  folgender  Art  zusammen: 

Alle  Punkte  auf  einer  Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  werden 
durch  ihre  kleinste  sphärische  Entfernung  0  von  einem  als  Nordpol 
betrachteten  Punkte  uud  ihre  Länge  xp  festgelegt.  Von  einem 
Punkte  0,  xp  aus  beschreibt  man  mit  einem  sphärischen  Radius  y 
einen  Kreis  auf  der  Fläche;  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
Werthen,  die  eine  endliche  Function  f{6^  xp)  auf  der  Peripherie  des 


*)    Z.  B.   in  dem  extremen  Falle  b  =z  n   wird  6,  =-  ?i  —  y,  i/;,  —  j^  :=.  S,  also 
für  6  =  0  wird  61=57,  »//j  —  i//  =  ti  —  d. 
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Kreises  annimmt  sei  F{y).  Hat  diese  Function  in  der  Nähe  von 
y  —  0  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima,  so  ist  die 
Summe  der  Reihe 

wenn  man  setzt 

471 


X-  =  ^^Ay^dd,  sin^y  7(^1,  V',)^"(cosy)dV;,, 


gleich  F(0),  und  zwar  convergirt 

mit  wachsendem  n  für  alle  d  und  ip  in  gleichem  Grade  zu 
Null.  Man  bemerkt  zugleich,  dass  es  gleichgültig  ist,  ob  man 
über  die  ganze  Kugelfläche  oder  nur  über  die  Umgebung  des 
Punktes  6,  ip  integrirt. 

Bei  dieser  und  bei  ähnlichen  Untersuchungen  beziehen  sich  die 
Resultate  zunächst  auf  F  und  nicht  auf  f.  Gehen  wir  in  dem  Haupt- 
falle, dass  /"(ö,  %p)  continuirlich  bleibt,  auf  f  zurück.  Wenn  dann 
6  nicht  0  oder  n  ist,  so  wird  F(0)  gleich  /"(Ö,  ip')  und  die  Reihe 
eine  Entwickelung  von  /"(ö,  ip)  sel])st.  Dasselbe  findet  noch  für 
ö  =  0  und  n  statt,  wenn  /"(O,  yj)  resp.  /"(tt,  ^)  von  ip  unabhängig  ist. 

So  lange  0  und  ^  einem  Flächenstück  angehören,  für  welches 
das  Mittel  F(y)  eine  continuirliche  Function  von  6  und  ip  wird, 
was  z.  B.  stattfindet,  wenn  /"(ö,  ip)  continuirlich  nach  6  und  ip  ist, 
so  convergirt  also  die  Entwickelung  von  ({O^tp)  in  eine  Reihe  von 
Kugelfunctionen  mit  zwei  Veränderlichen  ö,  \p  in  gleichem  Grade. 

Ohne  Redniuug  lässt  sich,  nach  Dirichlet,  der  allgemeinere  Fall  auf 
den  speciellen  reduciren,  durch  Anwendung  einer  geonielrisclien  ßelrachtung 
derselhen  Art,  wie  die  schon  im  §  72  benutzte.  Man  denkt  sich  auf  einer 
Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  einen  festen  Punkt  A  (m.  vergl.  die  Fig.  auf 
S.  310),  dessen  Coordinaten  6,  xp  sein  mögen;  die  Kugelüäche  sei  mit  Masse 
von  der  Dichtigkeit  f(6,  xp)  belegt.  Der  allgemeine  Ausdruck  von  Ä"  be- 
steht, abgesehen  von  dem  constanten  Faktor  (2n-{-\):  ^n ,  aus  einem  hite- 
grale  über  alle  Punkte  der  Kugelfläche,  dessen  Element  gleich  ist  dem  Produkte 
aus  der  Masse  in  jedem  Pimkle  0^,  xp^  mal  der  Kugelfunction  P"  von  dem 
Cosinus  der  kürzesten  Bogenentfernung  des  Punktes  ß^,  ^p^  oder  ^4,  von  dem 
festen  Punkte  A.  Der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  die  Summe 
dieser  Glieder,  2X",  gleich  der  mittleren  Dichtigkeit  in  A  ist,  wenn  A  in 
den  Nordpol  fällt.  Da  aber  dieser  Punkt  sich  von  den  übrigen  Punkten 
auf  der  Kugel  nicht  unterscheidet,  so  gilt  das  Resultat  auch  noch,  wenn  A 
nicht  in  den  Pol  fällt,  und  es  ist  denmach,  wie  auch  A  liegen  möge,  die 
Reihe  .5"X"  gleich  dem  Jiittelwerth  der  Dichtigkeit  f{6,  xp)  im  Punkte  A. 
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Dieses  geometrische  Verfahren  liat  Dir  ich  1  et  später  wieder  aufgenommen, 
um  die  verschiedenen  Fälle  zu  untersuchen,  welclie  vorkommen  können,  wenn 
aus  dem  für  die  Oberfläche  der  Kugel  gegebenen  Potentiale,  nacli  den  Prin- 
cipien  von  Gauss  und  Green,  eine  entsprechende  Vertheilung  von  Masse  auf 
der  Kugelfläche  aufgesucht  werden  soll*). 

Als  Beispiel  für  die  Entwickelung  einer  FuncliDU  /"(ö,  ip)  nach  Kugel- 
function  kann  man  den  Fall  durchführen,  dass  /"  auf  der  einen  Hälfte  der 
Oberfläche  einer  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kugel  1  ,  auf  der  andern 
Hälfte  0  sein  soll,  wenn  beide  Flächen  in  einem  grössten  Kreise  zusainnieu- 
Ireffen.  Der  Mitlelwerth  F{0)  ist  auf  der  einen  Hälfte  1,  auf  der  andern  Ü, 
auf  dem  grössten  Kreise  ^,  so  dass  die  Summe  der  Reihe  in  den  drei  ver- 
schiedenen Fällen,  welche  für  die  Lage  des  Punktes  0,  xfj  eintreten  können, 
die  Werthe  resp.  1,  0,  ]  annimmt,  während  die  Reihe  für  die  in  der  ersten 
Fläche  liegenden  Pimkte  in  gleichem  Grade  convergirl,  ebenso  für  die  in  der 
zweiten  Fläche,  drittens  für  die  auf  der  Peripherie  des  trennenden  Kreises  be- 
findlichen. 

§  119.  Wir  verlassen  den  Gegenstand  mit  einer  Anwendung 
auf  den  besonderen  Fall,  in  welchem  f(0^  \p)  für  jedes  0  von  xp 
unabhängig  ist,  sich  also  auf  eine  Function  f{0)  von  6  allein  re- 
ducirt,  und  handeln  daher  wieder  von  der  Entwickelung  der  Func- 
tionen einer  Veränderlichen  nach  Kugelfunctionen.  In  diesem 
Falle  wird 

/'7(ön  ipdPXoosy)dip,  =  /•(ö,)/'>"(cos7)rfi//, 

0  (I 

=  2n.f(d^)P\Gosd)P"(GOS0J 

und  der  Mittelwerth  von  f(0^  tp)  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
aus  f(0-\-ö)  und  f(0 — 0).  Wir  haben  hierdurch  als  Ergänzung 
des  §  13  (m.  vergl.  S.  64)  die  Bedingungen  gefunden,  welche  hin- 
reichend sind,  damit  eine  Function  von  0  sich  nach  Kugelfunctionen 
von  cosö  entwickeln  lasse.  Man  hat  nämlich  aus  (a)  und  (h)  des 
§  116  das  Resultat: 

Bezeichnet  f(0)  eine  endliche  Function  von  ö,  welche  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Maximis  und  Minimis  besitzt,  so  sinkt 

/■(Ö-fO)  +  /'(ö-0)— i'(2«-|-l)P"(cosö)/''V(^)^''(co8Ö)8inÖrfö, 

n=0  ./ 

(J 

für  0  <  ö  <  TT,  mit  wachsendem  w,  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit. 


*)  Ueber  einen  neuen  Ausdruck  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  auf  einer  un- 
endlich dünnen  Kugelschalc ,  wenn  der  Werth  des  rotcntials  derselben  in 
jedem  Punkte  ihrer  übcrtiächc  gegeben  ist,  Geles.  in  der  Akad.  d.  Wiss.  am 
28.  Nov.   1850. 
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So  lange  f(d)  continuirlich  bleibt,  convergirt  die  unendliche  Reihe 
in  gleichem  Grade.  Wenn  Ö  =  0,  so  ist  st^t  f(0-\-0)-{-f(d-0) 
zu  setzen  2/"(4-  0),  und  2f(7i  —  0)  für  0  =  rt, 

§  120.    Wenn  in  der  Function  /*(Ö,  ip)  statt   d  gesetzt  wird 

—  und  die  Function  f[  —  ,xh)  mit  wachsendem  n  sich  einer  Grenze 

n  ^  u    ^y 

nähert,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Summenformel,  welche  im  §  116 
die  Entwickelung  einer  Function  nach  Kugelfunctionen  zweier  Ver- 
änderlichen lieferte,  als  Grenze  der  Reihe,  durch  welche  f  oder  sein 
Mittelwerth  dargestellt  wird,  ein  bestimmtes  Integral  auf,  in  welchem 
statt  der  P  die  Cylinderfunctionen  J  vorkommen.  Die  so  entstehende 
Formel  zur  Darstellung  einer  Function  durch  Cylinderfunctionen  fand 
Herr  Carl  Neu  mann*)  durch  eine  Methode,  die  er  nicht  für  eine 
strenge,  sondern  für  ein  heuristisches  Verfahren  erklärt;  Herr 
Mehler  hat  einen  Beweis  der  Formel  geliefert**).  Herr  Erma- 
koff  zeigt***),  wie  sie  aus  dem  Fourier'schen  Lehrsatze  abge- 
leitet werden  kann.  Dieser  lautet  für  eine  endliche  Function 
^{^ili)  von  zwei  Veränderlichen,  wenn  man  der  Kürze  halber  mü- 
den Fall  der  Continuität  in's  Auge  fasst 

l(-^}  y)  —  T^2  /     d^l     (io^l{ci  —  x)dal     df-il     Tj(a, ß) COS f.i(ß—y)dß. 

In  diesem  Integrale  vertausche  man  die  Ordnung  der  Integrationen 
und  setze  dafür  die  Grenze  von 

j—^  I     da  I     dß  /;  (a,  ,*?)//  cos  A  (a  —  x)(iOiifi(ß  —  y)  dl  d(x , 

X  X 

wenn  die  Integration  nach  X  und  ix  über  ein  ebenes  Recht- 
eck ausgedehnt  wird,  welches  alle  Punkte  von  l  und  (x  gleich 

—  oo  bis  oc  enthält.  Statt  dessen  integrirt  man  über  einen 
Kreis,  der  um  den  Anfangspunkt  mit  einem  in's  Unendliche 
wachsendem  Radius  beschrieben  wird.  Dazu  führe  man  Polarcoor- 
dinaten  q^  (p  ein,  indem  man  setzt 

A  =  ^cosg),     ^i  =  Qsincf^     dXdf.i  —  Qdgdq). 


*)  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Temperaturzustand 
eines  homogenen  Körpers,  welcher  von  zwei  nicht  concentrischen  Kugelflächen  be- 
grenzt wird,   Halle,   1862,  S.   149. 

**)    Mathematische  Annalen,  5.  Band,  S.  135. 

***)    Mathematische  Annalen,  5.  Bd.,  S.  639. 
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Dann  wird 

Hcosl(a— x)  cos  ^(ß—y)  dl  d/.i 


/'n  /'in 

QdQJ 


cos(>[(a — j-)cos^-r  {ß — ii)^m(p\dq>. 


Setzt  man 

a  — a;  =  ßcos^),,     /9  — y  =  ßsinqp,,     R- =  {a  —  x)- -{- {ß  —  yy , 
so  lässt  sich  eine  Integration  durch  Einführung  von  J  ersetzen  und 
es  wird 

/  ^qdg I      cos[(>ßcos(y — fP\)]d(p  =  '2n  j  'Qj(QR)dQ. 

(I  0  II 

Dadurch  entsteht  die  Gleichung 

»^C^, !/)  =  ^~y     QdgJ   J     ri{a,ß)J(QR)dadß, 

worin  R  die  geradlinige  Entfernung  des  Punktes  x,  y  von  den 
Punkten  or,  ß  vorstellt.  Führt  man  noch  für  j-,  y  und  dann  auch 
für  a,  ß  Polarcoordinaten  ein,  nämlich 

x  =  rcosx}j,     y  =  rsinxp^     a  =^  Tj  cos i//, ,     ß  —  r^sm^p^, 
und  setzt  r](x,  t/),  dieses  in  r  und  xp  ausgedrückt,  gleich  x(^,  ^),  so 
erhält  man  die  Formel  von  Herrn  Neuraann 

(74)...     X{r,ip)^^^j    Q(Iq/  f\drj   \(r,^ipJJ{QR)dip, 
I)  (I  (I 

•  R  =  |/r* —  2rr,  cos  (t/;  —  i/;, )  +  r ; . 

Die  Ableitung  von  (74)  beruht  darauf,  dass  man  in  der  Fourier'schen 
Formel  die  Ordnung  der  Integrationen  vertauscht  und  das  Inlegrationsgebiet, 
eine  unendliche  Ebene,  nicht  mehr  als  Grenze  eines  Rechtecks,  sondern  eines 
Kreises  betrachtet.  Um  Bedenken  zu  beseitigen,  wählt  man  besser  statt  der 
gewöhnlichen  Form  des  Fourier'schen  Lehrsatzes  die  andere 

nri{x)  =  Lim  /     T]{a) da, 

*j  et  —  X 

—  X 

?     .  .       r^  r^'    .      ^  siu/(a  — x)    smu.(ß—u)    ,     ,^ 

n\rjix,  y)  =  ImJ    J     rj(a,  ß)—^^       V      --^«^/^- 

—  X     — X 

wenn  man  oben  die  Grenze  für  A  =  oc ,  unten  liir  l  =  -k/  und  dann  für 
/ii  =  oc  nimmt  Die  erste  Formel  folgt  aus  dem  vierten  Satze  aul  S.  fi2.  wenn 
7^  eine  Function  bezeichnet,  welclie  das  Duegral  absolut  convergent  macht,  so  dass 
dieselbe  Zahl  g,  gleichmässig  für  alle  reellen  l,  das  Integral 


'/( 


sin 


la 


/•  

/    Tjia) — - — da 

0 
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kleiner  iiiiiclit  als  jede  beliebig  gegebene  Grösse,  wie  gross  man  auch  h  nimmt. 
Ausserdem  muss  ■qia)  bis  zu  jedem  Werthe  von  a  hin  die  Eigenschaften 
haben,  welche  für  das  Bestellen  des  vierten  Satzes  verlangt  werden.  Man  be- 
merke, dass  die  linke  Seite,  wenn  »^(a)  nicht  continuirlich  ist,  mit  dem 
arithmetischen  3Iittel  von  ?y(.r -}- 0)  und  7ji(a;— 0)  zu  vertauschen  ist.  Aehn- 
lich  verhält  es  sich  mit   der  zweiten  Formel,  bei  der  noch  anzunehmen  ist,  dass 


/ 


ß  —  y 


wenn  nach  der  Integration  a  =:  x  +  O  gesetzt  wird,  mit  dem  Werthe  des 
Integrales  gleichbedeutend  sei,  in  welchem  man  x+0  für  a  vor  der  Integration 
gesetzt  hat.  Geht  man  von  diesen  Formen  und  Voraussetzungen  aus,  so  ver- 
schwinden die  erwähnten  Bedenken  bei  der  obigen  Ableitung. 

Durch  die  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  die  Darstellung 

von   Functionen    mit    einer  grösseren  Anzahl  von  Veränderlichen 

finde  ich  aus  dem  Fouri  er' sehen  Satze  Gleichungen  von  derselben 

Art  wie  (74).    Während  im  Fouri  er 'sehen  Satze  bei  der  Darstellung 

einer  Function  von  n  Veränderlichen  2n  Integrationen  auszuführen 

sind,   treten    bei  diesen  Sätzen  nur  w-fl  auf.     So  findet  man  für 

Functionen  von  drei  Veränderlichen 

\)  -X      -X        —X  " 

wenn  R  die  geradlinige  Entfernung  des  Punktes  a;,  y,  x-  von  a,  /?, 
y  vorstellt.  Hier  tritt  also  an  die  Stelle  von  J  die  Function  xp^ 
von  S.  240.  In  gleicher  Art  hängt  i]  bei  einer  Auzahl  n  von  Ver- 
änderlichen von  der  Function 


/ 


cos  (z  cos  (p)  sin"~-  (p  d(f 
(1 

ab,  welche,  wie  aus  S.  234,  Gleich.  (41,  a)  bekannt  ist,  durch 
27rji„_i(5)  ausgedrückt  wird  und  die  wesentlich  ein  vielfacher  Diffe- 
rentialquotient nach  z^  von  J(z)  oder  von  sinz:^  ist.  Man  findet 
für  Functionen  von  n-{-l  Veränderlichen  x^,  a;„,  etc. 

"  U  —X 

wenn  gesetzt  wird 

und  die  Integrationen  nach  a,,  a^,  etc.  sämmtlich  von  —  x-  bis  oo 
ausgedehnt  werden. 


§  121,  75.  Eintlieilung  der  Lame'schen  Functionen.  44,") 

m.    Theil. 

Die  Lame'schen  Functionen  verschiedener 
Ordnungen. 

Erstes  Kapitel. 
Definitionen.     Eintheihmg-en. 

§  121.  Das  Vorhergehende  bot  mehrfach  Gelegenheit  auf  die 
analogen  Eigenschaften  von  trigonometrischen  Functionen,  Kugel- 
functionen  und  den  von  Lame  eingeführten  hinzuweisen,  denen  sich 
die  des  Cylinders  als  CTrenzfiille  anschlössen.  Ich  habe  den  Xamen 
Lame' sehe  Functionen  auf  eine  ganze  Gattung  übertragen,  zu 
welcher  die  bisher  behandelten  als  si)ecielle  Fälle  gehören,  und  bei 
der  sich  die  hauptsächlichen  Eigenschaften  der  früheren  wieder- 
finden. Die  allgemeine  Theorie  derselben  soll  hier  insoweit  ent- 
wickelt werden,  dass  man  erkennt,  wie  die  sämmtlichen  Functionen 
als  derselben  Gattung  angehörend  zu  betrachten  sind.  M.  vergl. 
meine  Arbeiten  hierüber  in  Borchardt's  Journal  Bd.  60:  lieber 
die  Lame'schen  Functionen  verschiedener  Ordnungen;  Bd.  61: 
Ueber  einige  bestimmte  Integrale;  Bd.  62:  Die  speciellen  Lame'schen 
Functionen,  ferner:  Ueber  die  Existenz  und  Anzahl  der  Lame'schen 
Functionen  im  Monatsbericht  der  Berl.  Akademie  v.  J.  1864. 

In  diesem  Theile  bediene  ich  mich  der  Buchstaben  a^,  a,,  ... 
a^j  um  gegebene  Constante  zu  bezeichnen,  von  denen  a^  gleich  Null 
ist.     Man  setzt  ferner 

y^^=4,  y^-fl^==^^  •••5  ]^x-ay  =  A/, 

Lame'sche  Function  erster  Art,  p""' Ordnung  und  w"'"  Grades 
sei  jede  ganze  Function  n'""  Grades  der  ^,  welche  einer 
Differentialgleichung  von  der  Form 

(75)...      ^^.+H^W  =  ^ 
genügt,  sobald   ^(x)  irgend  eine  ganze  Function  von  x  vorstellt, 
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die  eine  Lösung  W  von  (75)  zulässt,  welche  eine  ganze  Function 
von  X  ist.  Solcher  Functionen  ^  existiren,  wie  ich  unten  nach- 
weise, im  ganzen 

Cn+lXn  +  2).,.(n  +  p-2) 

1.2.3...(p-l)  ^"^"^P     ^^ 

verschiedene,  indem  man,  wie  üblich,  Lösungen  W^,  IF,,  etc.  ver- 
schieden nennt,  wenn  zwischen  ihnen  und  Constanten  c,,  c,,  etc. 
keine  lineare  Gleichung 

besteht.  Die  Differentialgleich.  (75)  lässt  sich  offenbar  auch  in  die 
Form  bringen 

/i^W  dW 

Ob,  a)  . .  .     ^ip(^y^^.-  +  ^2ipXx)-^  +  H^)  ^  -  0. 

Aus  der  Definition  folgt  sofort: 

1)  Sind  ?//,,  ip.^,  etc.  alle  möglichen  ganzen  Functionen,  welche 
ip  theilen,  die  Einheit  und  ip  selbst  eingeschlossen,  so  lassen  sich 
alle  verschiedenen  Lame'schen  Functionen  erster  Art 
auf  die  Formen 

bringen,  wenn  Fj,  F^,  etc.  ganze  Functionen  von  x  be- 
zeichnen. Denn  nach  der  Definition  ist  jede  Lame'sche  Function 
zunächst  von  der  Form 

da  aber  für  jeden  Index  i 

^(i>..r,)-]>..^., 

wo  Ff  eine  ganze  Function  von  x  ist,  so  muss  jede  einzelne  Function 
|/t//(.Ft  für  sich  der  Gleich.  (74)  genügen.  Functionen  bei  welchen 
die  multiplicirende  Eadikalgrösse  ]^ipt  die  gleiche  ist,  gehören  der- 
selben Klasse  an. 

Selbstverständlich,  aber  wesentlich  zum  Verständniss  der  Glei- 
chungen (85),  ist  die  Bemerkung,  dass  ip^,  ip.,^  etc.  für  ein  unge- 
rades n  eine  ungerade,  für  ein  gerades  n  eine  gerade  Anzahl  von 
Faktoren  besitzen. 

2)  Die  ganze  Function  ^  ist  nach  x  vom  Grade  ;^  — 1. 
Da  nämlich  die  Lösung  W  eine  ganze  Function  «'-"  Grades  der  A 
ist,  also  nach  x  vom  Grade  ^/i,   wie   man  sich  mit  Bezug  auf  die 
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Alt,  wie  diese  ganze  Function  unendlich  wird ,    ausdrücken  kann, 
so  wird  d'W  :  du''  vom  Grade  ln-{  p  —  1,  also  d-{x)  vom  Grade  p—l. 

3)  Setzt  man  daher 

so  ist 

\  =  —n(7i-\-p—l). 
Denn  die  Glieder  der  höchsten  Dimension  auf  der  linken  Seite  von 
( 7'))  müssen  sich  fortheben, 

4)  Jede  Differentialgleichung  (75),  von  der  eine  Lösung  eine 
Function  erster  Art  ist,  hat  ein  zweites  partikuläres  Integral,  wel- 
ches im  Unendlichen  verschwindet,  und  nach  absteigenden  Potenzen 
von  X  entwickelt  mit  der  —  (w+p— l)'*""  Potenz  von  ]^x  beginnt. 
Diese  Lösung  wird  Lame'sche  Function  zweiter  Art  und 
/>"''"  Ordnung  genannt. 

Bezeichnung.  Diese  Lam e' sehen  Functionen  ;>'"  Ordnung, 
erster  Art  und  n*""  Grades  bezeichnen  wir  durch  (äm(p,  j),  die  der 
zweiten  Art  durch  ^m(p,  a*),  indem  der  untere  Index  die  verschie- 
denen Individuen  unterscheidet.  Wo  keine  Zweideutigkeiten  zu 
befürchten  sind,  kann  man  einzelne  ludices  fortlassen.  Während 
es  passend  schien,  bei  den  Functionen,  welche  früher  schlechtweg 
die  Lame 'sehen  genannt  wurden,  ohne  Hinzufügung  einer  Ord- 
nungszahl p^  Lame's  Bezeichnung  beizubehalten,  bot  es  Vortheile, 
in  der  allgemeinen  Theorie  obige  Abänderung  vorzunehmen. 

Die  von  Lame  eingeführten  Functionen  sind  hiernach 
von  der  zweiten  Ordnung  und  man  hat 

E"(.r)  =  e"(2,  xx\     F^ix)  =  ^ (2,  xx\ 
vorausgesetzt,  dass  man  macht  a,  =  b%  a,  =  c^ 

§  122,  Lässt  man  von  den  Constanten  a,,  a^^  etc.,  über  die 
bisher  keinerlei  Annahmen  gemacht  waren,  einige  gleich  werden, 
so  erhält  man  diejenigen  Functionen,  welche  specielle  Lame'- 
sche Functionen  heissen  sollen  und  denen  dieselbe  Ordnungs- 
zahl //  zuertheilt  wird,  welche  den  Functionen  zukam,  aus  denen 
sie  entstanden  sind.  Besondere  Bedeutung  kommt  dem  Falle  zu, 
dass  sämmtliche  Constante  a,,  «  ,  etc.  einander  gleich 
w&rden,  in  welchem  wir  die  Functionen  Kugel functionen  p"'' 
Ordnung  nennen  werden.  Setzt  mau  nämlich,  ohne  die  Allge- 
meinheit dadurch  zu  beschränken,  noch  a,  =  1,  so  wird 
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Für  p  =  2  und  ]^x  =  |  wird  daher 

du  ==  ^rflog-^—  ; 

dies  zeigt,  dass  die  bisher  behandelten  Kugelfunctionen  die  spe- 
ciellen  Lame' sehen  Functionen  zweiter  Ordnung  sind,  die  dadurch 
entstehen,  dass  die  beiden  Faktoren  Ä^  und  A.,  einander  gleich 
werden. 

Steigt  man  noch  weiter  hinab  und  setzt  /?  =  1 ,  in  welchem 
Falle  die  speciellen  Lame' sehen  Functionen  mit  den  allgemeinen 
übereinstimmen,  so  wird 

dx  d^ 

du  —  i-— — ; =    ^ ;     i  =  cos«m, 

'yx.]/x—i    y^'—i    ' 

du 
Alle  Lame' scheu  Functionen  haben  charakteristische  Eigen- 
schaften gemein.   Hierzu  gehört  zunächst  der  folgenreiche  Satz,  dass 


/TT. 
GosvOeosnddd  =  0, 


wenn  v  und  ?*  verschiedene  ganze  Zahlen  sind,  welcher  in  unseren 
Zeichen  lauten  würde 


ß 


ril,x)&"{l,x)du  =  0, 

das  Integral  in  den  geeigneten  Grenzen,  von  «^  =  0  bis  m  =  m  ge- 
nommen. Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  Functionen  aller  Ord- 
nungen @m. 

Wenn  der  obere  Index  n  auch  in  der  Veränderlichen  x  vor- 
kommt und  zwar  so,  dass  n]/x  für  ti=  oo  noch  endlich  bleibt,  so 
erhält  man  durch  den  Grenzübergang,  indem  man  auch  mit  den 
Constanten  so  operirt,  wie  im  §  103,  S.  403,  aus  den  allgemeinen 
L  am  e'schen  Functionen  die  Cylinderfunctionen  jeder  Ordnung 
p.  Ist  p  =  2,  so  entstehen  dadurch  die  Functionen  des  elliptischen 
Cylinders,  während  die  speciellen  Functionen  derselben  zweiten  Ord- 
nung sich  in  die  Functionen  des  Kreiscylinders  verwandeln.  Alle 
Functionen,  mit  denen  wir  uns  im  Vorhergehenden  eingehender 
beschäftigten,  gehören  daher  der  zweiten  Ordnung  an. 


I 
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Zweites    Kapitel. 

Die   speciellen  Lame 'sehen  Functionen.     Kugelfunctionen 

höherer  Ordnung. 

§  123.  Die  Differentialgleichung  der  Lame'sclien  Functionen 
gehört  zu  der  allgemeinen  Gattung  (m.  vergl.  §  101) 

d'^  W  d  W 

(75,  b)  ...     ^H^)-^  +  ^xix) -^  +  ^{x) W  =  0, 

wenn  t//,  x?  ^  ganze  Functionen  von  x  vorstellen,  deren  Grad  resp. 
P+1,  Vi  P— 1  ist;  1//,  X,  ^  sind  hier  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  eines  von  den  partikulären  Integralen  eine  ganze  Function 
der  Grössen  A^^  ^,,  ...  Ap  wird.  Mit  diesem  beschäftigen  wir  uns 
hier,  suchen  in  diesem  Kapitel  zunächst  sämmtliche  Kugel- 
functionen p'"  Ordnung  (erster  Art)  auf  und  handeln  dann  liber 
ihre  Eigenschaften. 

Die  Behandlung  der  Gleich.  (75,  h)  wird  um  so  einfacher,  je 
kleiner  die  Zahl  p  ist.  Man  kann  zeigen,  dass  jedes  Mal,  wenn 
zwei  Grössen  A^  und  A^  einander  gleich  werden,  die  Lösungen 
einer  Gleichung  p**'  Ordnung  sich  unmittelbar  aus  denen  der  nie- 
drigeren, der  p — 1*^°  Ordnung  ergeben. 

Beweis.  Sämmtliche  Functionen  ^T  der  ^  vom  n'*^"  Grade,  auch  die  in 
denen  A^  =^  A^,  können  nur  die  Formen  hahen 

U{n),     A,U{n-i),     ...     A^U,^, 
wenn  die   U  ganze  Functionen  der  A  bezeicliueu ,    welclie    für  x  =  a^  nicht 
verschwinden,    deren  Grad   nach    den  A  durch  die  in  der  Parenthese  daneben 
stehende  Zahl  angezeigt  wird.    Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (75,  6)  ein,  so 
entsteht  für   lJ(n — v)  die  Gleichung 

In  unserem  Falle  ist  nach  (75,  a)  X=ip'\  indem  a,  =  O^ ,  so  wird  i// 
durch  (x  —  a,)',  %  durch  x  —  a^  theilhar.  Üa  U  für  x  =^  a^  nieiit  ver- 
schwindet, so  muss  sein  Faktor  durch  x  —  a,  theilhar  sein,  so  dass  11  einer 
Gleichung 

genügt,  wo  die  drei  Functionen 

t/;,  =  — -^  =  x(x  —  a.)(x  —  a.) . .  .{x  —  ttp), 

^ '       X —  a, 

ferner  x,  untl  ^,  ganze  Functionen  vom  Grade  resp.  p,  p  —  1,  p  — 2  be- 
zeichnen.   Daher  genügt  U(n—v)  einer  Gleich,  nur  von  der  p — 1'"'  Ordnung. 

Ueiue,  Theorie  der  Kugelfunctionen.     2.  Aufl.  29 
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Aus  dem  Bildungsgesetze  von  ^i  l'emerkt  mau,  dass  auch  ;(,  mit  rp^ 
einen  Faktor  ersten  Grades  gemein  hat,  wenn  derselbe  in  ip^  doppelt  vor- 
kommt, so  dass  man  in  diesem  Falle  eine  weitere  Reduktion  auf  die  Ordnung 
p—2  vornehmen  kann.  Allgemein,  sind  a  Wurzeln  einander  gleich,  ß  Wurzeln 
einander  gleich  aber  von  den  ersten  verschieden,  etc.,  so  wird  man  die  Functionen 
W  der  p'^"  Ordnung  durch  solche  der  Ordnung 

p  —  (a  —  i)  —  (ß-  1)  — etc. 
ausdrücken  können. 

Werden,  wie  es  hier  geschehen  soll,  sämmtliche  Coustante  a, , 
«2,  etc.  einander  gleich  und  dann  gleich  1,  so  lässt  sich  das  Re- 
sultat der  Reihe  von  Reduktionen,  die  dann  geschehen  können,  leicht 
übersehen.    Dann  ist  nämlich 

während  die  Differentialgleich.  (75,  a)  giebt 

ri^  W  rl  W 

Hier  bleibt  noch  der  Coefficient  von  W  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  führe  man,  ähnlich  wie  oben,  für  a;  =  1  nicht  verschwin- 
dende Functionen  U  ein.     Setzt  man 


(76)  ...     W  =  {ix—Vf  V{ii  -  v\ 
so  erhält  man  für  U(n  —  v)  die  Gleichung 

Ax(x-l)^+2[(p-\-2vi-l)x-l]^ 

+  [^-\-v(x—iy'-^{(v-\-p-i)x-i)](x-iy-pu  =  o. 

Der  Faktor  von  U  muss  eine  ganze  Function  sein;  da  ^  vom 
Grade  p — 1  und  seine  höchste  Potenz,  nach  §  121,  3,  mit  x^  multi- 
plicirt  ist,  so  kann  dieser  Faktor  nur  werden 

woraus  noch  folgt 

x  —  1 
Alle    Kugelfunctionen    p**"^    Ordnung    vom   Grade    n    sind 
daher  die  Lösungen  der  Gleichungen 

4.(.-l)^+2[(p  +  l>-  l]f:  =  {n(,n+p-Xn±±P=^]w, 

wenn  v  die  ganzen  Werthe  von  0  bis  n  incl.  durchläuft. 
Aus  (76)  findet  man  für  f/(w — v)  die  Gleichung  (76,  a) 

^^^^"^^^'^*^t(i>-i-2»'+l)a;-l]^-f-(»'-/0(''  +  «+i>-l)t^=O. 
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Mit  dieser  Gleichung  in  wenig-  verschiedener  Form  haben  wir 
uns  bereits  in  den  §§  31  u.  f.  eingehend  beschäftigt;  man  hat  nur 
X  =  ^^  zu  setzen,  um  auch  eine  Uebereinstimmung  in  der  Form  zu 
erreichen.  Da  hier  v  die  Zahl  n  nicht  überschreitet,  so  kann  mau 
sämmtliche  Lösungen  der  ersten  Art,  die  ganze  Functionen  von  | 
werden,  darstellen  durch  die  Gleichungen 

(77)...     l/(n)  =  ,-F(-|-,  1^,^:1^,1-.), 

,/(„_.)  =  i:JM;    rl.. 

Um  diese  Untersuchungen  nicht  zu  weit  auszudehnen,  handele  ich 
nicht  über  die  zweiten  Lösungen,  welche  die  Functionen  zweiter 
Art  geben. 

Hierdurch  ist  der  erste  Gegenstand  der  Untersuchung  erledigt: 
Die  sämmtlichen  Kugelfunctionen  p^''''  Ordnung  und  erster 
Art  sind  durch  (76)  und  (77)  gegeben,  wenn  v  die  Werthe  von 
0  bis  n  durchläuft,  also  an  der  Zahl  w-)-l.  Die  sämmtlichen 
Functionen  zweiter  Art  ergeben  sich  hieraus  mit  Hülfe  von  (76,  d). 

§  124.  Wir  knüpfen  beim  §  69  an,  um  über  die  Eigen- 
schaften der  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung  zu  handeln 
und  setzen 

(78)...     ^ -^^„.^(j,,,,), 

wenn  ;;  alle  ganzen  positiven  Zahlen  von  2  an  vorstellt.  Um  ähn- 
liche Formeln  für  die  Ordnung  1  zu  erhalten,  fügen  mr  hinzu 

-log(l— 2aa;  +  a')=  /tt  J  a"P''(l,  a;), 

71=1 

woraus  sich  ergiebt 

2 

w.P"(l,  x)  =  -T— cos  wo,     (x  =  cosö). 

Formeln,  die  noch  für  w  =  0  brauchbar  bleiben,  erhält  man  durch 
die  Festsetzung 

nP\l,x)  =  -^     für     n  =  0. 

Aus  (78)  ergiebt  sich 

(78, a)...  /.i7«P"(p,.)=77?5^-^2x).F(-  ^/-TJ-.^zL-J,), 

80  dass,  nach  Vertauschung  von  x  mit  ^,  die  Function  P  bis  auf 

29* 
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eine  Constante  mit  U{n)  übereinstimmt.  Daher  gewinnt  man  aus 
dem  Entwiekelungscoeffieienten  und  seinen  Differentialquotienten 
nach  X  die  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung  ebenso  wie  aus  den  U. 

Der  Entwiekelungscoefficient  P"  {p,  x)  spielt  im  Folgenden  die- 
selbe Rolle  wie  die  Kugelfunction  selbst,  in  welche  er  sich  für 
pz=2  verwandelt;  mit  einer  anderen  Constanten  multiplicirt ,  tritt 
er  in  (78,  d)  neben  den  durch  Differentiation  erzeugten  Functionen 
U(n  —  v)  noch  einmal,  wie  im  Falle  p  =  2,  als  Zugeordnete  auf. 

Die  Functionen  P  mit  ungerader  Ordnungszahl  entstehen  aus 
den  Cosinus  der  Vielfachen,  die  mit  gerader  aus  den  Kugelfunc- 
tionen (mit  der  Ordnungszahl  2),  durch  Differentiation.  (M.  vergl. 
S.  298.)    Man  hat,   wenn  man  x  =  cosÖ  setzt,   und  in  der  ersten 

Formel  für  w  =  0  nur  die  Hälfte  der  rechten  Seite,  also  -j—  nimmt, 

folgende  Reihe  von  Formeln: 

(78,  b)  ...    «P"(l,  ^)  =  -^cos/iö,     P"(2,  x)  =  P\xy, 

1     dcos(n+l)e  _(n-{-l)   sin(n-H)^ 
(n-\-l)P  (3,  x).=  —  ^ -y^  ^j^ 

2^n2.+l,.)^-f;^(^^-^'), 
^       '     '    ''        ^^   dx^  \      n-\-v      / ' 

2^P\2v  +  2,x)  =  ^{P"-'''(xy). 

Zur  leichtern  Rechnung  mit  diesen  Functionen  füge  ich  noch  fol- 
gende Gleichungen  hinzu: 

{a)  ...     f  {X)  -  2„jj^        ^^„        , 

^«^••-  ''^'*^  =  t:3:::(2^1) — d^^ — ' 

{x^-iy    d"+''(a;*-l)"  1  ^"-"(0;'— 1)" 


iß) 


rM — y 


n{n-\-v)        da;"+»'  n{n—v)        dx' 

^^ -^ " '  v.n(n-Yv-l)  dx^  ^^  dx^         /        Il(n—v)dx^-'' ' 

2p-''yfn.nnn^  

(y)...  nv^x) ji(^pj^n_2-^       =J    (x+coBg>.]fx^-iyBmP-'g>dg> 

smP~'q)dcp 


-/ 


(a;  -f  cos  9) .  }/a;' — l)»+i'-i ' 


§  124,  78.  KugelfuDctionen  höherer  Ordnung.  453 

(d)  ...    (2]/x^^yP"i2v  +  2,x) 

=  —~ — ^-4  /     (-r  +  COSflp.lV— l)''+>'cosvoprfa) 
Tin(n-\-v)J  ^  ^    ^ 

_( — 1)''  /7(w -f- v) /'^  cosvq)d(p 

~~     n  rin    J      (x4-cosqp.]/^^^)''+''+'  ' 

((5')  ...     (2|/^*:=l)''P"(2>'  +  3,a:) 

_  (—1)"  JT(«4-v-|-l)  f'^ ^P''(cos(;())8in(j!)rfqp 

~    2 /TT  nn        ./     {x^co^q>.i'j^—Äy+^+^ 

Die  heideu  Formeln  (a)  und  (a')  sind  die  bekannleu  des  §  6;  {ß)  Irat 
als  [f)  im  §  33  auf  und  (ß')  ist  eine  neue  (ileicluuig,  die  leiclil  aus  den 
Untersuchungen  des  §  33  abgeleitet  werden  kann,  wenn  man  sie  auf  die  Glei- 
chung des  §  34  überträgt.  M.  vergl.  iilter  die  Ableitung  auch  meine  Abhand- 
lung im  61.  Bde  von  ßorchardrs  Journal:  Ueber  einige  beslimrale  Integrale 
§  7,   9,   10.      Die  Gleichung  (y)  lindel  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

]/7r  2       _    /"■»      ünv-'^(pdq> 

^  pEI    „p  — 2    ~J      (a  —  ibcosq))p-^  ' 

die  sich  durch  Anwendung  der  mehrfach  benutzten  Substitution 

acosflp  —  ib  siny.]''a'+6' 

cosw  =  ^ ,       smw  =  :^; , 

a  —  ibcos(p  a — ibcosq) 

drj=^'7^T' ^ 

'  a  —  ib  cos  (p 

ergiebt.     Sie  verwandelt  das  Integral  auf  der  Rechten  in 

^-^  r^  ^/n  2 

0  (a'-f 6')  ^     ^2^ 

Alachl  man  nun 

a  =  1  —  ax,     ib  =  a]^x'—l, 
so  entsteht  als  Ausdruck  für  die  erzeugende  Function  der  Kugelfunctionen 

1  2  /*''  sinP~-^rfqp 


/^  sinP — tpdg) 

„      (i  —  ax  —  acostp.-^x^—iy-^' 


/>-!  /-„p  — 3 

(i^2ax-\-a)  -  V^rn— — 

und  hieraus  unmittelbar  ein  Theil  der  Formel  (;'),  auf  den  man  scidiesslich.  um  [y) 
vollständig  zu   erhalten,  die  Substitution  anwendet,   durch  welche  mau  im  §  50 
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die  Gleich.  (35,  g)  ableitete.  Endlich  findet  man  für  ein  gerades  p  den  Aus- 
druck (ö),  und  (ßj  für  ein  ungerades  p,  indem  man  sich  resp.  der  formula 
transformalionis  von  Jacob i  oder  einer  ähnlichen  bedient,  nämlich  der  beiden 
Gleichungen 

X''(cosq>)s'm'^''g)d'p      =:1.3...(2j' — 1)/     x(cosy)cos  »r^rfg), 
0  '<» 

X*'  (cosg))s\n^''+^  q)  dfp  =  2.4...(2v)/     xC^^*^^)^*^  (cosf/>)sin  ^rf^. 

0  (J  . 

Zur  Transformation  der  numerischen  Coefficienlen  kann  man  die  Gleichung 

verwenden. 

Neben  diese  Functionen  treten  alle  Kugelfunctionen  höherer 
Ordnung  in  der  Art  als  Zugeordnete  mit  der  Bezeichnung  Pv(p,  x) 
auf,  dass  man  setzt  [n  ^  v) 

(78,  c)  ...     P'lip,  X)  =  (|/^^^){a.-^-  %T(2i  +  p-"3)^^^"'""' 

(n-  v)...(n-v-d)  _,         1 

"^  2.4.(2w  +  p-3)(2w+p-5)  J* 

Es  sind,  wie  die  Vergleichung  dieser  Formel  mit  (78)  zeigt;  die 
Zugeordneten  von  den  Functionen  P"  nicht  wesentlich  verschieden; 
es  ist  nämlich 

(78,  rf)  . . .  K(p,  ^)  =  ^  •  -^/Xt:  P--XP  +  2v,  xU\'^~ir. 

Man  muss  aber  die  Zugeordnete  auch  in  diesem  speciellen  Falle 
der  Lame'schen  Functionen  nicht  mit  der  Function  P'^Cp,  o;)  selbst 
verwechseln,  um  die  richtige  Verallgemeinerung  der  früher  ent- 
wickelten Hauptsätze,  z.  B.  des  Additionstheorems  aufzusuchen. 

§  125.  In  diesem  Paragraphen  beschäftigen  wir  uns  mit  der 
Verallgemeinerung  der  Gleich.  (33,  a) 

(x  +  cos  o) .  ]^x^  — 1>  =  -17-^  .^  rx/     ,    nVt/ N  cos  ^f- 

In  der  Bezeichnung,  welche  im  vorigen  Paragraphen  eingeführt 
wurde,  hat  diese  Gleichung  die  Form 

Ich  finde  dass  ganz  allgemein  für  jede  Ordnungszahl  p  die 
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Gleichung  besteht 

(79)  ..  .     (x  +  al/i^^)" 

SO  dass  also  bei  der  Entwiekelung  des  Ausdrucks  auf  der  Linken 
nach  Functionen  p*''"'  Ordnung  von  z  der  Faktor  der  v'*'"  Function, 
abgesehen  von  Constanten,  eine  j/'''  Zugeordnete  einer  Function 
p-{-V"  Ordnung  ist. 

Die  Formel,  welche  für  p  =  1  bekannt  ist,  lässt  sich  für  den 
Fall  p  =  2  leicht  beweisen,  in  welchem  unsere  Reihe  die  Ent- 
wiekelung der  linken  Seite  nach  Kugelfunctionen  zweiter  Ordnung 
von  z  giebt.    Der  Coefficient  von  P'  (2,  z)  ist  nach  (9)  gleich 

""      —1 
und  dies  nach  (ö')  im  §.  124 

Mit  Hülfe  von  (78,  d)  verwandelt  sich  dies  in 

SO  dass  (79)  für  p  =  2  bewiesen  ist. 

Die  allgemeine  Formel  (79)  ergiebt  sich  aus  den  für  p  —  1 
und  p  =  2  geltenden  durch  eine  vollständige  Induction  von  p  auf 
p-f-2  dadurch,  dass  man  (79)  nach  z  differentiirt ,  darauf  durch 
]/x'^ — 1  dividirt,  und  die  Formeln  benutzt 

~"^~ ^ '2P'"\p+2,x)-  p;;^'(p+i,a^)=  »v^p^.(P+2,x). 

§  126.  Auf  ähnliche  Art  gewinnen  wir  das  allgemeinere 
Additionstheorem:  Wenn  gesetzt  wird: 

cosy  =  cosÖcosa-fsinösinacosy, 

"-^''^  =  ~V^ (^'' +''  ^" "^^  7i(» - -•)»»  +  V+P-2' 
so  erhält  man  die  Gleichung 

(80)  .  .  .     P"(p,cosy) 

=  J(— l)'x"(;?)/'"(/^,cosö)P"(/;,cosa)P'(/^-l,cosy,). 
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Für  p  =  2  ist  diese  Formel  bekannt,  nämlich  (52),  das  Addi- 
tionstheorem  von  Laplace  selbst;  wir  führen  ihren  Beweis  daher 
zunächst  für  p  =  ^,  und  bedienen  uns  für  grössere  Werthe  der 
Ordnungszahl  wiederum  der  vollständigen  Induction ,  des  Beweises 
von  p  auf  p-\-2. 

Wir  gehen  von  der  Gleichung  (c')  auf  S.  310  aus 

p-2 

i  ^~2~     /^^ 

f(cosö)s\nPT]smP-^tdTjdl,  =  j/tt — /     f{cosT])s\uPT]dTj, 

wenn  ö  von  i],  ^  und  einem  Bogen  Tj^   durch  die  Gleichung 

cos  (5  =  cos?ycos7^,-|-s''^^s'i^^i  cf*s^ 
abhängt  und  f  eine  beliebige  conlinuirHche  Function  ist.    Setzt  man  hier  p  — 2 
statt  p  und 

f(:,)  =  (ai-ibzy'P, 

so  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  nacli  der  Formel  auf  S.  453  in 


p-2 

Macht  man  ferner  auf  der  linken  Seite 

acosj^j  =  a^,     asmTJ^  =  a^, 
so  erhält  man  die  Gleichung  (81) 

1  _  p  — 2  r^  f^  sinP-'^TjsinP-^  tdrjd^ 


p~^  In  J    J      (a4- ia,  COS77  4- m„sin?7cosCy'~^  ' 

(a^+<  +  «D' 
eine  Formel,  die  ich  auch  auf  den  Fall  übertragen  habe,   dass  auf  der  Linken 
die  Summe  statt  von  drei  Quadraten  von  einer  grösseren  Anzahl,  bis  von  p-f-l 
zu  nehmen  ist  *).     Man  hat  nämlich 

1 
(a^4_a^  +  ...  +  a^)MP--T7 

=  iKi^^HÜ /sinP-2öj sinP-3 ö, . .  .sin<9^  2^0,  dd^ .  ..dOp^i, 

WO  nach  den  0  von  0  bis  n  zu  inlegriren  ist. 

Aus  der  Gleich.  (81)  ergiebt  sich  das  Additionstheorem  für 
die  Functionen  p'"  Ordnung  durch  dasselbe  Verfahren,  welches  im 
§  75  für  p  =  2  angewandt  wurde.    Man  setzt  dazu 

a  =  cosö  — /9cosa, 

«j  =  sinö — /?sinacosyj, 

a,  =  — /Ssinasiny,, 


'^)    ßorchaidt's  Journal:  Ueber  einige  bcstimnite  Integrale,  Bd.  61,  §9. 
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wobei  cosö  positiv  und  ß  hinreichend  klein  angenommen  wird,  um 
sowohl  die  nachfolgende  Entwickelung  zu  erlauben,  als  auch  um  a 
einen  positiven  Wörth  zu  ertheilen.     Aus  (81)  findet  man 

1 p— 2  r^  /•"  siny  -"■  Tj  sin^-3  tdr}  dt 

(1— 2/9COSJ/  +  /9')'  "     "  V       ^^  / 

r  =  cosö-f-isinöcosj^, 
r  z=  cosa-f  isinacos«, 
cos«  =  cosjycosy, -f-sinj^siny,  cos^. 
Wir  entwickeln  nun  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  /?,  beschränken 
uns  aber   (um   die  Formeln  ein  wenig  abzukürzen)  auf  den  Fall 
p  —  ^.     Man  erhält  dann 

27ry7rP"(3,  cosy)  =  (w-f  ly  J    ~^smr]dt]d^. 

0         0 

In  diese  Gleichung  setzen  wir  für  die  w**"  Potenz  von  v  ihre  Ent- 
wickelung aus  (79)  nach  Functionen  zweiter  Ordnung  von  cos«, 
nämlich 

r  -  2-nnnnZ  ^^t N^^tV     ,  in  ^"(3,  cos«) /'"(cos«), 

worauf  sich  die  Integration  nach  t  ausführen  lässt;  denn  nach  dem 
Satze  von  Legendre  auf  S.  313  ist 

'  V(cos«)dC  =  7rP''(cos»?)P'(cos;',). 

0 

Das  übrig  bleibende  Integral 

P"  {GO^ri)^mrjdrj 


I 


f 


J     (cosö  +  «siuÖcosjy)"+'* 
wird  ferner  nach  (<5')  im  §  124  gleich 

2.(-2)M/^^^|^(isinö)''P''-''(2.  +  3,cosÖ). 

Für  das  Produkt  der  beiden  letzten,  0  enthaltenden  Glieder, 
setze  man  noch  nach  (78,  d) 

^-^P^(3,cosÖ) 

und  erhält   schliesslich   die   zweite   Grundform    für   die  Additions- 
theoreme der  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung 

(80,  a)  ...     P"C^  cos  y)  =  2-»  ^—  i  (- 1 )"  '^"^  "^  ^ 


Vn    y^>     ^   n(n-v)n(n-\-v-\-l) 
p:(3,  co8Ö)P;(3,  cos.OP'Xcos/,), 
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WO  gesetzt  war 

cosy  =  eosöcosa  +  sin  ö  sin«  cos  y,. 
Die  allgemeine  Form  (80)  hätte  man  ebenso   direkt   ableiten 
können,  beweist  sie  aber  auch  von  p  auf  />-f2   durch  eine  Diffe- 
rentiation nach  cosj/j  und  Division  der  entstehenden  Gleichung  durch 
sin<?sinöj.     M.  vergl.  den  Schluss  des  §  125. 

Anmerkung.  Hängt  eine  Reihe  von  Bogen  durch  die  Glei- 
chungen 

cosj/j  =  cos öj  cos a,-|- sin öj sin«,  008^2 
cosy^  =  cosö^cosa^-j-sinö^sina^cGsj/j 
cosyp_i  =  cosö^_iCosap_i-|-sinöp_isina^,-iCOS3/p 
zusammen,  und  setzt  man 

A^3.<(p).x:;(p-i)...<j2:;(2) 

0  =  p:Xp,  cos(9)P:;(p-1,  cos6J...Py-^(2,  cos<9p_2) 

p  —  l 

^  =  PnXPi  cosa)P,1XP~l?  cosa,)...Pj^-'-(2,  cosa,;_2), 

so  findet  man,  durch  wiederholte  Anwendung  von  (80),  P"(p^cosy) 
aus  dem  Produkte 

(-\y^+"-'^P'i,K.  0.  /l.P"^'-^(l,  cosy,,) 
durch  Summation  über  alle  nicht  negativen  ganzzahligen  Werthe 
(incl.  Null)  von  w,,  w.^,  ..  .,  für  welche 

nicht  negativ  werden.   Die  Anzahl  der  Glieder,  aus  denen  f'ip^  cosy,) 
durch  Addition  entsteht,  ist  daher 

(n+l)(^^  +  2)...(/^+p-l) 
1.2.. .(p-1) 

§.  127.  Theoretische  Schwierigkeiten  sind  bei  der  nachfolgen- 
den Uebertragung  von  den  früher  gefundenen  Eigenschaften  der 
Kugelfunctionen  zu  denen  der  allgemeineren  nicht  zu  überwinden. 
Es  wird  daher  erlaubt  sein,  hier  nur  kurz  über  diesen  Gegenstand 
zu  handeln. 

1)  Aus  der  Differentialgleich.  (76)  der  Tf,  die  bis  auf  Con- 
stante  mit  den  Zugeordneten  Py(pi  I)  übereinstimmen,  folgt  nach 
den  häufig  angewandten  Methoden,  dass 

(a)  .  .  .   f'p:{p,x)P':{p,x)(\-xyp-'dx 
—1 
verschwindet,    wenn    m   und    n    verschiedene    ganze  Zahlen   sind. 
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Hieraus  ergiebt  sich  fiir  v  =  0,  m  =  0  der  Zusatz 

(b)  ...    /'P"(Pi  xXl—xyi'-'dx  =  0. 
—1 

2)  Setzt  man  ^  =  0,  so  folgt  femer,  dass  eine  Function  von 
X  sich  nur  auf  eine  Art  in  eine  in  gleichem  Grade  convergirende 
Reihe  entwickeln  lässt,  welche  nach  den  Functionen  P"(p,  x)  mit 
veränderlichem  n  fortschreitet. 

3)  Der  Werth  von  (a)  fiir  m  =  n  wird  u.  a.  auf  folgende  Art 
gefunden,  die  übrigens  noch  einmal  beweisen  würde,  dass  der  Aus- 
druck verschwindet,  wenn  m  und  w  verschieden  sind. 

Nach  (78,  d)  transformirt  man  (a)  in 


Xp  -f  '2v,  x)Y-(l  —xyp  ^ "-  '  dx. 


Es  sei  zunächst  p  ungerade  =2fx-\'l]   dann  wird  mit  Hülfe  von 
0?')  im  §.  124  erhalten 

(x'—iy+^-iP"-'(p^2v,  x) 

_  1 J7(n  +  y-fp  — 2)  d''->'{x'—lY+^'-i 

—  2»+''+P-2  '  JTQJH-  n  —  ljn(n  —  v)  dx^-^ 

Setzt  man  diesen  Werth  in  das  vorstehende  Integral  ein,  integrirt 
n — ymal  durch  Theile  und  vertauscht  den  m  —  j' fachen  Differential- 
quotienten von  P""'''  mit  der  Constanten,  die  ihm  nach  (78,  a)  gleich 
ist,  so  findet  man  schliesslich  als  Werth  des  Integrals  unter  (a), 
welches  man  durch  c1{j>)  bezeichne,  für  ein  ungerades  p 
/Q9^  .Vn^-tzÜ!^    2n-\-p-\  n{n-v)n{n-\-v^p-2) 

eine  Formel,  die  auch  für  ein  gerades  p  gilt,  wie  eine  ganz  ähn- 
liche, noch  einfachere  Rechnung  zeigt. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz 

(82,  a)  ...     c:{p).-4{p)  =  (-l)'V^-|^-^4' 
welcher  ebenso  zu  verwenden  ist,  wie  der  im  Falle  p  =  2  gefundene 
entsprechende  (d)  auf  S.  327,  aus  dem  sich  das  durch  (/")  auf  S.  328 
bezeichnete  Integral  ergab,  welches  die  Entwickelung  einer  Function 
von  zwei  Veränderlichen  nach  Kugelfunctionen  lieferte. 

4)    Ich  schliesse  diesen  Paragraphen  mit  der  Zusammenstellung 
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einiger  Formeln,  die  beim  Rechnen  mit    höheren  Kugelfunctionen 
mehrfach  Verwendung  finden:  (w,  /«,  p  sind  ganz  und  positiv) 

TT    ^*       f"    '     n        ^  /       TT^-^ 

n^  /     Bm"cpdq>  =  ynll^^^ 


/ 


i  oa-p  TT(n-\-n 2^ 


f 


P^iV,  a,  x^  4-  «.,  X,,  -j h  ttp^-iXp+x) 


X  P''(/>,  ^^,  +  h^x.,  4- •••  +  ^.+ia:p+i) '—^ ^  =  0,  (m  <  n) 


wenn  über  alle  Werthe  integrirt  wird,  für  welche 

•^i  +  '^a  +  '-'+^P+i  =  1- 
Setzt  man 

ajj  =  cos^i 

x^  =  sin  ö,  cos  ö^ 

rCj  =  sin  öj  sin  0.^  cos  Ö3 

etc. 
ajp  =  sin  öj  sin  ö.^ . . .  sin  0p-\  cos  öp 
iPp^i  =  sin  0^  sin  öj  •  •  •  sin  0p-i  sin  öp, 


so  wird  erhalten 

sin''-»  0,  sin^-2  0,...  sin  öp_i  dö,  rfö^ . . .  dß,, 


dx^  dx., . . .  dxp 


Xp+i 

§  128.  Will  man  die  Theorie  der  Anziehung  auf  ein  Gebiet 
von  p+1  sogenannten  Dimensionen  übertragen,  so  muss  man,  um 
eine  vollständige  Analogie  zu  haben,  annehmen  dass  die  Anziehung 
statt  nach  dem  Newton' sehen  Gesetze  nach  den  p'*""  Potenzen  der 
Entfernung  erfolge,  und  daher  statt  des  in  der  Einleitung  auftretenden 
Ausdrucks  T  einen  anderen  einführen,  so  dass 

über  diese  allgemeinere  Function  T  handeln  wir  jetzt.  Indem 
man  setzt 

ferner  für  x^,  x.^,  etc.,  durch  die  am  Schluss  des  §.  127  befindlichen 
Gleichungen,  Bogen  0  einführt,  die  Grössen  a  in  gleicher  Weise 
von  Bogen  a  abhängig  macht,  so  erhält  man 


§  128.  SB.  Kugelfunctionen  hüherev  Ordnung.  4G1 

T=(l— 2rcosy,  +  0  ^  , 
wo  y,  derselbe  Winkel  ist  wie  in  der  Anmerkung  des  §  126,  wenn 
man  nur  dort  y^,  mit  0^, — Oj,  vertauscht. 

T  genügt  offenbar  der  Differentialgleich. 

(83)...     ^  +  ^  +  ...  +  ^^  =  0. 

Führt  man  statt  der  |  die  Coordinaten  r  und  0  ein,  wozu  sich  Herr 
Carl  Neu  mann,  dessen  Aufzeichnungen  ich  vor  vielen  Jahren  das 
fertige  Resultat  entnehmen  durfte,  der  Methode  von  Jacobi  (§71) 
bediente,  so  entsteht  die  Gleichung 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

/J  =  r^sin^-^ 0^  sinP-^ 6,... sin ö^_i 
M,  =  r',     «2  ="  ^^ sin' ö, ,     .  .  .     Mp  =  r'*sin'Öj...sin''öp_i. 
Entwickelt  man  T  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  r,  so  genügt 
der  Coefficient  von  r",    der    nach  (78)   bis   auf   einen   coustanten 
Faktor  P"(p,  cosyi)  ist,  der  Gleichung 

(83,6)  ...   0  =  «(»  +  P-l)i'+ i5^^[sin-e.gl, 
WO  gesetzt  ist 

tOj  =  1,    —  =  (sin  ö,  sin  ö^ . . .  sin  ^v-i)*- 

Im  speciellen  Falle  a,  =  0  wird  y^  =  ö, ,  und  man  findet  die 
Gleichung  für  P"(p,  cosö) 

die  wesentlich  mit  der  Gleichung  von  W  auf  S.  450  für  v  =  0  über- 
einstimmt. 

Die  Function  r"P" (p,  cosyj  ist  ganz,  homogen  und  vom  «*''" 
Grade  nach  |, ,  ^^,  etc.  Ein  ähnliches  Resultat  wie  S.  323  unter 
(Q  stelltisich  auch  hier  heraus,  dass  nämlich  die  allgemeinste 
ganze  homogene  Function  w'*'"  Grades  der  ^,  welche  (83,  a) 
genügt,  gleich  ist  r"X",  wenn  gesetzt  wird 

(83,  c)  .  .  .     X"  =  2:&'(li cos(«p-i dp) 4-  /sin (wp_i öp)), 
wo  0   dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  der  Anmerkung  des  §  126, 
k  und   /  willkürliche  Constanten  bezeichnen    und   die    Summatiou 
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sich  auf  dieselbe  Anzahl  Glieder  bezieht  wie  oben.  Da  für  iip^i  —  0 
das  betreffende,  /  enthaltende,  Glied  fortfällt,  so  hat  diese  Func- 
tion im  ganzen 

(83,  d)...    ^''  +  ^^f.+.!^-y-^V+.-l) 

willkürliche  Constante  k  und  /. 

Dass  X"  der  Differentialgleichung  genügt,  ist  klar,  ebenso  dass 
es  homogen  und  als  Function  w**""  Grades  durch  die  ^  ausgedrückt 
werden  kann.  Dass  die  Constanten  sich  nicht  auf  eine  geringere 
Zahl  reduciren  lassen,  sondern  dass  zwei  Functionen  X",  die  nicht 
überall  dieselben  Constanten  k  und  /  haben,  verschieden  sind,  be- 
weist man  mit  Hülfe  der  Formel  (a)  im  §  127,  Nr.  1  nach  der  be- 
kannten Methode  zur  Bestimmung  von  Coefficienten  in  Reihen.  Ich 
zeige  daher  nur,  dass  eine  homogene  Function  w*-"  Grades,  welche 
(83)  genügen  soll,  durch  die  angegebene  Zahl  von  Constanten  be- 
stimmt ist. 

Dazu  setze  man,  für  diesen  Paragraphen, 

Soll  eine  homogene  Function  w**""  Grades  V  der  Differentialgleichung 

genügen,  so  mache  man 

wo  /"o,  /",,  etc.,  f„  homogene  Functionen  resp.  des  Grades  0,  1,  etc.,  n 
von  ^2?  ^3  7  6tc-  vorstellen.  Die  partielle  Differentialgleich,  wird  er- 
füllt, wenn  man  hat 

+ 1 .  2fn-2  +  2.3.^,  /;_3  4-  (n-  l)n^r7o  =  0, 
so  dass  nur  dem  Systeme  von  Gleichungen  genügt  werden  muss 

1.2.  fn-2  =   —  Jfm  2  .  3  .fn-3  =  Jfn-1, 

dA.fn-,  =   -  Jfn-2,        4.5./'„_5   =  Jfn-3,       etC. 

Man  kann  daher  für  fn  und  /*„_i  ganz  willkürliche  homogene  Func- 
tionen der  p  Veränderlichen  ^2?  ^31  ^^c.  vom  Grade  n  resp.  n — 1 
nehmen,  und  erhält  durch  diese  Gleichungen  die  übrigen  Coef- 
ficienten f.  Wählt  man  für  f„  und  fn-i  die  allgemeinsten  derartigen 
Functionen,  die  also  resp. 


Kugelfunction  hüherer  Ordnung  P"f  j:>,  cos — J  die  Zahl  n  iu's  Un- 
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(n  +  lXw  +  2)...(n+p-l)       n(n+l)...(/^+p-2) 
1.2...(p-l)  '  I.2...(i>-1) 

willkürliche  Constauten  enthalten,  so  wird  in  der  allgemeinsten 
Function  F  in  der  That  die  unter  (83,  d)  angegebene  Anzahl  vor- 
kommen können,  daher,  nämlich  wegen  (83,  c),  auch  vorkommen. 
Ueber  diese  allgemeinen  Kugelfunctionen  vergl.  m.  eine  Arbeit 
von  Herrn  Cayley  im  13.  Bd.  von  Liouville's  Journal,  von 
Clebsch  im  60.  Bde.  von  Borchardt's  Journal,  von  Herrn 
Mehler  im  66.  Bde.  desselben  Journals.  Der  wesentliche  Inhalt 
der  letzteren  wurde  bereits  1864  als  Schulprogramm  in  üanzig 
veröffentlicht. 

§  129.  Die  Cylinderfunction  höherer  Ordnung  erhält 
man  durch  Uebergang  zur  Grenze  von  den  Lame' sehen  Functionen 
derselben  Ordnung  aus,  und  zwar  die  einfachsten,  welche  den 
Functionen  des  K r ei s-Cy linders  entsprechen,    wenn  man  in  der 

e_ 

11 
endliche    wachsen   lässt,    nachdem  man  die  Function  vorher  mit 

einer  geeigneten  Constanten,  nämlich  P"fj9,  cos — j  mit  «^~p,  multi- 

plicirt  hat.     In  der  That  findet  man 

L  i  m.  w--pP"  \v^  cos  —  )  = ^jo  /    e''^'=°«v  sin^-^  q,  dcp. 

Auf  diese  Art  erhält  man  zunächst  die  Functionen  der  ersten 
und  zweiten  Art,  welche  durch  Differentiation  von  J{d)  und  K{d) 
nach  66  entstehen,  also  wesentlich  die  früheren  Zugeordneten  zu 
den  Cylinderfunctionen  sind,  —  dann  aber,  für  ein  ungerades  p, 
die  ebenso  aus  \p  und  W  entstehenden  Functionen  (§  60),  wo 

v(ö)  =  2^,  no)  =  ^. 

Des  bequemeren  Druckes  wegen  bezeichne  ich  in  diesem  Para- 
graphen die  vfache  Differentiation  einer  Function  nach  dem  Qua- 
drate ihres  Arguments  durch  ein  ihr  vorgesetztes  D*'.  Man  kann 
nun  dieselben  Buchstaben  J  und  K  für  alle  diese  Functionen  be- 
nutzen, indem  man  setzt 

J(2r  +  2,  6)  =  D^J{6),      A'(2»^  +  2,  6)  =  D^K{6\ 
J(2v-}-  3,  6)  =  D''xp{6),     A'(2v  +  3,  6)  =  />"  W{0). 
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Es  scheint  selbstverständlich  class  und  wie  man  diesen  Functionen 
durch  Differentiiren  und  Multipliciren  mit  Potenzen  von  d  noch 
Zugeordnete  hinzufügen  kann.  Zum  Abschluss  werde  ich  noch 
das  Additionstheorem  für  eine  der  Cylinderfunctionen 
höherer  Ordnung  ableiten,  und  wähle  dazu  K{2v  -j-  2,  0). 

Man  differentiire  (56,  a)  vmal  nach  cosqp;  auf  der  linken  Seite 
kann  man  hierfür  ebenso  oft  nach  {O^y  differentiiren  und  mit  der 
yten  Potenz  von  — 266^  multipliciren.  Dadurch  erhält  man  mit 
Hülfe  von  (78,  b)  eine  Gleichung,  die  man  nur  noch  durch  die  v** 
Potenz  von  60^  zu  dividiren  hat.    Dann  entsteht 

K(2v  +  2,  <9J  =  ]/n(- 4y  J  (/u  +  v){4:dd^y.D-  K{2v  -f  2,  6) 

X  Z>."  J(2v  +  2,  d,).Pt'(2v-\-l,  cos(f>y 
Durch  diese  Gleichung  wird  die  Cylinderfunction  zweiter  Art,  durch 
eine  ähnliche  die  erster  Art,  von  6^  nach  Kugelfunctionen  un- 
gerader Ordnung  von  cosqp  entwickelt.  Man  kann  leicht  die  ent- 
sprechenden Reihen  aufstellen,  welche  die  Reiheii  für  die  Cylinder- 
functionen ungerader  Ordnung  von  ö^,  geordnet  nach  Kugelfunctionen 
gerader  Ordnung  von  cosgp,  geben. 
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Eigenschaften  aller  Lam^'sclien  Functionen. 

§  130.  Nach  den  Andeutungen  des  I.  Kapitels  sollen  hier 
einige  wesentliche  Eigenschaften,  die  früher  nur  für  die  Functionen 
zweiter  Ordnung  abgeleitet  waren,  auf  die  Functionen  aller  Klassen 
tibertragen  werden. 

Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Untersuchung  im  §  101.  Es  sei 
xp(x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  p-f  1,  ferner  x  ^^d  ^  von 
der  dort  vorausgesetzten  Beschaffenheit.  Man  kann  aus  Ausdrücken 
wie  V  dort  in  (6),  eine  zweite  Lösung  von  (ä)  zusammenstellen, 
wenn  man  eine  erste  f  kennt.  Die  bekannte  ganze  Function  f  auf 
S.  389  ordne  man  nach  Potenzen  von  x  in  die  Reihe 

f  =  %-{-a^x-\-a.^x--\ l-öp-2a^~^ 

in  welcher  die  anicht  Constanten,  sondern  ganze  Functionen  von  z  sind. 
Die  Wurzeln  von  ip(x)  =  0,  die  verschieden  sein  mögen,  heissen  r^, 
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r, ,  ...  r„  und  man  setze 

X 

Hierdurch  erhält  man 


':=_r'M^,  c=r''^mä.. 


und  zwar  im  ganzen  p  solcher  Gleichungen,  von  ^  =  0  bis  r^;?  — 1. 
Man  bezeichne  nun  die  Determinanten  eines  Systems,  welches  aus 

c*     c'  C'-^ 


^p  —  I  ^/>— 1  •  •  •  vyj— 1  , 


nach  Weglassung  der  ersten,  zweiten,  etc.  letzten  Horizontalreihe 
entsteht,  mit  den  üblichen  Vorzeichen  versehen,  durch  C^,  C,,  ... 
Cp_i,  so  dass 

c'oC'o  +  i-C.  +  ...  +  c;-iC,_i=.0, 
und  findet  dann  sofort  das  Resultat:    Aus    dem   ersten  Inte- 
grale f{x)  der  Differentialgleichung 

(a)  .  .  .     ^p{x) ^  4-  XC^)^  ^H^W  =  0, 
ergiebt  sich  das  zweite  Integral 

(84) ...    w^,  =  c„F„+c,r,+...  +  c,_,r„_,  -  2:c,/      -^^^, 

wenn  die  C  die  oben  angegebenen  Constanten  sind. 

Diese  Determinanten  C  lassen  sich  ziemlich  einfach  ausdrücken, 
indem  man  eine  Veränderliche  s.,  nach  welcher  von  r,  bis  r^j^i  inte- 
grirt  wird,  durch  s,,  bezeichnet.     Dann  ist 

macht  man  das  Produkt 

(^3  —  So)  . . .  (^p-l  —  iSj), 


(r-,,_i  — ;;,,_o) 
gleich  Üq,    weil  in  ihm  ,5  nicht  mit  dem  untern  Index  0  versehen 
ist,  und  ein  entsi)rechendes  Produkt,  dem  der  untere  Index  v  fehlt, 
statt  dessen  0  eintritt,  gleich  Tly^  so  hat  man 

Heine,  Theorie  der  Kugelfiiiidionen.     2.  Aiill.  ^(_) 
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Cy  =Jnyf(z,,')f(zJ...f(Zp^i)dZodz^...dZp_i, 

wo  unter  dem  vorstehenden  p  —  1  fachen  Integral  sowohl  [(z,.)  als 
dzy  fehlen.     Diesen  Werth  setzt  man  in  (84)  ein  und  erhält  mit 
Hülfe  eines  einfachen  Satzes  über  Zerlegung  in  Partialbrüche  die 
zweite  Form  von  >F,,  nämlich  das  Resultat:  Setzt  man 
n  =  (z^—zJ(z,—z^)...(Zp-i  —  zJ, 


(.«p_l — Zp-■2)^ 

so  wird  eine  zweite  Lösung  der  Differentialgleich,  (a)  aus 
der  ersten  f(x)  durch  das  pfache  Integral  gewonnen 

§  131.    Auf  die  Differentialgleichung,  welcher  die  Lame'schen 
Functionen  p""'"  Ordnung  genügen 

05,«)...     ^^^^+^^''^+-4^  =  0, 

würde  man  diese  Theorie  anwenden  können,  wenn  diese  Func- 
tionen für  sämmtliche  Wurzeln  von  ip{x)  =  0  verschwinden,  indem 
dann  ip  die  Rolle  spielte  wie  \p^  im  §  101.  Man  kennt  aus  §  121 
die  Form  von  ersten  Lösungen  unserer  Differentialgleichungen, 
indem  Q{p,x)  aus  einem  Produkte  besteht,  dessen  einer  Faktor 
eine  ganze  Function  von  x  ist,  dessen  anderer  Faktor  die  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Theiler  von  xp.  Heisst  dieser  Theiler  ip^  (be- 
trachtet man  also  die  (S,  welche  der  Klasse  augehören,  die  für 
einen  bestimmten  Theiler  ip^  von  if.)  verschwindet.  Im  IV.  Kapitel 
zeigt  sich,  dass  solche  Functionen  wirklich  existiren),  und  setzt  mau 

so  wird  wegen  (75,  a) 

^'dx^+^^'^-^'^'^^-^'P^'l'-^'d^^'^^^  =^^ 
wo  T]  eine  ganze  Function   von   x  vom  Grade  p  — 1   bezeichnet. 
Diese  Gleichung  hat  die  verlangte  Form   von  (a)  im  §  101   (dort 
ist  T//3  gleich  1  zu  setzen).    Indem  man  von  der  ersten  Lösung 

nx)  =  ^- 

ausgeht,  erhält  man  also  als  zweite  Lösung,  als  Lame'sehe  Func- 
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tion  zweiter  Avi  die  zu  einer  bestimmten  Function  @  gehört, 

(85)  .  .  .    §(p, .)  =  i^M  Ü'c/-^iPi^^, 

wenn  s^,  wie  oben,  eine  Veränderliche  bedeutet,  nach  welcher  von 
Ty  bis  r^+i  integi-irt  wird,  und  Cy  eine  Constante  vorstellt,  deren 
Ausdruck  ich  nicht  hierher  stelle,  da  er  hier  nicht  von  Bedeutung 
ist,  der  aber  im  vorigen  Paragraphen  vollständig  als  Determinante 
definirt  wurde,  so  dass  die  Function  zweiter  Art  F  Abel'sche 
Integrale  nur  erster  und  zweiter,  nicht  dritter  Gattung 
enthält.  Durch  Zusammenziehen  findet  man,  entsprechend  der 
Form  (84,  a),  für  dasselbe  % 

(85,  a)  .  .  .     g-(p,  X) 

-^    (^-2o)(^-^-J---(^--p-0]>,(-o)'/',(-,)---V^,(-;.-l)   ' 

§  132.     Man  kann  auch  die  Formel 

dx 


e(p,  x)f 


für  %(p,x)  ableiten,  welche  (62)  entspricht.  Man  schliesst  aus 
derselben  u.  a.,  dass  die  — (w  +  p — 1)""  Potenz  von  \/x  die 
höchste  in  %  vorkommende  sei,  wenn  6  nach  Vx  vom  n'*"" 
Grade  ist,  was  auch  schon  aus  Betrachtung  der  Differentialgleichung 
(§  121,  Nr.  4)  folgte. 

Wendet  man  dieses  auf  (85)  an,  so  erhält  man,  indem  man 
durch  y^iix)  auf  beiden  Seiten  dividirt,  den  Satz:  Ist  6(p,  a-) 
eine  solche  Lame' sehe  Function  erster  Art  vom  Grade  4n  nach 
X,  die  mit  ip^X^)  zugleich  verschwindet,  wenn  tp.,(x)  einen  Faktor 
von  ipCx)  des  Grades  |U  bezeichnet,  so  sind  die  Ausdrücke 

''1:"c./cv(p,...)..^-7==T 

Null  für  alle  nicht  gebrochenen  und  nicht  negativen  x  von  0  bis 

x  =  p — 2i ^-'—  incl. 

Dies  ist  der  allgemeine  Satz  auf  dessen  Bedeutung  ich  mehr- 
fach bei  den  specielleren  Functionen  hingewiesen  habe.  Man  kann 
sich  seiner  bei  der  Definition  der  Lame'schen  Functionen  bedienen, 
wie  der  Satz,  dass 

30* 
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1 

x''P"(x)dx 


f 


für  alle  Werthe  x  =  0,  1,  . . .,  w~l  verschwindet,  die  Kugelfimction 
P"  defiuirte.  In  derselben  Art  wie  aus  dem  vorstehenden  Satz 
folgt,  dass 

'p\x)F\x)dx  =  0, 


/ 


wenn  m  und  n  verschieden  sind,  folgt  hier  dass 

Null  ist,  wenn  x  einen  der  Werthe  0,  1,  etc.  bis  p— 1  erhält,  und 
@"'  und  (S"  zu  derselben  Klasse  gehören,  d.  h.  wenn  ihre  Quadrate 
mit  ip{x)  denselben  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen. 

§  133.  Die  Gleichung  (85)  beweist  die  Verbindung  der  Lame'- 
schen  Functionen  mit  dem  Nenner  und  Reste  eines  Kettenbruchs, 
welche  man  für  p  =  2  aus  §  102  kennt.  Ist  wiederum  @  gleich 
^fxp.^  mal  einer  ganzen  Function,  so  wird  ]'\p^.  6  eine  ganze  Func- 
tion, welche  identisch  gleich  ist 

und  man  hat  aus  (85) 

(86)...     ]''^^^{p,x).ü-zr  =  -^^. 
Hier  ist  gesetzt 

V=tl         'J  X  —  Zy  |^^(Z,) 

Die  Functionen 

von  denen  die  erste  ganz  und  vom  Grade  ^(_n~\^l^Oj  ^^^  zweite  vom 

Grade   —{p-\ ~~j  ist   und  sich  auch  in   eine  ähnliche  Form 

bringen  lässt  wie  die,  welche  das  Integral  auf  der  rechten  Seite 
von  (85,  a)  hat,  spielen  die  Rolle  des  Näherungsnenners  resp.  des 
Restes  (A^'*,  ß")  vom  Kettenbruche  für  das  ganze  Abel' sehe  Inte- 
gral dritter  Gattung  6,  dessen  Näherungszähler  Z"  ist.    Die  Schlüsse, 
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welche  man  aus  diesen  Formeln  für  die  Bestimmung  des  Verhält- 
nisses der  Constanten  C  zieht,  entsprechen  völlig  dem,  was  im  §  102 
über  r,  das  Verhältniss  der  Constanten  a  und  /?,  gesagt  wurde. 

§  134.  In  der  1.  Anmerkung  zum  §  90  wurde  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  das  Produkt  E(Q)E(f.i)E(v)  der  Gleichung  JV  =  0 
genügt,  wenn  diese  in  elliptische  Coordinaten  transformirt  wird. 
Etwas  ähnliches  findet  bei  den  allgemeinen  Functionen  p^"  Ord- 
nung statt. 

Es  genügt  jede  bestimmte  Function  @(p,  x)  nach  (75,  a)  der 
Gleichung 

wenn  d-  eine  bestimmte,  im  Folgenden  festzuhaltende,  Function 
(p — l)"'"'  Ordnung  ist.  Setzt  man  für  x  die  p -\-l  Werthe  A^,  A,,  etc.,  X^ 
und  bezeichnet  die  entsprechenden  Abel' scheu  Integrale  u  durch 
M„,  M,,  etc.,  tip,  so  erhält  man  hieraus  eine  Anzahl  von  v-\-l  Glei- 
chungen, denen  6(p,  AJ,  (ä(p,  AJ,  ...,  &(p,Xp)^  also  auch  das 
Produkt  dieser  Functionen  ^  genügt.    Man  mache 

dividire  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  /"'(^o)?  f'ßi)i  ••-i  f'ßi) 
und  addire;  dann  fällt  &  vollständig  fort,  da  Xd^{X)  von  niedrigerem 
Grade  ist  als  fß)  und  man  findet,  dass  das  Produkt  der />-|-l 
Functionen  (S 

der  Gleichung  genügt 

(87)  ...    IttA^  4^  =  0- 

Wenn  man  iu  p  beliebig  viele  Functionen  (S  durch  %  ersetzt,  so 
erhält  man  dieselbe  Gleich.  (87). 

Würde  man  das  Produkt  nur  von  p  solcher  Functionen  ge- 
bildet haben 

q  =  ^ip,K)...^ip,l,), 

so  setze  man 

<p{X)  =  {l-XJ...{l-l^). 
Mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  höchste  Potenz  von 
X  in  ^(A),  die  p—V,  den  Faktor  —n{n-{-p—l)  hat,  wenn  6  vom 
-]«""'  Grade  ist,  findet  man 
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Auf  die  Differentialgleichung  (87)  gelangt  man  auch  von  einer 
anderen  Seite,  nämlich  indem  man  in  die  Differentialgleichung 

für  diej9-f-l  rechtwinkligen  Coordinaten  |j,  Ig, ...,  ^p+i  ebenso  viele 
elliptische  A^,  Aj,  ...,  Ip  einführt,  wozu  man  sich  der  Formeln 
des  §  71  bedient. 

Das  Weseutliche  zur  Ausführung  dieser  Transformalion  fmclet  man  in  der 
26.  Vorles.  von  Jacobi's  Vorles.  über  Dynamik  herausgegeb.  von  Clebsch. 
Man  setze  p  4"  1»  ^^^  *^^^'^  ^'  "^^  ^y—i'  — «v— 1>  ^vo  dort  Xy  und  Uy  vor- 
kommen.    Nach  Formel  12  bei  Jacobi  wird  dann 

wo   f  dieselbe  Bedeutung   hat   wie   in  (87).     Hierdurch  sind    die  Grössen  L 
auf  S.  306  gegeben,  aus  denen  die  transformirte  Gleichung  gebildet  wird. 
Der  Ausdruck  von  |y  in  A  ist 

^'''^^  ~~  {a^—ay){a^  —  ay')...{ay-i—ay){ayj^i—ay)...{ap—ay) 
Um  auch  die  analoge  Gleichung  von  (58,  c)  im  §  87  zu  finden, 
setze  man 

x]+xl-\ Vxl^i  =  1, 

und  führe  statt  der  §  die  unabhängigen  Grössen  r,  a^j,  a;^,  Xp  und 
für  die  letzten  p  wiederum  A^,  ...  Xp  ein,  wodurch  man  hat 
^       ^  {l^  —  ay),..(Xp—ay) 

^^"*     ■  ""^^       (a„— a;,)(aj-a^)...(a^  — a^)* 
Indem  man  mit  diesen  Coordinaten  die  Rechnung  wiederholt,  wozu 
man  das  Quadrat  des  Bogenelements  bei  p+1  Dimensionen, 

in  dieselben  transformirt,  oder  indem  man  von  der  früheren  Formel 
(87)  zur  Grenze  übergeht,  findet  man  die  linke  Seite  von  (ä)  durch 
die  neuen  Coordinaten  ausgedrückt.  Hierzu  setzt  man,  wenn  « 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet, 

für 

A,,        A.^,       ...       Xp]        «0,        Cfj,       ...        dp, 

und  r^  für  X^.     Dann  verwandelt  sich  (a)  in  die  Gleichung 

1     d'V        1      P        1        ö'F 

(87,  Z»)  . . . ^    ^  ,■  H — s-  ^  — , .,  ., — ;r-T-  =  0, 

^     '    ^  r-i'    dv    '    r-  ;!^y(p'{Xy)    dul  ' 

wo  g?  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (87,  a)  und  f,  welches  dem 
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Uy  für  V  —  O  entsprechen  würde,   gleich   ist  Ir-vdr^   so  dass  das 
erste  Glied  mit 

ör'         r     dr 
vertauscht  werden  kann. 

Die  Gleich.  (83)  des  §  128  zeigt,  dass  die  Function 

7'=(l-2r cosy.  +r^)~^  =  [(|, -c,)^+(l -^jH  - 4-G^f  i -c,, O'.l^ 
für  V  gesetzt,  der  Gleich,  (a)  genügt,  also  für  p  gesetzt  der  Gleich. 
(87),  —  wenn  nämlich  die  c  irgend  welche  Constaute  hezeichnen. 
Aus  unseren  Untersuchungen  geht  erstens  hervor,  dass  T,  die 
(1  —  /))""  Potenz  der  Entfernung  des  beweglichen  Punktes  ^,,  ^2,  etc. 
von  einem  festen  im  sog.  Räume  mit  p  + 1  Dimensionen,  umgesetzt 
in  die  elliptischen  Coordinaten  \^  Aj,  etc.,  derselben  Differential- 
gleichung (.'^7)  genügt  wie  das  Produkt  :p  von  p  \\  Functionen, 
nämlich  irgend  einer  Lame 'sehen  Function  von  "k^  mit  denselben 
Functionen  von  A,,  etc.,  endlich  von  A^. 

Entwickelt  man  T  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  r,  so  ist 
mit  der  w""  Potenz  von  r,  abgesehen  von  einem  constanten  Faktor, 
P"(p,  cosy,)  multiplicirt.  Nimmt  man  der  Kürze  halber  den  festen 
Punkt  mit  den  Coordinaten  c  in  der  Entfernung  1  vom  Anfangs- 
punkte, so  wird 

eosy,  =  c,  x,  +  c,ir.^H hc/i+i^n+i- 

Führt  man  für  die  x  die  p  Coordinaten  A, ,  ...  Ap  durch  die  Gleich. 
(6)  ein,  so  genügt  2',  für  V  gesetzt,  der  Gleich.  (87,  6),  daher 
P"(/>,  cosy,),  für  q  gesetzt,  der  Gleich.  (87,  a),  und  man  hat  zwei- 
tens: Die  Kugelfunction  p'*'"  Ordnung  P"(p, cosj/j),  worin 

cos 7j  =  c,  Xj -j- c, x^^ Y c„+i a;„4.i , 

die  in  Kugelcoordinaten  t^+I"""  Dimension  ö,  ö,,  etc.  der  Gleich. 
(83,  6)  genügt  und  durch  eine  Summe  von  Produkten  aus  jep  ver- 
schiedenen Gliedern  dargestellt  wird  (Anmerk.  zu  §  126)  —  genügt 
in  elliptischen  Coordinaten  p-fl'''"  Dimension  A,,  A,,  . . .  A^  (Gleich. 
(6)  S.  470)  derselben  Gleichung  (87,  a)  wie  das  Produkt 

q  =  e(/.,A,).©(p,A,)...@(;.,A,), 
wenn  (£  in  allen  p  Faktoren  dieselbe  Function  bezeichnet. 

Bei  der  Auflösung  gewisser  physikalischer  Probleme,  die  sich 
auf  die  Anziehung  von  Massen  beziehen,  welche  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetze  aufeinander  wirken,  ist  es  erforderlich,  die  Ent- 
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Wickelung-  der  reciproken  EntfernuDg  zweier  Punkte  nach  Kugel- 
functionen  und  Lame 'sehen  Functionen  vornehmen  zu  können. 
Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Formeln  wird  man  übersehen,  wie 
sich  die  Lösungen,  welche  wir  auffinden,  gestalten,  wenn  die 
Massenwirkung  nach  einer  beliebigen  Potenz  der  Entfernung  er- 
folgt. Ein  Punkt,  der  hierbei  noch  in  Frage  kommt,  die  Frage 
nach  der  Anzahl  jener  Produkte  q,  wird  im  folgenden  Kapitel  seine 
Erledigung  finden. 


Viertes  Kapitel. 

Ueber  die  Existenz  und  Anzahl  der  Lame 'sehen 

Functionen  höherer  Ordnung. 

§  135.  Im  Folgenden  wird  nachgewiesen,  dass,  für  ein  ge- 
gebenes ifi^x)  vom  Grade  p-j-l)  genau  die  unter  (83,  d)  S.  462  vor- 
kommende Anzahl 

(.  +  1X^^  +  2).. .(.  +  /> -2) 

1.2. ..(p—1)  ^-"-rP     a; 

von  verschiedenen  Functionen  d-(x)  gefunden   werden   kann,  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Lösungen  von  (75) 
fPW 

Lame'sche  Functionen  p^''"  Ordnung  vom  w'*^"  Grade  sind.  Die 
Lösungen  für  verschiedene  0  sind  offenbar  verschieden,  so  dass 
man  ebenso  viele  Functionen  jeder  Art  erhält,  als  d-  vorhanden  sind. 
Zunächst  fragen  wir,  welche  Bedingungen  ganze  Functionen 
x(a;)  und  ^(ic)  erfüllen  müssen,  wenn  die  Differentialgleichung 

(88)  . . .     ip{x)  ^^^,-  +;^(a.)^  +  ^(a-)  VF  =.  0 

eine  Lösung  besitzen  soll,  welche  eine  ganze  Function  «*"'  Grades 
nach  X  ist,  setzen  aber  fest,  dass  \p  vom  Grade  ;>  +  l,  %  und  & 
höchstens  vom  Grade  p  resp.  p  —  \  seien.  Dies  tritt  immer  ein, 
wenn  es  sich,  wie  bei  den  Lame 'sehen  Functionen,  um  eine  Diffe- 
rentialgleichung handelt,  deren  allgemeines  Integral  keine  höhere 
Transcendante  enthält,  als  eine  rationale  Function  von  Integralen 
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algebraischer  Functionen,  und  die  für  x  =  oc  eine  bestimmte  Ord- 
nung besitzt. 

Wir  sagen  von  einer  Function  IF,  sie  sei  für  den  endlichen 
Werth  x  =  a  von  der  Ordnung«,  wenn  (x  —  ay+^W  und 
(x — ay~^  W^  wie  klein  auch  e  genommen  wird,  für  x  =  a  resp.  0 
und  cc  wird;  wir  ertheilen  ihr  im  Unendlichen  die  Ordnung  a, 
wenn  x~"'^W  und  x~''+^W  für  rc  =  oo  resp.  0  und  cc  wird,  so 
dass  z.  B.  logic  eine  bestimmte  Ordnung,  nämlich  Null,  hat. 

Sind  y  und  :3  zwei  partikuläre  Lösungen  von  (^^)^  so  ist 
nämlich 

\0g(y-J-zy')  =  -f-^dx. 

Wäre  %  nicht  vom  niedrigeren  Grade  als  i//,  so  würde  y-J—~<y'  für 
a;  =  oo  wie  eine  Exponentialgrösse  0  oder  cc,  hätte  also  keine 
Ordnung. 

Soll  die  Lösung  für  jedes  x^   welches  ^Vipc)  zu  Null  macht, 

eine  Ordnung  haben,  so  kann  -^V4,  gehörig  gehoben,  im  Nenner 

nur  ungleiche  Faktoren  besitzen,  was  aus  derselben  Gleichung  zwi- 
schen zwei  partikulären  Lösungen  folgt,  welche  wir  oben  benutzten. 
Der  folgende  Satz  erledigt  die  am  Eingänge  gestellte  Frage: 
Sind  die  beiden  ganzen  Functionen  '(pix)  und  y^{x)  ge- 
geben, erstere  vom  Grade  p-j-l,  letztere  vom  Grade  />,  so 

.    ,  „..    («  +  l)(n  +  2)...(«-f/>— 1)  ,  .    ,         ^ 

wird  genau  für  '^ — ' — ^-^r-^^ — ^—, — ^     ' verschiedene  Func- 

1.2...(p— 1) 

tionen  ^(^),  je  ein  partikulares  Integral  von  (88)  eine  ganze 
Function  v'^"  Grades  nach  x. 

Für  p  =  \  ist  unter  der  oben  angegebenen  Zahl,  die  allgemein 
durch  («, ;;)  bezeichnet  werden  mag,  1  zu  verstehen.  Es  ist  hierbei 
vorausgesetzt,  dass  die  Coefficieuten  in  xp  und  i  unabhängige 
Grössen  sind;  ich  nenne  hier  die  Grössen  a,  6,  etc.  unabhängig 
von  einander,  wenn  zwischen  ihnen  keine  algebraische  Gleichung 
mit  ganzzahligen  Coefficienten  besteht.  Es  mag  hier  sogleich  ein- 
geschaltet werden,  dass  von  Grössen  a,  ö,  etc.,  die  durch  eine  oder 
mehrere  solcher  algebraischen  Gleichungen  verbunden ,  die  also 
abhängig  sind,  gesagt  werden  soll  .,sie  seien  noch  weiter  specia- 
lisirt",  wenn  ausser  den  schon  bestehenden  Gleichungen  noch  eine 
oder  mehrere  solcher  Gleichungen,  die  natürlich  den  ersten  nicht 
widersprechen  dürfen,  zwischen  ihnen  gesetzt  werden. 
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Die  so  eben  erwähnte  Voraussetzung  für  das  Bestehen  des 
Satzes  verlangt  mehr  als  erforderlich  ist;  man  sagt  mit  demselben 
Rechte,  eine  ganze  Function  ?i*^"  Grades  von  x  mit  unabhängigen 
Coefficienten  verschwinde  für  n  verschiedene  Werthe  von  x^  wäh- 
rend doch  hierzu  schon  genügen  würde,  dass  die  Coefficienten  nur 
nicht  einer  bestimmten  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten 
genügen,  nämlich  der  bekannten,  welche  gleiche  Wurzeln  anzeigt. 
Auch  für  das  Bestehen  unseres  Satzes  reicht  hin,  dass  die  Coeffi- 
cienten gewisse  algebraische  Gleichungen  in  endlicher  Anzahl  mit 
ganzen  Coefficienten  nicht  erfüllen,  Gleichungen,  die  in  jedem  Falle, 
nur  nicht  in  übersichtlicher  Form,  wirklich  gebildet  werden  können. 

§  136.  Um  den  Beweis  des  Satzes  zu  führen,  setze  man  in 
(88)  für  W  und  ^  ganze  Functionen  des  Grades  resp.  n  und  p — 1 

ein,  nämlich 

W  =x''  -{-g^x"-^^  y.^x"-^  -\ , 

^  =  ]i^xP-^-^k^xP-^-\-k^xP-^-\ 

Es  ist  ersichtlich,  dass  die  erforderliche  und  hinreichende  Bedin- 
gung dafür,  dass  W  der  Gleichung  (88)  genügt,  darin  besteht,  dass 
gewisse  v-{-p  Gleichungen  erfüllt  werden,  die  linear  sowohl  nach 
den  g  als  nach  den  k  und  den  Coefficienten  von  xp  und  x  sind. 
Um  den  Charakter  derselben  zu  zeigen,  ohne  doch  mit  allzu  weit- 
läufigen Formeln  zu  operiren,  stelle  ich  sie  für  den  Fall  p  =  3  auf. 
Es  seien  die  gegebenen  Functionen 

xp{x)  =  x{c^x^-\-c^x--\-c.-,x-\-c^\ 

X(x)=      b,x'-\-b^x'-j-b.^x  +  b., 
und  die  gesuchten 

^VCx)  =  g,x''  +  g^  x^-^  -f  g,  x^-""  +  •  •  •  -f  fif.. 

Damit  W  der  Differentialgl.  (88)  genüge,  müssen  die  Coefficienten 
g  und  k  dem  System  von  Gleichungen  genügen: 
^^dXK  -r-n^o  4-^<w— l)cj, 

0=9,[K+(n-l)b,-^(n-lXn-2X]+g,[k^-{nb,^n(n-lXl 
0=9AK+(n-2:)b,  +  (n-2Xn-3X]i-g,[k^+(n-l)\+Cn-lXn-2X] 

0-^.  [K+in-^^b,  -f  (n-^Xn  -  4:y,]+g.^k,^(n-2)b,  +(w-2)(n-3)cj 

-^9.[K+(n-l)b,-\-(n-l)in-2)c.^-[-g,[nb,-^n{n-l)c,l 

0=i/,[Ä„  +  (^^-4)6,  +  (n-4)(n-5)c„l+^,[A',+(«-3)6,+(n-3)(n-4)c.] 

-^9AK  +  {n-2)b,+{n-2)in-dX]+g,[in-l)b,+in-l){n-2)c,] 
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Auf  diese  Art  werden  die  Gleichungen  fortgebildet,   so  dass   die 
nächste  die  Beziehung  zwischen  den  vier  g  mit  den  Indices  5,  4,  3, 
2  giebt.     Den  Schluss  bilden  die  Gleichungen 
0=^»-i[^o+l-6o]+^''-2[^,+-&i+2-lCi]+9'n-3[Ä2-^36,+3.2.C2]+ör„_4[4Ö34  4.3c3], 
0=^n[U  +^„-i[/c,+l.öJ  +^„_o[A-j+26,+2.1.cJ  +  </„.3[363+3.2c3], 

0=  gn{k^  +p„_,[yc,  +  l.öj         +^„_o[263+2.1c3J, 

Aus  der  ersten  von  ihnen  bestimmt  sich  \  vollständig  durch 
die  gegebenen  Coefficienten  h^  und  c^  von  i/;  und  x;  die  folgenden 
n  Gleichungen  geben  sämmtliche  g  ausgedrückt  durch  dieselben 
bekannten  Coefficienten  h  und  c  und  die  p—^  (im  Beispiele  zwei) 
Unbekannten  A-,,  A^,  etc.  Die  Werthe  der  ^,  aus  der  zweiten  bis 
/j-fl"""  Gleichung  in  die  letzten  p  — 1  substituirt,  geben  dann  p  — 1 
Gleichungen  höheren  Grades  zwischen  den  Unbekannten  A,,  Ä*,,  etc., 
Ap_i  und  den  bekannten  Coefficienten  von  \p  und  /,  die  nur  rational 
in  diesen  Gleichungen  auftreten.  Sind  die  k  einmal  aus  diesen 
p  —  1  Gleichungen  bestimmt,  so  giebt  die  Substitution  der  gefun- 
denen Werthe  in  die  zweite  bis  n  -j- 1**  alle  g.  Heissen  zwei  Systeme 
von  zusammengehörigen  A,  heissen  also  die  Systeme  A,,  A.,,  ...,  A^_i 
und  A',,  A'j,  ...,  Ap_i  verschieden,  wenn  nur  nicht  jedes  A  gleich 
dem  A'  mit  demselben  untern  Index  ist,  so  sieht  man  aus  der 
Form  der  zweiten  bis  n  -|-1'^"  Gleichung  mit  völliger  Gewissheit 
ein,  dass  jedem  Systeme  der  A  ein  System  der  g^  verschiedenen 
Systemen  der  ft  verschiedene  Systeme  der  g  entsprechen.  Man 
erhält  also  so  viel  verschiedene  Gleichungen  (88)  und  daher  so 
viel  verschiedene  ganze  Functionen  W  vom  «'^"  Grade, 
als  es  verschiedene  Systeme  von  k  giebt. 

Zunächst  zeigt  sich,  dass  der  Grad  der  Eliminatious- 
gleichung  höchstens  {n^ p)  ist,  dass  also  nicht  mehr  als 
(«,;>)  verschiedene  Systeme  der  A  existiren  können.  Wirft 
man  einen  Blick  auf  die  n-\-p  Gleichungen,  die  mau,  mit  Aus- 
nahme der  ersten  für  A,,,  für  den  specielleu  Fall  p  =  o  oben  findet, 
so  wird  man  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  vielleicht  nicht  so- 
gleich erkennen,  und  den  Grad  der  Eliminationsgleichung  für  höher 
halten;  setzt  man  aber  statt  A,j,  A\,,  etc.  für  den  Augenblick 
^2,  xl^  etc.,  wo  die  untern  Zahlen  Indices,  die  obern  Poteuzexpo- 
nenten  vorstellen,  und  der  Symmetrie  halber  x^  für  A,,  so  bemerkt 
man  sofort,  dass  g^^  g.^^  ...,  gn  ganze  Functionen  der  x  resp.  vom 
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Grade  1,  2,  ...,  w  sind,  so  dass  nach  der  Substitution  die  p  —  1 
letzten  Gleichungen  nach  den  x  vom  Grade  w  +  1,  w+2,  .. .,  ti-{-p-\-l 
werden,  ihre  Elimiuationsgleichung  also  höchstens  auf  den  Grad 
(w  -|-  l)(w  +  2) . . . (n  -\-p  + 1)  steigt.  Berücksichtigt  man ,  dass  jedem 
Werthe  von  k^,  A-^,  A3,  etc.  resp.  einer  von  x^,  zwei  von  x.,,  drei 
von  iCj,  etc.  entsprechen,  so  ist  die  obige  Behauptung  erwiesen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Eliminationsglei- 
chung nicht  identisch  verschwindet,  wird  sie  wirklich 
jenen  Grad  erreichen,  und  (n^ p)  verschiedene  Systeme 
der  k  geben.  Denn  es  existiren,  wie  ich  unten  zeige,  selbst  dann 
noch  (n,  p)  verschiedene  Systeme,  wenn  die  Coefficienten  von  xp 
und  X  in  gewisser  Art  specialisirt  werden.  Dass  aber  jene  Elimina- 
tionsresultante nicht  identisch  verschwindet,  geht  aus  folgender  Be- 
trachtung hervor,  welche  ich  einer  brieflichen  Mittheilung  meines 
Freundes  Kronecker  entnehme.  Wenn  in  der  erwähnten  Final- 
gleichung,  welche  die  Functionen  d-(x)  und  W(x)  bestimmen  soll, 
sämmtliche  Coefficienteu  verschwinden,  so  bleibt,  wie  die  allge- 
meinen Principien  der  Elimination  ergeben,  mindestens  eine  der 
Wurzeln  von  W(x^  =  0  unbestimmt.  Legt  man  dieser  Wurzel 
nach  einander  alle  Werthe  bei,  für  welche  ip(x)  verschwindet,  so 
erhält  man  hierdurch  besondere  Bedingungen  für  die  Function  /(a;), 
welchen  diese  aber  selbst  nach  den  unten  vorkommenden  Speciali- 
sirungen  nicht  genügt.  Hr.  Kronecker  fügte  in  der  bezüglichen 
Mittheilung  hinzu,  dass  diese  Bedingungen  in  der  That  erfüllt  sind 
und  eine  der  Wurzeln  von  W(x)  =  0  unbestimmt  bleibt,  wenn  ip 
und  X  so  beschaffen  sind,  dass  für  gewisse  Functionen  ^■(x)  beide 
Integrale  der  Gleichung  (88)  ganze  Functionen  von  x  werden*). 


*)  Im  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  Januar  1864  fügte  Herr 
Kronecker  meiner  Mittheilung  noch  Folgendes  hinzu:  Führt  man  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung  W{.r)  =  0  als  Unbekannte  ein,  zu  deren  Bestimmung  also  die  n  Glei- 
chungen : 

xp (x^) .  W"(x^)  +x(-^k) ■  I^'(-^i)  =  0  *"'■  ^-  --  1,  2,  •  •  •  » 
dienen,  wenn  darin  die  Coefficienten  von  W,  W"  durch  die  symmetrischen  Func- 
tionen von  .r,,  ^2,  ...  ersetzt  werden,  so  ersieht  man  unmittelbar,  dass  eine  der 
Grössen  .r  beliebig  bleibt,  wenn  die  Eliminationsgleichung  verschwindet.  Durch  eine 
einfache  Umformung  dieses  Gleichungssystems  lässt  sich  aber  auch  der  Grad  der 
Finalgleichung  ermitteln  und  zugleich  nachweisen,  dass  gewisse  Coefficienten  der- 
selben von  Null  verschieden  sind,  so  lange  über  die  Functionen  xp  und  /  nicht  be- 
sondere Bestimmungen  getrofi'eu  werden. 
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Um  über  die  Anzahl  der  Systeme  bei  specialisirten  ifj  und  x 
zu  bandeln,  setze  icb  solche  Gleichungen  zwischen  den  Coef- 
ficienten,  dass  ifi  einen  seiner  linearen  Factoren  x — a  zweimal, 
X  ihn  einmal  enthält.  Dann  haben  alle  VF,  welche  (SS)  genügen, 
die  Formen: 

U(7i)-  (x-a)U(n-l)-  ...;  (.r-a)«  f'(0), 
wenn  die  t/ wie  im  §  123  ganze,  nicht  durch  x — a  theilbare  Func- 
tionen von  X  vorstellen,  deren  Grad  eingeklammert  zur  Rechten 
neben  dem  Bucbstabeu  U  steht.  Durch  Substitution  dieser  Formen 
in  (88)  erg-iebt  sich  für  jedes  U  eine  Gleichung  wie  (88),  in  der 
statt  ip  und  /  wiederum  ganze  Functionen  mit  unabhängigen  Coef- 
ticienten  auftreten,  die  aber  nicht  mehr  auf  den  Grad  />  +  l  und 
p,  sondern  p  und  p  —  1  steigen.  Nimmt  mau  nun  an,  der  zu  be- 
weisende allgemeine  Satz  sei  bewiesen,  wenn  i//  ein  Produkt  von 
p  linearen  Faktoren  ist  —  und  für  ein  Produkt  aus  zwei  Faktoren 
ist  er  sehr  leicht  zu  erweisen  —  so  hat  man  demnach  für  den 
Fall,  dass  ip  aus  p -{-1  Faktoren  besteht  von  denen  zwei  gleich 
sind,  im  ganzen 

(n,p-l)4-(n-l,p-l)  +  (n-2,p-l)f-+(0,p-l), 
d.  h.,  nach  Ausführung  der  Summatiou,  (?«,  p)  verschiedene  TT",  also 
(«,  p)  verschiedene  d^  und  eben  so  viele  verschiedene  Systeme  der  Ä-. 

§  137.  Der  Satz,  der  hierdurch  bewiesen  ist,  dient  dazu,  die 
Existenz  der  Lame'schen  Functionen  p'*"'  Ordnung  (erster  Art, 
woraus  die  zweiter  Art  von  selbst  folgt)  die  zu  einer  ganzen  Zahl  n 
gehören,  nachzuweisen  und  ihre  Anzahl  zu  bestimmen.  Es  mag  im 
Folgenden  der  Fall  p  =1  ausgeschlossen  werden,  weil  in  demselben 
eine  Modifikation  im  Beweisgange  erforderlich  ist;  er  bietet  übrigens 
durchaus  keine  Schwierigkeiten  dar,  sondern  führt  sogleich  auf  end- 
liche hypergeometrische  Reihen. 

Jene  Functionen  sind  Integrale  von  (88),  wenn  ip  wiederum 
vom  p  -}-l"'"  Grade  ist,  x  ^^^^r  nicht  allgemein  bleibt,  sondern  gleich 
iip'i^)  gesetzt  wird.  vSie  sind  ferner  nicht  ganze  Functionen  von 
0!,  sondern  ganze  Functionen  «'^"  Grades  von  A^,  A^,  .,.,  A,,  (M. 
vergl.  S.  445). 

Ist  zunächst  n  gerade,  und  zwar  n  =  2v  gesetzt,  so  kann  man 
(§  121,  No.  1)  jede  in  die  Form  bringen 

(fl)  .  .  .     A'A"...A^-"'V(v~m\ 
wenn  A',  A",  etc.  je  '2m  verschiedene  von  den  A  vorstellen,   V(v  —  ni) 
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eine  ganze  Function  v  —  m**'"  Grades  von  x  ist,  und  m  ganze  Zahlen 

zwischen    0    und   ^^      vorstellt.     Alle  Functionen  in  der  Form 

(«)  die,  für  W  gesetzt,  (88)  gentigen  und  nur  solche  sind  die  zu 
n  =  2v  gehörenden  Lame' sehen  Functionen  p*^"  Ordnung. 

Durch  Einsetzen  der  Form  (a)  statt  W  in  (88)  findet  man  für 
jedes  V  eine  Differentialgleichung  von  derselben  Art  wie  (88),  in 
der  ip  dieselbe  Bedeutung  behält  wie  dort,   in    der  aber  für  x(^) 

zu  nehmen  ist,  wenn  t/^/a;)  der  Reihe  nach  alle  Faktoren  von  \p(x) 
vorstellt,  ilj(x)  in  tpX^)'^2(^)  aufgelöst  wird,  und  ip'  und  ip\  die 
Differentialquotienten  von  xp  und  t//j  sind.  Die  Anzahl  der  "Werthe 
von  F,  die  einer  dieser  Gleichungen  dadurch  angehören,  dass  man 
ip  und  t/^j  in  derselben  festhält  und  die  gehörigen  d^  wählt,  ist 
nach  unserem  Satze  bekannt,  nämlich  (v — m^p)  wenn  t/Zj  aus  2m 
Factoren  -4'  besteht.  Hält  man  m  fest,  und  wählt  alle  möglichen 
t/^,,  so  erhält  man  also 

^^"'  1.2. 3. ..2m  ^  '^^ 

verschiedene  Functionen  W.    Indem  man  m  alle   ganzen  Werthe 

ü+l 
von  0  bis  ^h4~  giebt,   erhält  man  die  Anzahl  aller  W  gleich  der 

Summe  von  Gliedern  (c)  von  m  =  0  bis  m  =  .    Diese  Summe 

lässt  sich  ausführen  und  giebt  die  gesuchte  Anzahl  der  Lame'- 
schen  Functionen  gleich  (n,p)-\-(n — 1,  p). 

Streng  genommen  konnte  hier  der  Satz  über  die  Anzahl  der 
ganzen  Functionen,  welche  einer  Differentialgleichung  genügen,  nicht 
ohne  Weiteres  augewandt  werden,  da  xp  und  %  nicht  unabhängige  Coef- 
ficienten  enthalten,  sondern  solche,  die  linear  von  den  Coefficienten 
von  i//j  und  xp.-^  abhängen.  Die  Methode,  durch  welche  der  Beweis 
jenes  Satzes  geführt  wurde,  bleibt  aber  noch  vollkommen  anwendbar. 
Es  beruht  dies  auf  dem  Umstände,  dass  der  obige  Beweis  von  p 
auf  p-{-l  noch  immer  bindend  ist;  man  sieht  nämlich  sofort  ein, 
dass  wenn  a  Wurzeln  in  xp(x)  gleich  a,  von  selbst  genau  a — 1 
Wurzeln  in  dem  Ausdruck 

X  =  -lxli'-\-xp\xl>._ 
ffleich  a  werden. 
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Wäre  w  ungerade  gewesen,  so  hätte  man  dasselbe  Resultat  für 
die  Anzahl  der  Lame'scheu  Functionen  erhalten. 

Schliesslich  soll  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dass  es  zwar 
nicht  ohne  Interesse  sein  mag,  wenn  hier  ausser  dem  Beweise  für  die 
Existenz  der  Lame' sehen  Functionen  auch  ihre  Anzahl  gefunden 
ist;  für  die  Theorie  dieser  Functionen  hat  es  aber  eine  grosse  Be- 
deutung, dass  grade  die  oben  angegebene  im  §  128  unter  (83,  d) 
aufgeführte  Zahl  sich  hier  herausstellt.  Berücksichtigt  man  die 
Bedeutung  die  sie  dort  hat,  so  erhält  man  den  Satz:  Die  Anzahl 
der  Lame'schen  Functionen  />"*''^  Ordnung  (erster  Art), 
welche  zu  n  gehören,  ist  genau  so  gross  wie  die  Anzahl 
der  willkürlichen  Constanten  in  der  allgemeinsten  homo- 
genen Function  «"""  Grades  W  von  Grössen  ^,,  i.^,  ...,  |^+i? 
welche  der  Differentialgleichung 

genügt. 

Diese  allgemeinste  Function  liess  sich  in  die  Form  bringen 

r"X",    (r  =  ,t:+|^  +  ...  +  |;^0, 
worin  X"  in  Kugelcoordinaten,  die  sich  auf  p-{-l  Dimensionen  be- 
ziehen,   durch  (83,  c)  ausgedrückt  wird.     Aus    dem    obigen  Satze 
folgt,  dass  dieselbe  Function  X"  in  elliptischen  Coordinaten,  welche 
zu  derselben  Dimension  gehören,  durch  die  Gleichung 

X"  =  ^c,,e';(7>,  xM(p,  i;)--^Xp^  K) 

ausgedrückt  wird,  in  welcher  die  c  willkürliche  Constante  be- 
zeichnen, und  die  Summation  sich  auf  (n,  p)-\'(n—l,  p)  Werthe 
von  V  bezieht. 
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Die  Umwandelung  der  allgemeinen  quadratischen  Form  V 
auf  S.  415  in  die  Form  (69)  mit  2n-\-l  Gliedern  kann  man  immer 
durch  eine  orthogonale  Substitution  vornehmen,  deren  Co- 
efficienten  sich  für  jedes  n  augeben  lassen;  ihre  Berechnung  aus 
den  a  erfordert  keine  höhere  Operation  als  das  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln.     Dies  zeigt  der 

Satz.  .  In  die  Form  V  auf  S.  415  kann  man  statt  x^^  x^,  ...  x„ 
durch  eine  orthogonale  Substitution  Veränderliche  m?,,  w?^?  •••  ^«-'7 
Vn<,  SO   einführen,    dass   das   Aggregat    der    mit  2xg  multiplicirten 

Glieder, 

A  =  a^^x^-\-a.^^  x^ -{--■-{- a„ux„, 

sich  in  Vn'^a]^-\-alg-\ \-a'M  verwandelt. 

Nach  diesem  Satze  geht  nämlich   V  auf  S.  415  in 

xl  +  2a^o^n>^aJo+«L +•••  +  ««')+  ^1 
über,  wenn  V^  eine  quadratische  Form   mit  nur  n  Veränderlichen 
w?j,  ^C2,  •••  Wn-i,  »n  bezeichnet.    Wendet  man  das  gleiche  Verfahren 
wiederholt  an,  so  reducirt  sich  V^  auf  einen  Ausdruck 

wo  u„^i  eine  neue  Veränderliche  und  V^  eine  quadratische  Form 
von  dieser  und  n  —  2  anderen  Veränderlichen  vorstellt.  So  fährt 
man  fort ;  die  Umformung  ist  vollendet,  wenn  man  bei  einem  Aus- 
druck  Vn  anlangt. 

Zum  Beweise  des  Satzes  setze  man  zur  Abkürzung 

a,o  =  a„     r,  =  }/a^  +  a'  H h  «'• 

Man  führt  dann  zwei  neue  Veränderliche  v  und  w  durch  die  ortho- 
gonale Substitution  ein 
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aus  der  man  erhält 


a.  a.. 

Dadurch  verwandelt  sich  A  in  einen  Ausdruck,  wiederum  von  der 
ursprünglichen  Form  aber  mit  einer  geringereu  Zahl  von  Veränder- 
lichen (mit  nur  n — 1),  nämlich  in  -4  =  r^_v^-^ a^x^-\ 1- a„a;„.    Eine 

«—1  fache  Wiederholung  desselben  Verfahrens  reducirt  offenbart 
auf  ein  Glied  r„t-„,  wie  im  Satze  behauptet  wurde. 

Ich  füge  noch  die  Rechnung  und  die  fertigen  Resultate  für  die 
zweite  und  dritte  Transformation  hinzu: 

Für  die  zweite  Transformation  setzt  man 

und  erhält 

—    Jj_  «3 

^3=    7^'^^3  +  V'"'2, 
'3  3 

Die  anzuwendende  orthogonale  Substitution  ist  also 
1  r  r  r  r 

u  '  2  '23  3 


'  2 

'l  '  3                         '3 

^2                1       ^3 

V«'2f   7.-^3, 

und  giebt  ^  =  r^r^-f  a^x^-1 l-OnXn. 

Für  die  dritte  Transformation  setit  man 

—  «4*'3+^3-^4   =''4 '^'3^ 

löst  diese  linearen  Gleichungen  nach  x^  und  r,  auf,  substituirt  den 
letzteren  Werth  in  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  x, ,  a;^,  x, 
und  erhält  schliesslich 

Heine,  Theorie  der  Kiigelfunctiouen.     2.  AuH.  31 
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«I«3 

a.  a.        ,    a. 

«1 

^2 

a,  a,        ,    a„ 

'3'4                       '4 

^3  ^i              r       ^3 

-^— 5-M?3+  ^-ü,, 

r  r              r 
'3*4             '4 

Während  der  Drucklegung  dieses  Zusatzes  erhalte  ich  von 
Herrn  Kronecker  seine  Abhandlung  über  Sturm'sche  Functionen, 
welche  im  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  d.  W.  erscheint. 
Auf  S.  105  u.  f.  wird  dort,  ebenso  wie  hier,  die  Aufgabe  gelöst 
„eine  beliebige  quadratische  Form  mittels  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution in  eine  Jacobi'sche  Form  zu  transformiren". 


I 


Verbesserungen. 


Seite  132  Formel  (19)  statt  n  — 1  1.  m.  n  +  l. 
,,     231  statt  der  Formel  auf  Zeile  5  v.  u.  1.  m. 


Ql  (x)±.-.cos  .,.(■..,  +  11,  j^^i~^Si  '■>^- 
„     347  statt  cosvif  1.  m.  in  den  beiden  letzten  Formeln  des  2.  Kapitels  P^ {cos tf). 


Seite     36   statt  dip  auf  der  linken  Seite  von  (6)  1.  m.  dr]. 

„       80  Zeile  19 — 20  v.  o.  statt  daher  ist  der  Modulus  der  Summe  1.  m.  Ferner  ist 

die  Summe  der  Moduln. 

„       80  Zeile  23  v.  o.  fehlt  ein  Komma  hinter  Moduln, 

,,     106  soll  Zeile  16  v.  o.  erst  nach  Gleich.  (5)  gelesen  werden. 

„     119  Formel  5)  statt  «  +  ^  +  ;/  1.  m.  a -\- ß  —  y. 

„     148  Zeile  8  v.  o.  statt  p-  in  der  Formel  für  Q  1.  m.  Q~^. 

„     149  Zeile  9  v.  o.  statt  (\  —  x^)d^i/  1.  m.  (1 — x'^-d^i/,  und  statt  »«'  1.  m.  v^. 

„     152  in  der  letzten  Formel  des  §31  statt  — 56x{x'-\-^)  1.  m    ~  56(.r2-|- il). 

„     153  Zeile  10  v.  u.  statt  (n+l)  1.  m.  (2n  +  l). 

2n 1  2n 1 

„     154  Zeile  4  v.  o.  statt 1.  m. . 

2  2 

„  171  letzte  Zeile  des  §  39  statt  An  und  n  1.  m.  — ^n  und  —  n. 

„  177     Zeile  15  v.  o.  in  den  oberen  Grenzen  statt  -^  1.  m.  /4. 

,,  200  Zeile  7  u.  8  v.  o.  statt  fi  und  v  1.  m.  /«  und  ;i. 

„  202  Zeile  4  v.  o.  ist  das  Komma  fortzulassen. 

„  220  Zeile   13  v.  o.  statt  |-'  1.  m.  f-*. 

„  225  Zeile   10  und  7  v.  u.,    ferner   in  Gleich,  (c)   auf  S.  226   erhält  sin  ry^  das 

entgegengesetzte  Vorzeichen. 

„  231  Zeile   12  v.  o.  ist  cosvn  fortzulassen  und  statt  +  zu  setzen   +cosv7f. 

„  231  Zeile  6  v.  u.  statt  i/'o  <»/'<»/'  1.  m.  j/'q  <  ip  <:  n. 

„  240  Zeile  3  v.  o.  statt  J  1.   m.  jij. 


434  Verbesserungen. 

Seite  241  Zeile  2  v.  o.  statt  (44,  e)  1.  m.  (44,/)  und  streiche  n. 
„     245  Zeile  4  v.  u.  statt  S.  224  1.  m.  S.  244. 
„     272  Zeile  15  v.  o.  statt  x°  1.  m.  Xq. 

„     288  Zeile  12  v.  o.  statt  n—l-g^_^.i  1.  m.  n  — l  +  i?^_^,. 
„     292  Zeile  1  v.  u.  statt  a  1.  m.  c. 
„     293  ersetze  man  die  Formel  auf  Zeile  2  v.  o.  durch 

^  =  ^^c,^^NA^)Rr(y) jzr, • 

„     293  Zeile  7  v.  o.  statt  1  :  a^   1.  m.  CiWqIc^^j. 

„     301  Zeile   16  v.  o.,   Zeile  14  u.  9  v.  u.   statt   K  1.  m.   das   erste  Mal  Ä,   die 

beiden  anderen  Male  ^j. 
307  Zeile  7  v.  o.  schalte  man  hinter  „obigen  Werth"  ein:   innerhalb  der  Kugel, 

bis  in  die  Begrenzung,  ausserhalb  aber  Null. 
„     308  Zeile  12  v.  u.  statt  8,  Ü«,  9?  1.  m.  ß^  W,  ^^. 

/n    /'ji  /*Ji 

I       1.  m.   /      ,  und  statt  dy  1.  m.  0(f. 

0  0  0 

„     313  Zeile   12  v.  o.  statt  a^^^  1.  m.  ^«^"^ 
„     320  Zeile  4  v.  o.  streiche  man  dr]  im  Nenner. 

„     443  Zeile  1  v.  u.,  in    der  untern  Grenze,  statt  0  1.  m.  g,  und  in  Formel  (74) 
statt  d\p,  1.  m.  dxpi, . 
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